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Capitulo 1

Probabilidade

1.1 Introducao.

Em muitos problemas fisicos de interesse, existe um elemento de incerteza, ou aleato-
riedade. Independente de quanto possamos conhecer da histéria passada de um dado
fendbmeno, somos essencialmente incapacitados de predizer seu comportamento futuro
de forma precisa. Ex. cara ou coroa.

Foi observado que nestes casos certas médias tendem a um valor constante & medida
em que o namero de observagoes cresce. (No exemplo da cara e coroa, quais seriam
estas médias?) Desde que as médias geralmente exibem tal regularidade, e sdo portanto
razoavelmente previsiveis, parece ser desejavel desenvolver um estudo sobre o célculo
destas médias. Este é o dominio da teoria matematica da probabilidade e estatistica.
O proposito desta é descrever e predizer tais médias em termos de probabilidades de
eventos.

Algumas definigoes importantes:

Definicao 1.1. Experimento aleatério: um experimento é chamado aleatdrio se
seu resultado nao pode ser predito precisamente porque as condi¢coes em que € realizado
nao podem ser predeterminadas com precisao suficiente.

Exemplo: arremesso de dados ou moedas.

Definicao 1.2. Resultados: sdo os resultados particulares da execugdo de um ex-
perimento.
Exemplo: cara, coroa.
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Definicao 1.3. Eventos: sio conjuntos de resultados que atendem a algumas espe-
cificacoes.

Exemplo: no caso de jogar dados, o evento “numero impar em um arremesso” pode
resultar de qualquer um de 3 resultados 1,3,5. Desta forma este é um evento de 3
resultados. Portanto, eventos sao agrupamentos de resultados em classes.

1.2 Teoria de Conjuntos.

Definigao 1.4. Espaco amostral: o espaco amostral S € definido como uma colegdo
de todos os resultados possiveis de um experimento aleatdrio. Cada resultado € um

elemento ou amostra deste espago e pode ser convenientemente representado por um
ponto no espaco amostral.

Exemplo 1.1. No caso do dado, o espaco amostral consiste de 6 elementos (1, (2, (3,
C4, (5, Cg, onde os ¢ representam o resultado “t pontos” O evento, por outro lado, é
um subconjunto de S.

O evento “nimero impar em um arremesso”, denotado por A, , € um subconjunto de
S (ou um conjunto com os elementos (1, (3 € (5). Similarmente, o evento “nimero par
em um arremesso”, denotado por A é outro subconjunto de S (ou um conjunto com os
elementos (o, (4 € (g). O evento “nimero menor ou igual a 4 em uma jogada”, denotado
por B € formado pelos elementos (1, (o, (3 e (4.

Na Figura 1.1 abaizo, tem-se uma representacao grifica destes eventos em um dia-
grama de Venn.

(1 (3 s A,

G2 G4 6 Ae

Figura 1.1: Espaco amostral para o arremesso de um dado.
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Definigao 1.5. O complemento de um evento A, denotado por A€, € o evento que
contém todos os pontos de S que néao estao em A.

No exemplo acima, quais sdo os eventos complementares de A,, A., e B 7.

Definicao 1.6. Um evento que ndo contém elementos € chamado de evento nulo,
e € denotado por ¢.

Observe que o evento nulo é o complemento do espaco amostral S : ¢ = S€.

Impor&an&e! m

Definigao 1.7. A uniao de eventos A e B, denotada por AUB, € aquele que contém
todos 0s pontos em A e B.

Verifique no exemplo anterior quais sao os eventos 4, U A., A, U B, A, U B). Observe
que AUB = BU A.

Im Por&anfzeff!f

Definigao 1.8. A intersecdo dos eventos A e B, denotada por AN B ou simples-

mente AB, € o evento que contém pontos comuns a A e a B. Este evento também €
conhecido como evento conjunto AB.

Observe que AB = BA. Nafigura—t2-abaixotem=se—estesconceitos mostracdos

—spfenrrente—crr—dhnerarian—de—Yenss

Im Por&an&a!f!!

Definigao 1.9. Se os eventos A e B sao tais que AB = ¢ entdo A e B sdo ditos
eventos disjuntos ou mutuamente exclusivos.

Isto quer dizer que A e B nao podem ocorrer simultaneamente. (A e A€ sdo mutu-
amente exclusivos).

Estes conceitos sao mostrados de forma grafica na Figura 1.2.
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O operador para o complemento tambem pode ser representado por uma barra.
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AC

a) b) c) d)

Figura 1.2: Representacao do a) complemento, b) unido, ¢) intersegao de eventos, e d)
eventos disjuntos.

1.2.1 Lei de De Morgan.

Teorema 1.1. Se A e B sao eventos em um espaco amostral entao:

A+B=AB (1.1)

Equivalentemente, podemos escrever:

s

AB=A+ (1.2)

Demonstracdo. A lei de De Morgan pode ser facilmente demonstrada por meio de dia-
gramas de Venn:

A+ B V) A NN\ B &

Figura 1.3: Demonstragao da lei de De Morgan.

Observagao

A aplicacao repetida da equagao (1.1) leva ao seguinte: se em uma identidade de con-
juntos substituimos todos os conjuntos pelos seus complementos, todas as uniodes por
interseccoes, e todas as intersecgoes por unioes, a identidade é preservada.

Exemplo 1.2. Seja a identidade
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A(B +C) = AB + AC (1.3)

Usando (1.1) seque que

AB+C)=A+B+C=A+BC
Similarmente
AB T AC —= ABAC — (A+ B)(A+0)
e desde que os dois lados de (1.3) sao iguais, seus complementos também o sao. Portanto
A+B+C=(A+B)(A+C) (1.4)

Estas identidades podem ser facilmente conferidas por meio de diagramas de Venn.

1.2.2 Principio da Dualidade.

Sabemos que S = ¢ e ¢ = S. Além disso, se em uma identidade como (1.3) todas as
barras forem removidas, a identidade é preservada. Isto leva & seguinte versao da lei de
De Morgan:

Proposigao 1.1. Se em uma identidade de conjuntos substituimos todas as unioes
por intersecgoes, todas as intersecgoes por unioes, e os conjuntos S e ¢ pelos conjuntos
¢ e S respectivamente, a identidade € preservada.

Aplicando o teorema acima as identidades

A(B+C) = AB + AC S=A+S

obtemos as identidades

A+ BC =(A+B)(A+C) 6 = ¢A

1.3 Definicoes de Probabilidade.

1.3.1 Frequéncia Relativa.

Embora o resultado de um experimento aleatério seja imprevisivel, existe uma regula-
ridade estatistica sobre este, e a definicao por freqiiéncia relativa baseia-se nesta regu-
laridade.
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Importante:’
Definigao 1.10. A probabilidade P(A) de um evento A € dada pelo limite
— Tim A
P(A) —nh_g)lo - (1.5)

onde ng € o nimero de ocorréncias de A e n € o numero de tentativas.

Observagoes importantes

1. Segue da defini¢ao que 0 < P(A) < 1.

2. Se A e B sao dois eventos mutuamente exclusivos

P(A+ B) = P(A) + P(B) = lim ™42 (1.6)

n—o00 n

3. Se Ay, Ao, ..., Ay nao forem mutuamente exclusivos entao:
P(A1+ Az + ...+ Ay) < P(A1) + P(A2) +... + P(An) (L.7)

Generitangng
1.3.2 Axiomatica. 9(pqa+ﬁd+wa+mw)éﬂﬂﬁg)(&zﬁ”“"Jrlo(P(Nj

Definicao 1.11. A aproximacdo axiomdtica para a probabilidade é baseada nos trés
postulados sequintes e nada mais:

1. A probabilidade P(A) de um evento A é um nimero positivo associado a este

evento
P(A) >0 (1.8)
2. A probabilidade do espago amostral € igual a 1 Impor&ah&z!fff
P(S)=1 (1.9)

3. Se os eventos A e B sao mutuamente exclusivos, entdo

P(A+ B) = P(A) + P(B) (1.10)
PA+B)=P(A)+P(3)-P(AB)

Propriedfldei,/—-——-—\]

P(¢)=0 evénto impossivel
P(A)=1-P(A) — A€ complemento de A
P(A+ B)=P(A)+ P(B)— P(AB) < P(A) + P(B)_ probabilidade da uniao

Exemplo 1.3. Determinar a probabilidade de obtencio de uma cara e duas coroas em
3 arremessos de uma moeda ideal.


Luciano
c_importante

Luciano
Pencil

Luciano
Pencil

Luciano
c_importante

Luciano
Pencil

Luciano
FreeText
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)


Probabilidade 7

Solugao. Neste caso, os resultados possiveis sao: N-K )<
/N ( |- P ) 0

1) ca, ca, ca 5) co, ca, ca T?‘r - K ) 3 ) ?
2) ca, ca, co 6) co, ca, co 3 P B f
3) ca, co, ca T) co, co, ca Fﬂ_(D;Cﬁ:(ﬂle’ cA : JLHA
4) ca, co, co 8) co, co, co _ ~ ) }

) ) (3} (} tw) fw
Sao possiveis 8 resultados mutuamente exclusivos = P(A4;) = 1/8

P(lca, 260) = P(A4) + P(AG) + P(A7) = 3/8.

1.3.3 Cléassica.

Im Por&an&z!!!!

Definigao 1.12. A probabilidade P(A) de um evento A é determinada a priori sem
experimentacao real, e € dada pela expressdo

P(A) =2 (1.11)

onde:
n: namero de resultados possiveis,
na: numero de resultados favordveis ao evento A.

Versao melhorada da definigao classica

Definigao 1.13. A probabilidade de um evento € igual & razdo entre seus resulta-
dos favordveis e o numero total de resultados, desde que todos os resultados sejam
equiprovduvesis.

Exemplo 1.4. Arremesso de um dado P(impar) =3/6 =1/2.
Fim da Aula 1

1.4 Calculo de probabilidades usando métodos de conta-
gem.

Em muitos experimentos com espagos amostrais finitos, os resultados podem ser assu-
midos como sendo equiprovaveis. A probabilidade de um evento é entdo a razao entre

—{ o niimero de resultados no evento de interesse e o nimero total de resultados no espago
amostral. O célculo das probabilidades se reduz a contar o niimero de resultados de um
evento.

Eske el o caso de um dado ou de um baralho
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Suponha que um teste de miltipla escolha tem k questoes e para a questdo i o
estudante precisa selecionar uma entre n; respostas possiveis. Qual é o nimero total de
modos de responder a todo o teste?

A resposta & questdo ¢ pode ser vista como a especificacao da i-ésima componente de
uma k-upla, de modo que a questao acima é equivalente a: quantas k-uplas ordenadas

distintas (x1,. .., zx) sdo possiveis se z; ¢ um elemento de um conjunto com n; elementos
distintos?
O numero de k-uplas ordenadas distintas (x1,...,x,) com componentes x;, de um

conjunto com n; elementos distintos é dado por
naumero de k-uplas ordenadas distintas = nins ... nyg (1.12)

Muitos problemas de contagem podem ser colocados como problemas de amostra-
gem onde selecionamos bolas em urnas ou objetos em populagdes. Iremos agora usar
a Equacao 1.12 para desenvolver férmulas combinatoriais para varios tipos de amostra-
gem.

1.4.1 Amostragem com reposigao e ordenagao.

Suponha que escolhemos k objetos de um conjunto A que tem n objetos distintos, com
reposicao. Iremos nos referir ao conjunto A como a populagdo. O experimento produz

uma k-upla ordenada (z1,...,2x), onde z; € A,i = 1,2,..., k. A Equacao 1.12, com
ny =no = ... =ng = n implica que
nimero de k-uplas ordenadas distintas = n* (1.13)

Seja um LED que Focie assumir 4 cores

1
diferentes. Quantas sequencias diferentes de i

Im Por&an&a..,

cores Fade existir com 3 LEDs?

Exemplo 1.5. Uma urna contém cinco bolas numeradas. Suponha que selecionamos
duas bolas da urna com reposicao. Quantos pares ordenados distintos sao possiveis?
Qual € a probabilidade de retirar duas vezes a mesma bola?

Solugao. A Equacdo 1.13 diz que o ntimero de pares ordenados é 52 = 25. Na Tabela
abaixo temos os pares possiveis. Cinco dos resultados possiveis sao de bolas com o
mesmo nimero. Se supomos que todos os resultados possiveis sao equiprovéveis, entao
a probabilidade de retirar a mesma bola duas vezes é 5/25 = 0, 2.

)
Note que a ordem da sequencia
)

1,3
2,3
3,3
4,3
5.3

v'.mlaorka, ou se\ja, a c\iferencc\ na

, sejo diferente!

N N N /N
— — — — ~—

(1,4
(2,4
(3.4
(4,4
(5,4

)
)
) ordem faz com que a sequencia
)
)

)

1.4.2 Amostragem sem reposicao e com ordenacao.

O problema agora consiste em escolher k objetos em sucessdo, sem reposi¢ao, de uma
populacdo A de n objetos distintos. Claramente, k& < n. O numero de resultados
possiveis na primeira retirada é n; = n, e o nimero de resultados possiveis na segunda
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retirada é ng = n — 1, e assim por diante, até ny = n — (k — 1) na retirada final. Desta
forma, a Equacgao 1.12 fornece

niamero de k-uplas ordenadas distintas =n(n—1)...(n —k+1) (1.14)

Exemplo 1.6. Uma urna contém cinco bolas numeradas. Suponha que selecionamos
duas bolas da urna em sucessdo, e sem reposiciao. Quantos pares ordenados distintos
sao possiveis? Qual € a probabilidade de que a primeira bola tenha um mimero maior
que a sequnda?

Solugao. A Equagao 1.14 mostra que o ntimero de pares ordenados possiveis é 5(4) =
20. Estes sao mostrados na Tabela abaixo. Dez pares ordenados nesta tabela tém o
primeiro nimero maior que o segundo, de forma que a probabilidade deste evento é

10/20 = 0,5.

(L2 (13) (14) (L)
(2,1) (2,3) (2/4) (2,5)
(31) (32 (34) (35)
(41) (42 (43) (45)
(5,1) (5,2) (5,3) (54)

1.4.3 Permutacao de n objetos distintos.

Considere uma amostragem sem reposi¢cao com k = n. Isto equivale a retirar objetos de
uma urna até que ela esteja vazia. Entdo o niimero de seqiiéncias possiveis de n objetos
distintos é igual ao ntiimero de n-uplas da amostragem sem reposicao com k = n. Da
Equacao 1.14, temos

Importante!!!!

namero de permutagoes de n objetos =n(n —1)...(2)(1) = n! (1.15)

Para n grande, a formula de Stirling é bastante util:

nl ~ V2 nttae (1.16)

Exemplo 1.7. Encontre o nimero de permutacoes de trés objetos distintos 1,2,3.

Solugao. A Equagao 1.15 fornece 3! = 6. As seis permutagoes sao
123 312 231 132 213 321
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1.4.4 Amostragem sem reposicao e sem ordenacao.

Suponha que pegamos k objetos de um conjunto de n objetos distintos sem reposigao e
armagzenamos o resultado sem nos importarmos com a ordem. Chamamos o subconjunto
resultante de k objetos selecionados de uma “combinac¢ao de tamanho k".

Da Equacao 1.15, existem k! sequéncias nas quais os objetos seleeionadeos podem ter
sido selecionados. Entao se C}' denota o niimero de combinagoes de tamanho k de um
conjunto de tamanho n, entao C7'k! é o niimero total de amostras ordenadas distintas
de k objetos, a qual é dada pela Equacgao 1.14. Entao

n !
Crkl=nn—-1)...(n—k+1)= W (1.17)
e o numero de combinacgoes diferentes de tamanho k£ de um conjunto de tamanho n,
k<n,é

nonn—1)...(n—k+1) n! _(n
= Kl T Wk <k> “'('1'18)

A expressao (Z) é chamada de coeficiente binomial. Impor&an&e,.,

Note que escolher k objetos de um conjunto de n é equivalente a escolher os (n — k)
objetos que nao foram selecionados. Segue entdao que

0-(2)

Exemplo 1.8. Encontre o nimero de modos de selecionar dois objetos de A = {1,2,3,
4,5} sem se importar com a ordem.

Solugao. A Equagao 1.18 fornece

) 5!

Abaixo temos a listagem destes 10 pares.

12 (13 (14 (15

(2,3) (2,4) (2,5)

(3,4) (3,5)

Note que (i,k) e (i) sao o mesmo evenko! (4,5)

Exemplo 1.9. Encontre o nimero de permutagoes distintas de k bolas brancas e (n—k)
bolas pretas.

Solugao. Este problema é equivalente ao seguinte problema de amostragem: coloque n
etiquetas numeradas de 1 a n em uma urna, onde cada etiqueta representa uma posicao
no arranjo das bolas; pegue uma combinacao de k etiquetas e coloque as k bolas brancas
nas posicoes correspondentes.

Cada combinacao de tamanho k leva a um arranjo diferente (permutacao) de k bolas
brancas e (n — k) bolas pretas.

Entao o numero de permutagoes distintas de k bolas brancas e (n — k) bolas pretas
e .
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Este exemplo mostra que a amostragem sem reposigao e sem ordenagao é equivalente
a particionar o conjunto de n objetos distintos em dois conjuntos: B, contendo os k
itens que foram retirados da urna, e B¢, contendo os (n — k) deixados na urna.

Suponha que particionemos um conjunto de n objetos distintos em F' subconjuntos
By, Bs, ..., Br, onde ao subconjunto B; sao associados k; elementos e k1 +ko+. . .+kp =
n.

Neste caso, o nimero de combinacoes distintas é dado por

n!
kilko!. .. kp!

A Equagao 1.21 é chamada de coeficiente multinomial. O coeficiente binomial é o

(1.21)

caso I' = 2 dos coeficientes multinomiais.

1.4.5 Amostragem com reposicao e sem ordenacgao.

Suponha que tomemos k objetos de um conjunto de n objetos distintos com reposi¢ao
e armagzenamos os resultados sem nos importarmos com a ordem. Isto pode ser feito
preenchendo-se um formulario com n colunas, uma para cada objeto distinto. Cada
vez que um objeto é selecionado, um “x” é colocado na coluna correspondente. Por
exemplo, se selecionamos 5 objetos de 4 objetos distintos, um formulario destes poderia

ter a seguinte forma:

Objeto 1 | Objeto 2 | Objeto 3 | Objeto 4
XX X XX

Note que este formulario pode ser resumido pela sequéncia xx / / x / xx, onde o
simbolo “/” é usado para separar as entradas para as diferentes colunas. Desta forma os
(n-1) /’s indicam as linhas entre as colunas, e onde nada aparece entre /’s consecutivos
se o0 objeto correspondente nao foi selecionado.

Cada arranjo diferente de 5 x’s e 3 /’s leva a um formulario distinto.

Se identificarmos os x’s com bolas brancas e os /’s com bolas pretas, entdo este
problema foi considerado no Exemplo 1.9, e o nimero de arranjos diferentes é dado por
0.

No caso geral o formulario ira envolver k x’s e (n —1) /’s. Entao o nimero de modos
diferentes de escolher k objetos de um conjunto de n objetos distintos com reposicao e

sem ordenagao é dado por
n—1+k n—1+k
= 1.22

1.5 Probabilidade Conjunta.

Ao invés de lidar com um experimento, consideremos agora dois experimentos e seus
respectivos resultados. Por exemplo, os dois experimentos podem ser dois arremessos
consecutivos de um tnico dado ou um tnico arremesso de dois dados. Em ambos os
casos, o espaco amostral consiste de 36 duplas (i,75), onde 7,5 = 1,2,3,4,5,6. Se os
dados sao ideais, a cada ponto do espago amostral é associada uma probabilidade 1/36.
Podemos agora considerar eventos conjuntos tais como {7 é par, j = 3}, e determinar
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as probabilidades associadas a tais eventos a partir do conhecimento das probabilidades
dos pontos amostrais.

Definigao 1.14. Se os resultados possiveis de um experimento sao A;, i =1,2,...,n,
e o0s resultados possiveis de um sequndo experimento sao Bj,j =1,2,...,m, entdo os
resultados possiveis do experimento combinado sio dados pelo conjunto (A;, Bj),i =
1,2,..,n,7=1,2,...,m. A cada resultado conjunto (A;, Bj) associa-se uma probabi-
lidade conjunta P(A;, Bj) que satisfaz a condi¢do

0< P(A;,Bj) <1 (1.23)

Exemplo 1.10. Retirar duas cartas em sucessao (com ou sem reposicao) de um baralho.

Solucao. Vamos considerar os seguintes eventos
Evento A: retirar um as na primeira tentativa
Evento B: retirar um as na segunda tentativa

B é o evento de retirar dois ases.
Calcule esta probabilidade, considerando com reposicac e sem reposicao,

1.5.1 Probabilidades Marginais.

Assumindo que os resultados Bj, j = 1,2,...,m sao mutuamente exclusivos, segue que

" iP(Ai,Bj) = P(4;) (1.24)

Importante!’’! .
J=1  Demonstre isso usando o diagrama de Venn!

Similarmente, se os resultados A;,7 = 1,2, ...,n sdo mutuamente exclusivos entao
n
> P(Ai, Bj) = P(By) (1.25)
i=1

Além disso, se todos os resultados dos dois experimentos sdo mutuamente exclusivos

temos
> Y P4, B)) =1 (1.26)

i=1 j=1

P{Ai} e P[B]j] sdo chamadas de probabilidades marginais. E facil ver que a
generalizacao do tratamento acima para mais de dois experimentos é direta.

1.6 Probabilidade Condicional.

Considere um experimento combinado no qual um evento conjunto ocorre com probabili-
dade P(A, B). Suponha que o evento B ocorreu e queremos determinar a probabilidade
de ocorréncia do evento A. Esta probabilidade é chamada de probabilidade condicional
e denota-se por P(A|B).Probabilidade de A ocorrer dado que B ocorreu.

Exemplo: encontre a probabilidade de receber o bit "o" dado que o bit "1" foi transmitido
no BSC abaixo


Luciano
c_importante

Luciano
Pencil

Luciano
FreeText
Calcule esta probabilidade, considerando com reposicao e sem reposicao.

Luciano
FreeText
Demonstre isso usando o diagrama de Venn!

Luciano
FreeText
Probabilidade de A ocorrer dado que B ocorreu.

Luciano
FreeText
Exemplo: encontre a probabilidade de receber o bit "0" dado que o bit "1" foi transmitido no BSC abaixo

Luciano
Pencil


Probabilidade 13

Exemplo 1.11. No exemplo anterior, se a primeira carta nao € recolocada no baralho,
fica evidente que a retirada de wm as na sequnda tentativa € influenciada pelo resultado
da primeira.

1.6.1 Regra de Bayes.

Impor&oy\&e!!!!

Teorema 1.2. Teorema de Bayes. Seja um experimento fornecendo dois resulta-
dos A e B. Entao,

P(AB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) (1.27)

Demonstracdo. Sejam as seguintes grandezas:
e NN: numero total de tentativas;
e np: numero de resultados favoraveis ao evento B;

e n4p: namero de resultados favoraveis ao evento A dentro das np tentativas.

Estas grandezas sao mostradas em um diagrama de Venn na Figura 1.4.

Figura 1.4: Espago amostral para a derivacao da regra de Bayes.

Observe que n4p € o nimero de tentativas que sao favoraveis ao evento AB. Assim

P(AB) = lim "B — lim (”—B> (”A;B) (1.28)
N—=oo N N—oo \ N npg

Do diagrama acima, podemos extrair as seguintes expressoes:

i B
P(B) = lim 22 (1.29)
P(A|B) = lim “AE (1.30)
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Aqui estamos implicitamente usando o fato que np — oo & medida que N —
oco. Observe que nygp é o namero de tentativas favoraveis ao evento A dentro das npg
tentativas favoraveis ao evento B. Isto representa a probabilidade condicional P(A|B).
Combinando (1.28), (1.29) e (1.30), temos:

(1.31)

E por um desenvolvimento similar, pode-se demonstrar que

P(B|A) = %j)

(1.32)
Combinando 1.31 e 1.32, chegamos & Regra de Bayef( A /ﬁ> - P (B /ﬂ ) P ( ﬂ- ]

P(AB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) (1.33) TD ( E))
1) Qual eh a Probabilidmde de A ocorrer dado que B ocorreu, sendo A e B eventos di.sérzn&os:’
2) Qual ¢h a condicao para que P(A/B)=P(B/A)?

Extensao para mais eventos

Uma generalizagao bastante util da regra de Bayes é a seguinte: considere os eventos
A;,i=1,2,... n, mutuamente exclusivos tais que

Jai=5 (1.34)

e um evento arbitrario B com probabilidade nao nula. Entao, a regra de Bayes pode
ser reescrita como

P(A;, B) P(B|A;)P(A;)
PAIB) = T = (1.35)
> P(B|A;j)P(4;)
No canal BSC apresentado acima, qual ¢h a Probabitid&a‘k de se ter o bik "1" na saida, assumindo
que a enkrada eh equiprovavel?

1.7 Eventos independentes.

Im Por&ah&ef!!!

Definigao 1.15. Um evento A é dito independente de B se

P(A|B) = P(A) (1.36)

Im Por&ah&e!!!!

Teorema 1.3. Se A e B sdo eventos independentes entao

P(AB) = P(A)P(B) (1.37)

Dois eventos sao ditos imdepawian&es quamdo a ocorrencia de um
nao afeta a probabilidade de ocorrencia do outro.
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Demonstracao. Pela Regra de Bayes, temos que

P(AB) = P(A|B)P(B)

Mas como A e B sdo independentes,

P(A|B) = P(A)

Substituindo este resultado na Equag@o acima, chegamos a

P(AB) = P(A)P(B)

Exemplo 1.12. Suponha que uma moeda € jogada trés vezes. Se assumimos que as
jogadas sao independentes e a probabilidade de caras € p, encontre a probabilidade dos
eventos nenhuma coroa, uma coroa, duas coroas e trés coroas.

Solugao. A probabilidade para as sequéncias de caras e coroas é dada por

p{{cccy = PHCHPHCHPHCY = p’

P{CCKY = PHCHP{CHPHK} = p*(1-p)
P{CKCY = PHCHPHK}PHCY] = p*(1-p)
P{KCCY = PHE}P{CYHP{CY = p*(1-p
PH{KKCY = PHE}PHK}PHCY = p(1-p)
P{KCKY = PHE}P{CHPHK} = p(l-p)
P{CKK} = PHCHPHE}PHK} = p(l-p)
P{KKK} = PHUEYPHE}PHK}] = (1-p)°

onde usamos o fato de que as jogadas sdo independentes. Seja k o nimero de caras em
trés tentativas. Entao

Pk =0] = PIKKK] = (1 —p)®

Plk=1] = PIKKC, KCK,CKK] = 3p(1 - p)?
Plk =2] = PICCK,CKC,KCC] = 3p(1 — p)
Plk =3] = PlCcCC] =p?

Observacgoes

A definigdo de independéncia estatistica pode ser estendida a trés ou mais eventos. Para
que trés eventos Ay, As e Az sejam estatisticamente independentes, precisam satisfazer
as seguintes condicoes

P(Ay, Ag) = P(A1)P(Az)
P(A1, As) = P(A1)P(A;3) (1.38)
P(Ag, As) = P(Ay)P(A;3) ’
P(Ay, Az, A3) = P(A1)P(A2)P(As3)
Para o caso geral, os eventos A;,7 = 1,2,...,n sdo estatisticamente independentes se as
probabilidades dos eventos conjuntos tomados 2,3,...,n eventos de cada vez possam

ser fatoradas no produto das probabilidades dos eventos individuais.
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1.8 Experimentos sequenciais e diagramas em arvore

Muitos experimentos consistem de uma sequéncia de subexperimentos. O procedimento
adotado para cada subexperimento pode depender dos resultados dos subexperimentos
anteriores. Podemos usar um diagrama em arvore para representar a natureza sequencial
dos subexperimentos. Seguir o procedimento e anotar as observagoes do experimento é
equivalente a seguir a sequéncia de ramificagoes da raiz para as folhas da arvore. Cada
folha corresponde a um resultado do experimento.

E natural modelar probabilidades condicionais em termos de experimentos sequenci-
ais e ilustra-las através de diagramas em arvores. Na raiz da arvore, a probabilidade de
um evento particular é descrito pelo nosso conhecimento a priori. Se os resultados possi-
veis do primeiro resultado sao descritos pelos eventos By, -+ , By,, entdao {By, -+ , B} é
um espago de eventos. A partir da raiz, desenhamos ramos para cada evento B;. Seguir
um ramo a partir da raiz corresponde a observar os resultados do primeiro subexpe-
rimento. Associamos a cada ramo as probabilidades a priori P[B1],--- , B[By,]. Para
cada evento B;, temos probabilidades condicionais descrevendo o resultado do segundo
subexperimento. Entao para cada um dos ramos do primeiro conjunto, desenhamos
um novo ramo e associamos a ele esta probabilidade condicional. Se seguirmos uma
sequéncia de ramos da raiz a uma determinada folha, especificamos o resultado de um
dado subexperimento. Desta forma, as folhas representam os resultados do experimento
completo. A probabilidade de cada resultado é o produto das probabilidades dos ramos
entre a raiz da arvore e a folha que correspondente ao resultado. Em geral, associamos
as folhas os resultados e as probabilidades correspondentes.

Isto é uma descricao complicada para um procedimento extremamente simples, como
veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 1.13. Uma companhia tem trés mdquinas By, Bs e Bs que fabricam resistores
de 1kQ. Observou-se que 80% dos resistores produzidos por By tém tolerdncia de 5082 do
valor nominal. A mdquina By produz 90% dos resistores com tolerancia de 5082 do valor
nominal. A porcentagem para a mdquina B3 é de 60%. A cada hora, a mdquina B
produz 3000 resistores, By produz 4000 resistores, e By produz 3000 resistores. Todos os
resistores sao misturados em wm recipiente comum e empacotados para envio. Desenhe
um diagrama em drvore para este experimento. Qual a probabilidade de escolher um
resistor da mdquina Bo com tolerdncia maior que 50§27

Solugao. Seja A o evento “o resistor selecionado é aceitavel” (tem tolerancia de 50€2),
e N o complemento de A: “o resistor selecionado néao é aceitavel”. O procedimento de
testar um resistor pode ser decomposto em dois passos: primeiro, identificamos qual
méquina (Bj, By ou Bs) produziu o resistor; depois, verificamos se o resistor é aceitéavel
ou nao. Estes dois passos correspondem & seguinte arvore:
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0,8 A eBiA 0,24
—
0,3 0,2 N BN 0,06
0,4 0<9A e ByA 0,36
B
0,1 N  eBN 0,04
0,3 0,6 A eBsA 0,18
m—_
0,4

N  eBsN 0,12

Para usar a arvore para encontrar a probabilidade do evento Bo N, um resistor nao
aceitavel da maquina Bs, comecamos da esquerda e verificamos que a probabilidade de
alcangar By é P[B3] = 0,4. Andamos entao para a direita em dire¢do ao ndé ByN e
multiplicamos P[Bs] por P[N|By] = 0,1, e obtemos P[BaN] = 0,4 x 0,1 = 0,04.

Podemos observar neste exemplo uma propriedade geral de todos os diagramas em
arvore que representam experimentos sequenciais: a soma das probabilidades dos ramos
que deixam um determinado né é sempre 1. Isto € uma consequéncia da lei da proba-
bilidade total e da propriedade da probabilidade condicional, vistas anteriormente.

Exemplo 1.14. Suponha que os engenheiros de trdfego tenham coordenado a tempori-
zacao de dois fardis para encorajar uma sequéncia de fardis verdes. Em particular, a
temporizagao foi projetada de modo que, com probabilidade 0,8 um motorista encontre o
sequndo farol com a mesma cor do primeiro. Assumindo que o primeiro farol seja verde
ou vermelho com a mesma probabilidade, qual é a probabilidade P[G2] de que o seqgundo
farol seja verde? Calcule P[G1|R2], a probabilidade condicional de que o primeiro farol
seja verde, dado que o sequndo € vermelho.

Solugao. Neste caso, a arvore que descreve o problema é:
0,8 Ga e G1G2 0,4
0,2 Ry eGi1Ry 0,1
0,2 G:  eRiG: 0,1
0,8 R: eRiR» 0,4
A probabilidade do segundo farol ser verde é

P[Gs] = P[G1Gs] + P[R1G2] =0,4+0,1=0,5
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O evento W de ter que esperar por pelo menos um farol é dado por

W = {RlGQ UG Ry U RlRQ}

e desta forma, a probabilidade de esperar por pelo menos um farol é dada por

P[W] :P[R1G2]+P[G1R2] +P[R1R2] =0,140,14+0,4=0,6

Para encontrar P[G1|Rz], precisamos de P[Rz]. Notando que Ry = {G1R2UR 1 Rs},
temos:

P[RQ] = P[GlRQ] +P[R1R2] =0,140,4=0,5

Desde que P[G1 R3] = 0,1, a probabilidade condicional de observar o primeiro farol
verde dado que o segundo é vermelho é dada por:

P[GlRQ] _ 071 o

P[G1|R2]:W_ﬁ_

0,2 (1.39)

Exemplo 1.15. Considere o jogo do Trés. Vocé embaralha um baralho de trés cartas:
as, 2 e 8. Se o as vale um ponto, vocé retira cartas do baralho até que a soma seja 3 ou
mais. Vocé ganha se o total for 3. Calcule P[W], a probabilidade de vencer o jogo.

Solugao. Seja C; o evento “C' é a i-ésima carta retirada. Por exemplo, 32 é o evento
de tirar um 3 na segunda rodada. A arvore para este experimento é entao:

1/2 22 OA122 1/6
n=—__
1/3 1/2 3, eAi3y 1/6
1/3 { o
21
1/2 3, 23, 1/6
1/3
31 .31 1/3

Vocé vence se A129, 21 A5 ou 31 ocorrerem. Desta forma, a probabilidade de vencer
é dada por

11 11 1 2
P = P[A2 P[2:A Pl3]l=-= 4+ -2+ = ==
W] [A129] + P[21 As) + P[31] 35733+ 3

Exemplo 1.16. Suponha que vocé tem duas moedas, uma viciada e outra ndo, mas vocé
nao sabe qual € qual. A moeda 1 é viciada (tem probabilidade 3/4 de dar cara). Suponha
que vocé pegue uma moeda de forma aleatéria e a arremesse. Seja C; o evento “a moeda
i foi selecionada”. Vamos denotar por H (cara) e T (coroa) os possiveis resultados de
um arremesso. Dado que o resultado de um arremesso é uma cara, calcule P|C1|H],
a probabilidade de vocé ter selecionado a moeda viciada. Dado que o resultado € uma
coroa, calcule P[C1|T], a probabilidade de ter selecionado a moeda viciada.
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Solugao. Primeiro, contruimos a arvore que descreve o problema:
3/4 H oCiH 3/8
o=
1/4 T eCiT 1/8
1/2 H oCyH 1/4
e =
1/2 T eCoT 1/4

Para encontrar as probabilidades condicionais, temos:

_pl¢H  PlGiH] 38 3

PICH) = =50 = PieyH + PIGH] 38 +1/4 5
Similarmente,

pleyr) = AT PG -3

P[T] ~ P[CiT]+ P[CT]  1/8+1/4 3

Como esperavamos, é mais provavel termos selecionado a moeda 1 quando o primeiro
arremesso resultou em cara, e é mais provéavel termos selecionado a moeda 2 quando o
primeiro arremesso resultou em coroa.

Fim da Aula 2
e

1.9 Exercicios

1. Quatro moedas ideais sao arremessadas simultaneamente.

(a) Quantos resultados sao possiveis?

(b) Associe probabilidades adequadas para a obtengao de quatro coroas, uma
cara, duas caras, trés caras e quatro caras neste experimento.

Resp:
(a) 16
(b) P[4 coroas| = 1/16
P[1 cara] =1/4

P[3 caras] = 1/4

[
[

P[2 caras| = 3/8
[

P[4 caras] = 1/16

2. Trés dados nao viciados sao jogados. Calcule as probabilidades dos eventos de se
obter uma soma de 8, 9 e 10 pontos.

Resp: P[8] =21/216  P[9] =25/216  P[10] = 27/216
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3. Uma certa cidade tem 8 farois aleatoriamente localizados, quatro dos quais ficam
verdes por meio minuto na direcdo leste-oeste e meio minuto na direcao norte-
sul, trés permanecem verdes por 1/4 de minuto na diregao leste-oeste e 3/4 de
minuto na dire¢ao norte-sul, e o ultimo permanece verde 3/4 de minuto na diregao
leste-oeste e 1/4 de minuto na dire¢ao norte-sul.

Assuma que todos os faréis sdo independentes, isto é, ndo existe nenhum tipo de
sincronizagao entre eles.

Um automével esté viajando de forma aleatéria através da cidade. Encontre a
probabilidade de o automével encontrar um sinal verde na direcao leste-oeste.
Faca o mesmo para a direcdo norte-sul.

Qual é a probabilidade de um automovel viajando aleatoriamente pela cidade
encontre um sinal verde?

Resp:

P[verde na diregao L-O] = 7/16
Plverde na direcao N-S| = 9/16
P[verde] =1/2

4. Uma urna contém 3 bolas vermelhas e 2 brancas. Duas bolas sao retiradas em
sucessao, a primeira bola sendo recolocada antes da retirada da segunda.

(a) Quantos resultados sdo possiveis?

(b) Associe probabilidades a cada um destes resultados.
Resp:

(a) 4

(b) P[la.V, 2a.V] = 9/25
P[la.V, 2a.B] = 6/25
P[1a.B, 2a.V] = 6/25
P[la.B, 2a.B] = 4/25

5. Repita o problema anterior se a primeira bola nao for recolocada antes da segunda
retirada.

(a) 4

(b) P[la.V, 2a.V] = 3/10
P[la.V,2a.B] = 3/10
P[1a.B, 2a.V] = 3/10
P[la.B, 2a.B] = 1/10

6. No problema anterior, se sabemos que a primeira retirada foi de uma bola branca,
qual é a probabilidade de a segunda retirada ser também de uma bola branca ?

Resp: 1/4
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10.

11.

No problema 5), se sabemos que a segunda bola é vermelha, qual a probabilidade
de a primeira também ter sido vermelha? Qual a probabilidade da primeira bola
ter sido branca?

Resp: a) 1/2 b) 1/2

Uma urna contém 3 bolas vermelhas, 5 bolas brancas e 8 bolas pretas. Outra urna
contém 6 bolas vermelhas, 7 bolas brancas e 4 bolas pretas. Uma bola é retirada
de cada urna. Encontre a probabilidade de obter duas bolas da mesma cor.

Resp: 85/272

A caixa I contém 3 bolas vermelhas e 5 bolas brancas, e a caixa II, 4 vermelhas
e 2 brancas. Extrai-se ao acaso uma bola da primeira caixa e coloca-se na se-
gunda, sem observar a cor. Extrai-se entao uma bola da segunda caixa. Qual a
probabilidade da mesma ser branca?

Resp: 21/56

Em certo colégio, 25 % dos estudantes foram reprovados em matemética, 15 %
em quimica e 10 % em matematica e quimica ao mesmo tempo. Um estudante é
selecionado aleatoriamente.

a) Se ele foi reprovado em quimica, qual é a probabilidade de ele ter sido repro-
vado em matemética?

b) Se ele foi reprovado em matemética, qual é a probabilidade de ele ter sido
reprovado em quimica?

¢) Qual é a probabilidade de ele ter sido reprovado em matematica ou quimica?
Resp: a) 2/3 b) 2/5 c) 0,30

A rede comutada mostrada na figura abaixo opera se e somente se existe pelo
menos um caminho fechado de comutadores entre a entrada e a saida. Assumindo
que os comutadores falhem de forma independente e que a probabilidade de falha
de cada comutador sdo aquelas dadas na figura, calcule a probabilidade de esta
rede funcionar.

0,2

0,3

Resp: 0,865
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Uma urna contém duas bolas pretas e trés bolas brancas. Duas bolas sao sele-
cionadas aleatoriamente da urna sem reposicao, e a sequéncia de cores é anotada.
Encontre a probabilidade de retirar duas bolas pretas.

Resp: 1/10

Lanca-se uma moeda viciada de modo que P[cara] = 2/3 e Plcoroa] = 1/3. Se
aparecer cara, entao seleciona-se aleatoriamente um ntimero dentre os de 1 a 9;
se aparecer coroa, seleciona-se aleatoriamente um ntmero dentre os de 1 a 5.
Encontre a probabilidade p de um ntmero par ser selecionado.

Resp: p = 58/135

Dois digitos sao selecionaodos aleatoriamente de 1 a 9, sem reposigao. Se a soma
é par, encontre a probabilidade p de ambos os ntimeros serem impares.

Resp: p=5/8

Telefones celulares realizam handoffs & medida em que se movem de uma cé-
lula para outra. Suponha que durante uma chamada, os telefones realizam zero
handoffs (Hp), um handoff (Hi), ou dois handoffs (Hs). Adicionalmente, cada
chamada pode ser longa (L) ou breve (B).

Sabendo que P[L, Hy] = 0.1, P[B,H;| = 0.1, P[H3] = 0.3, P[B] = 0.6 e P[Hp] =
0.5, calcule:

(a) A probabilidade de nao ocorrer nenhum handoff durante uma chamada.
(b) A probabilidade de uma chamada ser breve.

(c) A probabilidade de uma chamada ser longa ou existirem pelo menos dois
handoffs.

Resp: a) 0.5 b) 0.6  ¢) 0.5

Trés maquinas A, B e C' produzem 50%, 30% e 20% respectivamente, do total de
pecas de uma fabrica. As porcentagens de producao de pecas defeituosas destas
maquinas sao 3%, 4% e 5%, respectivamente.

(a) Se uma pega é selecionada aleatoriamente, ache a probabilidade dela ser
defeituosa.

(b) Suponha que uma pega, selecionada aleatoriamente, seja considerada defei-
tuosa. Encontre a probabilidade dela ter sido produzida pela maquina A.

Resp: a) 0,037 b) 15/37

No sistema de comunicagao ternario mostrado na figura abaixo, um 3 é enviado
trés vezes mais frequentemente que um 1, e um 2 é enviado duas vezes mais
frequentemte que um 1. Um 1 é observado. Qual a probabilidade de um 1 ter
sido enviado?
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l-«
X=1 Y=1
a/2
B/2
1-p8/2
X=2 o 0 Y =2
B/2
/2
1—7/2
1 _
Resp: a

l—a+B+1,5y

18. Para a comunicagdo entre os terminais A e B s@o necesséarios enlaces que sao
representados nas figuras abaixo por arcos. Sendo p a probabilidade de que um
enlace esteja ocupado, determine a probabilidade de que nao exista caminho livre
para comunicagao em cada uma das seguintes configuragoes:

A B
a) O O O O
A B

Resp: a) 3(1 —p)p® +3(1 —p)2p+p®  b) (2p(1 —p) +p?)°

19. Durante a recep¢ao de mensagens codificadas, consistindo de pulsos de formas A
e B, estabeleceu-se que de cada 10 combinacdes equiprovéaveis, trés sao do tipo
AAB, cinco sdo do tipo AB, e duas sao do tipo ABB. Qual é a probabilidade de
que um pulso escolhido aleatoriamente seja da forma A?

Resp: 31/60

20. Sabendo que a probabilidade de um homem viver mais de dez anos é 1/4, a
probabilidade de sua esposa viver mais de dez anos é 1/3, encontre a probabilidade
dos seguintes eventos

(a) ambos estarem vivos depois de dez anos,
(b) ao menos um estar vivo depois de dez anos,
) nenhum deles estar vivo depois de dez anos,

(c

(d) somente a esposa estar viva depois de dez anos.
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Dica: considere os eventos
A: o homem estéa vivo daqui a 10 anos.
B: sua esposa esté viva daqui a 1o anos.
Resp: a) 1/12 b) 1/2 c)1/2 d) 1/4

21. A urna 1 contém 5 bolas brancas e 7 bolas pretas. A urna 2 contém 3 bolas brancas
e 12 bolas pretas. Uma moeda ideal é arremessada. Se o resultado é cara, entao
seleciona-se uma bola da urna 1, enquanto que se o resultado é coroa, seleciona-se
uma bola da urna 2. Suponha que uma bola branca tenha sido selecionada. Qual
a probabilidade do resultado do arremesso da moeda ter sido coroa?
Resp:Plco|B] = 12/37

22. Sejam os seguintes eventos:

e A: uma familia tem criancas de ambos os sexos.

e B: uma familia tem no méximo um menino.

(a) Mostre que A e B sao independentes, se uma familia tem 3 criangas.

(b) Mostre que A e B sao dependentes, se uma familia tem 2 criangas.



Capitulo 2

Variaveis Aleatorias

2.1 Definicao.

O resultado de um experimento aleatorio pode ser um namero real (como no caso do
arremesso de dados) ou pode ser ndo numérico, mas descrito por palavras (por exemplo
“cara” e “coroa”).

Entretanto estamos geralmente interessados nao no resultado, mas em alguma me-
dida ou atributo numérico deste. Por exemplo, se jogamos uma moeda n vezes, podemos
estar interessados no numero total de caras e ndao na ordem especifica na qual ocorreram
as caras e as coroas.

Assim, podemos definir uma funcao que associa um valor numeérico ao resultado do
experimento aleatorio. Desde que os resultados sao aleatorios, os resultados das medidas
também o serdo. Desta forma faz sentido falar em probabilidades dos valores numéricos
resultantes.

O conceito de variavel aleatoria formaliza esta nocao:

Definigao 2.1. Uma varidvel aleatoria X é uma fun¢do que associa um niumero real
X (¢) a cada resultado ¢ no espago amostral de um experimento aleatdrio.

Lembre-se que uma fungao é simplesmente uma regra que associa um valor numérico
a cada elemento de um conjunto, como mostrado graficamente na Figura 2.1.

S X() =2

| »
»

Z reta real

g »
= gl

0 espago amostral passa o™ um conjunto de valores ou uma faixa
de valores pertencentes ao eixo dos numeros realis!
Figura 2.1: Uma v.a. associa um nimero x = X(({) a cada resultado ¢ no espago

amostral S de um experimento aleatoério.
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A especificagao de uma medida de um experimento aleatorio define uma fungao no
espago amostral, e portanto uma v.a. O espago amostral S é o dominio da v.a., e o
conjunto Sx de todos os valores tomados por X é a faixa da v.a. Entdao Sx é um
subconjunto do conjunto de todos os ntimeros reais.

Podemos ver X (-) como uma fungao que mapeia os pontos amostrais (i, (2, .. ,(m
em nuameros reais xi,T9,...,T,. Assim, X é uma variavel aleatéria que assume
valores x1,x9,...,2,. Observe que m nao é necessariamente igual a n. Mais de um
ponto amostral pode ser mapeado em um mesmo valor de zx.

Exemplo 2.1. Especifique o espago amostral de um experimento que consiste em jogar
uma moeda 3 vezes.

Solugao. O espago amostral para este experimento é
S = {CCC, CCK, CKC, CKK, KCC, KCK, KKC, KKK},
onde C corresponde a “cara"e K corresponde a “coroa'.

Seja X o niimero de caras em trés jogadas da moeda. X associa a cada resultado ¢
em S um namero do conjunto Sx = 0,1,2,3. A tabela abaixo lista os oito resultados
de S e os valores de X correspondentes.

¢ [CCC]CCK | CKC [ KCC [ CKK | KCK | KKC | KKK
X 3 2 2 2 1 1 1 0

X é entao uma v.a. que toma valores no conjunto Sx =0,1,2, 3.

A funcao ou regra que associa valores a cada resultado é fixa ou deterministica, como,
por exemplo, na regra “ntimero de caras em 3 jogadas de uma moeda”. A aleatoriedade
nos valores observados deve-se a aleatoriedade dos argumentos da funcéao X, ou seja os
resultados (; do experimento.

Em outras palavras, a aleatoriedade dos valores observados de X é induzida pelo
experimento aleatério, e devemos portanto ser capazes de calcular as probabilidades dos
valores observados em termos das probabilidades dos resultados do experimento.

Exemplo 2.2. O evento {X = k} = {k caras em 3 jogadas de uma moeda} ocorre
quando o resultado do experimento contém k caras. Calcule as probabilidades dos eventos

{(X=k}, k=0,1,2,3.

Solugao. A probabilidade do evento {X = k} é dada pela soma das probabilidades dos
resultados correspondentes ou eventos elementares. Seja p a probabilidades de caras e
(1 — p) a probabilidade de coroas. Desta forma, temos

Po PX=0] = P{KKK}=(1-p)’

m = PX=1 = P{CKK}P{KCK}|P{KKC} =3(1-p)’p

p2 = {X 2} = PHCCK}IP [{CKC}]P[{KCC}] =3(1-p)p’
= 3

- Pl{cecy] =

p3
Note que as Jjogadas das moedas sac mde‘oe\r\den&as, ou seja P(AR)=P(A)P(B
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O exemplo acima ilustra a seguinte técnica geral para encontrar as probabilidades
de eventos envolvendo a v.a. X: seja Sx o conjunto de valores que podem ser assumidos
por X, e B algum subconjunto de Sx.

Sx pode ser visto como um novo espago amostral, e B como um evento neste espago.

Seja A o conjunto de resultados ¢ em S que levam a valores X (¢) em B, como
mostrado na Figura 2.2, isto é

A={C: X(C) em B)

entdo o evento B em Sx ocorre sempre que o evento A em S ocorre. Desta forma, a
probabilidade do evento B é dada por

P[A] = P[B] = P[¢: X(¢) em B
Referimo-nos aos eventos A e B como eventos equivalentes.

S

B

reta real

Figura 2.2: Eventos equivalentes.

2.2 Funcgao distribuicao cumulativa.

Im Porf:ow\&eff!!

Definigao 2.2. A funcao distribuicio cumulativa (fdc) de uma v.a. X € definida
como a probabilidade do evento {X < x}:

FX(x)éP[XSx], —00 < <00 (2.1)

isto é, a probabilidade da v.a. X tomar um valor no intervalo (—oo, x].

Em termos do espago amostral, a fdc é a probabilidade do evento {¢ : X({) < z}. O
evento {X < z} e sua probabilidade variam & medida que x varia; em outras palavras,
Fx(z) ¢ uma funcao da variavel x.

A fdc é simplesmente uma maneira conveniente de especificar a probabilidade de
todos os intervalos semi-infinitos da reta real, e seus complementos, unioes e intersegoes.
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Propriedades

Os axiomas de probabilidade e seus corolarios implicam que a fdc tem as seguintes
propriedades:

1.

2.

ot

0< Fx(z)<1

xlgrc}o Fx() =1 Imporfzan&ef!!f

lim Fx(z)=0

T—r—00

. Fx(x) é uma fungao nao decrescente de z, isto é, se a < b, entao Fx(a) < Fx(b).

A probabilidade de eventos que correspondem a intervalos da forma (a < X < b)
podem ser expressas em termos da fdc

Im Por&a\/\&e! "

Pla < X < b] = Fx(b) — Fx(a) (2.2)

Demonstracao.

Pla< X <b] = P[X < b] — P[X < a] = Fx(b) — Fx(a)

Isto pode ser facilmente visto na Figura abaixo

| f P[X < b]
|
. i PIX < d]
|
| o Pla < X < 1]
Figura 2.3: Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a)
]

A probabilidade que uma v.a. X toma em um ponto especifico, digamos b, é dada
pela magnitude do salto da fdc no ponto b. Segue que se a fdc é continua em um
ponto b, entdao o evento tem probabilidade zero.

Demonstragao. Desejamos calcular P[X = b|. Sejaa =b—¢, € > 0. Usando
(2.2), podemos escrever

Pla< X <bl=Pb—c<X <b=Fx(b)— Fx(b—¢) (2.3)

A medida que ¢ — 0, o lado esquerdo de (2.3) aproxima P[X = b], e entdo

P[X =b] = Fx(b) — Fx(b") (2.4)
O
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7. Seja o intervalo {a < X < b} ={X =a}J{e < X < b}. Entao

Pla<X <b] =P[X =al+ Pla <X <1
:Fx(a)—Fx(a_)+Fx(b)—Fx(a) (2.5)
= Fix(b) — Fx(a™)

8. Se a fdc é continua nos limites de um intervalo, entao os limites tém probabili-
dade zero, e portanto podem ser incluidos ou excluidos do intervalo sem afetar a
probabilidade. Em outras palavras, se a fdc é continua nos pontos z =a e x = b,
entao

Pla< X <b=Pla<X <b=Pla<X <b=Pla<X <D (2.6)

Exemplo 2.3. A fdc de uma varidvel aleatoria X € dada por

( 0 x <0

1
—(z2+41) 0<z<1
4(

Encontre a probabilidade dos eventos:
a) {X <1} b) {X =1} c) {X =0} d) {|lx — 1] > 1/2} e) {x <0}

Solugao. A primeira coisa a fazer é analisar como esta fungdo se comporta: das equa-
¢Oes acima, podemos ver que esta é uma funcao nula para x < 0; para 0 < x < 1 assume
a forma de uma parabola, e no intervalo 1 < x < 2 0 de uma reta; finalmente, assume
um valor constante igual a 1 para = > 2. Abaixo temos um grafico desta funcao.

fx(x)

1 a4 e e e e e e e e e - —
0754 — — — — — — — — — _ _ /
|

051 —========== :
/

025+ ---—-—- |
|

1

-1 0 1 2 3 x

A partir da anélise do grafico, fica facil resolver o problema:

a) A probabilidade do evento {X < 1} é dado pelo valor da fdc no ponto imediata-
mente anterior a X = 1. Portanto, P[X < 1] = 1/2.



30 Variaveis Aleatoérias

b) A probabilidade do evento {X = 1} é dada pelo valor do salto da fdc em X = 1.
Portanto, P[X = 1] =1/4.

c) Pelas mesmas razoes do item b), P[X =0 = 1/4].

d) O evento {|zr — 1| > 1/2} pode ser visto como um circulo de raio 1/2 com centro

em X = 1.
Desta forma, P[lx—1| > 1/2] = 1-P[1/2 < X <3/2] = 1-[Fx(3/2)—Fx(1/2)] =
7/16

e) P[X <0] = Fx(0) = 1/4

2.3 Tipos de Variaveis Aleatoérias

2.3.1 Discretas

Variaveis aleatorias discretas tomam valores de um conjunto finito Sy = {zg, z1,...,
xn}. Aparecem geralmente em aplicagoes que envolvem contagem, de modo que geral-
mente temos Sx = {0,1,... }.

Im Porhav\&zf!ff

Definigao 2.3. A func¢do massa de probabilidade (fmp) de X € o conjunto de
probabilidades px (x) = P[X = x| dos elementos em Sx.
Algums Livros comnsideram a fmp como uma fdp.

Definigao 2.4. A fdc de uma v.a. discreta pode ser escrita como uma soma ponde-
rada de funcées degrau unitdrio

Fx(z) = pr(xk)u(x — T) (2.7)
k

onde px (zx) = P[X = x| fornece a magnitude dos saltos na fdc.

Exemplo 2.4. Seja a v.a. X definida como “nimero de caras em trés arremessos de
uma moeda ideal”. Determine a fdc de X.

Solucao. Do Exemplo 2.1 sabemos que X toma apenas os valores 0, 1, 2 e 3. Do
Exemplo 2.2, se fizermos p = 0.5 as probabilidades para cada um destes resultados sao
1/8, 3/8, 3/8 e 1/8, respectivamente, de modo que Fx(z) é simplesmente a soma das
probabilidades dos resultados de 0,1,2,3 que sdo menores ou iguais a x. A fdc resultante
tem portanto descontinuidades nos pontos 0,1,2 e 3. A fdc de X definida desta maneira
pode ser vista na Figura 2.4.
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FX(J:) A
1/2 e—
1/81 . >
0 1 2 3 x

Figura 2.4: Exemplo de uma fdc de uma v.a. discreta.

2.3.2 Continuas

Sao as v.a.’s cujas fdc’s Fx(z) sdo continuas em todos os pontos e, as quais, adicional-
mente, sao suficientemente suaves de modo que podem ser escritas como uma integral
de alguma funcdo f(x) ndo negativa.

30
Fy(z) = / f(tydt (2.8)

Para v.a.’s continuas, a fdc é continua em todos os pontos, de modo que a proprie-
dade 6 implica que P[X = z] =0, V.

Exemplo 2.5. O tempo de transmissao X de mensagens em um sistema de comuni-
cagao obedece a lei de probabilidade exponencial com pardmetro A, isto é P[X > x] =
e x> 0. Encontre a fdc de X. Calcule P[T < X < 2T],T = 1/\.

Solugao. Por defini¢ao, a fdc de X ¢é dada por Fx(z) = P[X < z] =1— P[X > z].
Desta forma, temos

0, <0
Fx(@) = {1—6” x>0

Na Figura 2.5 tem-se um desenho da fdc de X.

Fy (:L) A

1 _____________________________________________

\/

Figura 2.5: Gréfico da fdc de v.a. continua X.

Da propriedade 5 temos que
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PT <X <2T|=Fx(2T)—Fx(T)=1-¢e¢?-(1—-eH=e'-e?x0233

Note que Fx(x) é continua para todo x. Note também que sua derivada existe para
todos os pontos, exceto em x = 0.
Na Figura 2.6 tem-se o grafico de F% ().

/ A
Fy(z)

\/

Figura 2.6: Grafico de F (z).

2.3.3 Mistas

Sao v.a.’s cujas fdc’s tém saltos em um numero finito de pontos g, 1, ..., T, mas que
também aumentam de forma continua por pelo menos um intervalo de valores de x. A
fdc destas varidveis tem a forma

Fx(z) = pFi(z) + (1 = p)Fa(z) (2.9)
onde
e 0<p<«l1
o Fi(z) é a fdc de uma v.a. discreta.

e [h(x) é a fdc de uma v.a. continua.

Exemplo 2.6. O tempo de espera X de um usudrio em um sistema de filas € zero se
ele encontra o sistema livre, e com um tempo de espera exponencialmente distribuido
se encontra o sistema ocupado. As probabilidades de ele encontrar o sistema livre ou
ocupado sao p e (1 — p), respectivamente. Encontre a fdc de X.

Solugao.

Fx(z) = P[X < z] = P[X < z|livre]p + P[X < z|ocupado](1 — p)
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Note que P[X < z|livre] = 1 quando = > 0 e 0 caso contréario. Desta forma
0, z <0
Fx (1’) = Y
p+(1—p)(l—e?), >0
O grafico da fdc é mostrado na Figura 2.7. Note que F'x(z) pode ser expressa como

a soma de uma funcao degrau com amplitude p e uma funcao continua de x

FX (1’) A

\/

Figura 2.7: Um exemplo de v.a. mista.

2.4 Funcao Densidade de Probabilidade

2.4.1 Definicao

Importante!!!!
Definigao 2.5. A funcao densidade de probabilidade (fdp) de uma v.a. X, se existir,

€ definida como a derivada de Fx(x):

fx(e) = XE) (210)

A fdp representa a “densidade” de probabilidade no ponto x no seguinte sentido:
a probabilidade de que X esteja em um intervalo pequeno na vizinhanca de z, isto é

{r<X<z+h},é
Pz < X <z +h)] = Fx(z+ h) — Fx(z) = FX(“}L})L_FX(x)h (2.11)

Se a fdc tem uma derivada em z, entdo & medida que h — 0

Pz < X <z+h}| = fx(x)h (2.12)

Entdo fx(z) representa a “densidade” de probabilidade no ponto x no sentido de
que a probabilidade de que X esteja em um pequeno intervalo na vizinhanca de = é

aproximadamente fx(x)h, conforme mostrado na Figura 2.8.
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fx(z)dx

»
»

A probabilidade de X estar contido e’ i % da zfou'.xem de valores eh iqual a area

] sobre a curva de fX(x), para a fbo\_b_m de valores de inkeresse. )
Figura 2.8: A funcao densidade de probabilidade especifica a probabilidade de intervalos

de largura infinitesimal.

. 11
2.4.2 Propriedades Im Por&mﬂ&@‘ sos
1. A derivada da fdc, quando existir, é positiva desde que a fdc é uma fun¢do nao
decrescente de x, entao

fx(z) >0 (2.13)

2. Seja fx(x) uma func¢do nao negativa, a qual chamaremos de funcao densidade de
probabilidade, e que especifica as probabilidades de eventos da forma “X cai em
um pequeno intervalo de largura dx ao redor do ponto z”. As probabilidades de
eventos envolvendo X s@o entao expressas em termos da fdp adicionando proba-
bilidades de intervalos de largura dz. A medida que as larguras dos intervalos
se aproximam de zero, obtemos uma integral em termos da fdp. Por exemplo, a
probabilidade de um intervalo [a,b] é dada por

b
Pla<z<b = / fx(x)dx (2.14)

A probabilidade de um intervalo é portanto a area sob fx(z) naquele intervalo
(ver Figura 2.9). A probabilidade de qualquer evento que consiste na uniao de
intervalos disjuntos pode ser encontrada adicionando-se as integrais da fdp sobre
cada um dos intervalos.

fx ()

a b T

Figura 2.9: A probabilidade de um intervalo [a,b] é a area sob a fdp naquele intervalo.

3. A fdc de X pode ser obtida integrando-se a fdp

Fy(z) = / bt (2.15)
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4. Fazendo z — +00 na equagao (2.15), obtemos a condigao de normalizagdo para
as fdp’s

+oo
/ Fx(®)dt =1 (2.16)

5. Uma fdp valida pode ser formada a partir de qualquer fun¢ao g(z) nao negativa
e continua por partes que tenha uma integral finita

+oo
/ g(x)dr = c < (2.17)

—00

Fazendo fx(z) = g(x)/c obtemos uma fungao que satisfaz a condigdo de norma-
lizacao. Note que a fdp precisa ser definida para todos os valores reais de x; se X
nao toma valores em alguma regiao da reta real, simplesmente fazemos fx(z) =0
na regiao.

2.4.3 Caso Discreto

A derivada da fdc nao existe em pontos onde ela nao é continua. Entdo a nocgao de
fdp definida na equagao (2.10) nao se aplica a v.a.’s discretas nos pontos em que a fdc
nao é continua. Podemos generalizar a definicao da funcéo densidade de probabilidade
notando a relagao entre as fungoes degrau unitério e delta de Dirac.

Definigao 2.6. A fun¢io degrau unitdrio u(x) é definida como

0, <0
u(lz) =< " 2.18
@) {1, T 215

Definigcao 2.7. A funcao delta de Dirac 6(x) é definida em termos da func¢ao
degrau unitdrio pela sequinte equagao

u(z) = / m S(t)dt (2.19)

Na secao 2.3.1 vimos que a fdc de uma v.a. discreta pode ser escrita como uma
soma ponderada de fungoes degrau unitério

Fx(z) = px(zp)ulz — xx) (2.20)
p

onde a fungdo massa de probabilidade é dada por px(z) = P[X = z].
Para generalizar a defini¢ao da fdp de modo que a Equagao (2.15) valha também para
v.a.’s discretas, podemos notar o seguinte: a integral de uma funcao delta localizada
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em x = b, isto é 6(x — b), ird gerar uma fungao degrau que comega em x = b, isto é,
u(x —b).

Importante!!!!

Definigao 2.8. Usando a equagao (2.15), podemos definir a fdp de uma v.a. discreta
como

px(r) = P[X = z4]é(z — ) (2.21)
P

Desta forma, a definicdo generalizada da funcao densidade de probabilidade coloca
uma fun¢ao delta de peso P[X = x| nos pontos xj onde a fdc ndo é continua.

2.5 Algumas variiveis aleatérias discretas importantes

As variaveis aleatorias discretas aparecem em geral em aplicagoes que envolvem conta-
gens. As distribuigoes discretas mais comuns sao:

2.5.1 Bernoulli
Usos mais frequentes

A distribuicao de Bernoulli é o valor da fun¢ao indicadora I4 para algum evento A; X =
1 se A ocorre, e X = 0 caso contrario. Para estes testes, assume-se que a probabilidade
de A ocorrer é p.

Dominio: Sx = {0,1}

Funcao massa de probabilidade

px(z)
(p=qg=0.5)
bpx\T) =
D X = 05 -----
0<p<I1
0 x
Funcao distribui¢ao cumulativa
Fx(x)
1 - — — —
0, z<0 |
Fx(z)=q1-p, 0<z<1 1-p '
1, z>1 :
!
1 x
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2.5.2 Binomial
Usos mais frequentes

X é o numero de sucessos em n experimentos de Bernoulli e, portanto, a soma de
n varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com distribuicao de
Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a p.

Dominio: Sx ={0,1,...,n}

Funcao massa de probabilidade

px(m)| (n=10,p = 0.5)
0

QO —
\]—

L.
8 910z

W
ot
(@)}

Funcao distribuigcao cumulativa

Fx(.%')
k=== s
n\ , o R
FX(x):Z )P (1 —p)" "u(z — xy) e B
A —_
S T R T R B
P | | | | | | | |
12345678910«

2.5.3 Poisson
Usos mais frequentes

Em muitas aplicacoes, estamos interessados em contar o nimero de ocorréncias de um
evento em um certo intervalo de tempo ou em uma determinada regidao do espago. A
variavel aleatoria de Poisson conta o nimero de eventos que ocorrem em uma unidade
de tempo quando o tempo entre os eventos é exponencialmente distribuido com média
1/a.

A distribuicdo de Poisson pode ser derivada da distribuicdo binomial fazendo-se
n—ooep—0.

Dominio: Sx ={0,1,2,...}

Funcao massa de probabilidade

. px ()
px(e) =" 0.2 ] (a=4)
0
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Funcao distribui¢ao cumulativa

Fx ()
1 ----—--—--—-=-—---- e m——
—
X koo 1
FX(;,;)—Z o u(x — k) s T T SO T B
o e e T T B
1 T R TR I B
T T T R
I | | | | | l l !
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x

2.5.4 Geométrica
Usos mais frequentes

X ¢é o nimero de falhas antes do primeiro sucesso em uma sequéncia de testes de
Bernoulli independentes, cada uma com probabilidade de sucesso igual a p. E a tnica
variavel aleatoria discreta sem memoria.

Dominio Sx = {0,1,2,...}

Funcao massa de probabilidade

px(z)
0.5
px(z) =p(l—p)* (p=0,5)
r=0,1,2,...
| 1.
012345678910«
Funcao distribui¢ao cumulativa
FX((E) A
lr ==~ z==
—
o0 . o
Fx(x) = 1—p)ulz -k [ e
x(@) kzop( p)ul ) 05t v v v 0
N N
N
] ] ] ] | ] | | | |
12345678910«

2.6 Algumas variaveis aleatoérias continuas importantes

Estamos sempre limitados a medidas de precisdo finita, de modo que toda varidvel ale-
atéria encontrada na pratica é uma varidvel aleatoria discreta. Entretanto, existem
varias razoes pelas quais é interessante utilizar modelos que utilizem variaveis aleatorias
continuas. Primeiro, em geral, variaveis aleatorias continuas sao em geral mais ficeis de
lidar analiticamente. Segundo, as formas limite de muitas varidveis aleatorias discretas



Variaveis Aleatoérias 39

geram varidveis aleatérias continuas. Finalmente, existem algumas “familias” de varié-
veis aleatérias continuas que podem ser utilizadas para modelar uma grade variedade
de situagoes pelo ajuste de alguns poucos pardmetros.

2.6.1 Uniforme
Usos mais frequentes

A variavel aleatéria uniforme aparece em situagoes onde todos os valores em um intervalo
da reta real sao equiprovaveis. Esta distribuicao é bastante usada em modelamentos de
ruido de quantizagao.

Dominio: Sx = [a, D]

Funcao densidade de probabilidade

fx (@)
1 <zx<b I
a<lzw _
Jx(@)=¢b—a =7 b-a
0 caso contrario
a b T
Funcgao distribuigcao cumulativa
Neste caso, temos 3 situagoes possiveis:
€T
l.z<a FX(ac):/ O0dy=0
—0o0
o Tr—a
2.a<zxz<b F = dy =
ax x (2) /a b—a Y b—a
b
1 b—a
v x() /a b—a? " b—a
Portanto, temos:
FX(.I) 4
0 z<a
T —a S |
Fx(z) = —_ a<z<b :
1 x>b |
|
|
a b T
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2.6.2 Exponencial
Usos mais frequentes

A variavel aleatéria exponencial modela o tempo de duragao de eventos que ocorrem
segundo a distribuicao de Poisson. E a tnica varidvel aleatéria continua sem memoéria.

Dominio: Sx = [0, 00)

Funcao densidade de probabilidade

fx(x)

e ™ £>0eA>0
fX(JU)Z{

0 caso contrario

Funcao distribuicao cumulativa

T e—)\y z
FX(x) :/ )\e*)‘ydy — )\_A - _1(67)\1 _ 60) -
0 o
Fx(z)
1.01 A=1.0
0.8 1
(o) l—e 2>0,A>0 0.6 1
x) = '
X 0 caso contrario 0.4 A=105
0.2

2.6.3 Rayleigh
Usos mais frequentes

Modelamento de desvanecimento.

Dominio: Sx = [0, 00)
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Funcao densidade de probabilidade

fx(@)y a=1

T o2 '

—e 22 >0,a>0 ' -

2 [ =2
fx(x) = |

0 caso contrario | :

| |
0 1 2 x

Funcao distribuicao cumulativa

Fx(z) = /w Y e 2122 dy Fazendo u = 52/2, temos que du = ydy
2 g :
0

«

:1:2/2 1 " 1 e_@u2 $2/2 x2

FX(ac):/ ks a2du_$ T =1—¢ 2a2

0 a2 0
Fx(z)
1_ _____
»2 o =1
—e 222
Fx(z) = l—e 2 r2>0,a>0
0 caso contrario a=2
T T T

2.6.4 Gaussiana
Usos mais frequentes

Curvas em forma de sino aparecem em varias aplicagoes de teoria de probabilidade. Os
modelos de probabilidade nestas aplicagbes s@o menbros da familia de v.a.’s Gaussianas.
De fato, sob uma grande faixa de condigoes X pode ser usada para aproximar a soma
de um grande niumero de variaveis aleatérias independentes. Pelo fato de ocorrerem
tao frequentemente na pratica, as v.a.’s Gaussianas sdo também chamadas de v.a.’s
normais.

Também, sob uma grande variedade de condigoes, a variavel aleatéria gaussiana
pode ser utilizada para aproximar a soma de um grande nimero de variaveis aleatérias
independentes. (Veja o Teorema do Limite Central no Capitulo 5)

Seguindo a convengao de varios textos na area, usaremos a notagao X é N (M,O’Q)
para nos referirmos a uma v.a. X com distribuigao Gaussiana de média p e varidncia
o2. Nesta notacio, o N quer dizer (obviamente) normal.

Dominio: Sx = (—o00,00)
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Funcao densidade de probabilidade

4 3 2 1 0 1 2 3 4duz
O gréfico de fx(x) tem formato de sino, com centro em = = u. o reflete a largura
do sino: se o é pequeno, o sino é estreito, com um pico agudo e alto. Por outro lado, se

o é grande, o sino é largo, e o pico é baixo e menos pontudo. A altura do pico é dada
por 1/(ov/27)

Funcao distribuicao cumulativa

Observacoes

e E impossivel expressar a integral de uma fdp Gaussiana entre limites finitos de
forma analitica. Desta forma, a tinica solucao é calcular estes valores de forma
numérica. Nas Tabelas do Apéndice F tem-se os valores da fdc de uma variavel
aleatoria Gaussiana N (0, 1) para valores de -4 a 0.

e Observe que como a variavel aleatoria gaussiana N(0,1) é simétrica em relagao
a origem, estas tabelas também fornecem os valores da fdc no intervalo 0 a 4.

e Para valores fora deste intervalo, as probabilidades sao muito baixas.

Para aprender como usar esta tabela, vamos introduzir a seguinte propriedade das
variaveis aleatoérias Gaussianas:

Teorema 2.1. Se X € wma varidvel aleatoria Gaussiana com pardmetros p e o,
entao Y = aX + b € uma varidvel aleatoria Gaussiana com pardmetros ap +b e ao.

Este teorema diz que qualquer transformagao linear de uma variavel aleatéria Gaus-
siana produz outra variavel aleatéria Gaussiana. Este teorema nos permite relacionar
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as propriedades de uma variavel aleatéria Gaussiana arbitraria com as propriedades de
uma variavel aleatoéria Gaussiana especifica.

Definicao 2.9. Varidvel aleatéria normal padrao. A varidvel aleatdria normal
padrdo Z € a varidvel aleatoria Gaussiana com pardametros u =0 e o = 1.

As tabelas definidas contém valores de Fz(z). Introduzimos a notagao especial ®(z)
para esta funcao.

Definicao 2.10. Fdc normal padrao. A fdc da varidvel normal padrao Z é

O(z2) = J%/ e "2y

Dada a tabela de valores de ®(z), usamos o seguinte teorema para encontrar as
probabilidades de uma variavel aleatéria Gaussiana com pardmetros p e o

Teorema 2.2. Se X ¢é uma varidvel aleatdria Gaussiana com pardmetros p e o, a

fdc de X ¢

2

ﬁy@):¢<x_“>

E a probabilidade de X estar no intervalo (a,b] é
b— _
Pm<X§m:¢< “>—¢CL“>
o o

Usando este teorema, transformamos os valores de uma variavel aleatéria Gaussiana,
X, para valores equivalentes da variavel aleatoria normal padrao, Z. Para um valor
particular x da variavel aleatéria X, o valor correspondente para a variavel aleatoria Z
é

A

- (2.22)

Note que z é adimensional. Ele representa x como um niimero de desvios padroes
em relacao ao valor esperado de X.

Exemplo 2.7. Suponha que a sua pontuacio em um teste seja x = 46, uma amostra de
uma varidavel aleatéria Gaussiana com valor esperado 61 e desvio padrdo 10. Expresse
este resultado como uma amostra da varidvel aleatoria normal padrio Z.

Solugao. Pela Equacao (2.22),
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46 — 61
z = =
10

Assim, esta pontuagao corresponde a 1.5 desvios padroes menos que o valor espera-
do.

—-1.5

Para encontrar as probabilidades das varidveis aleatérias Gaussianas, usamos os
valores de ®(z) apresentados nas tabelas. Note que estas foram calculadas apenas para
valores negativos de x. Para valores positivos, devemos usar a seguinte propriedade:

Teorema 2.3. Para a varidvel aleatéria normal padrao,

O(—z)=1—P(2)

Exemplo 2.8. Se X ¢ uma varidvel aleatdria Gaussiana com = 61 e o = 10, calcule
P[X < 46]

Solugao. Aplicando o Teorema 2.2 e o resultado do Exemplo 2.7, temos

P[X < 46] = Fx(46) = ®(—1.5) = 0,067

Isto sugere que, se seu resultado estéa 1,5 desvios padroes abaixo da média, vocé esta
na regiao dos 6,7% piores, dentro da populagao das pessoas que fizeram o teste.

A funcgao distribui¢ao cumulativa complementar Q(z).

Uma outra maneira de se calcular as probabilidades de eventos de variaveis aleatérias
envolvendo distribui¢oes gaussianas é através do uso da funcgao distribuicao cumulativa
complementar, definida como

1 > _y?
Q(;c):ﬁ/x eV 2dy (2.23)

Observe que a fungao Q(x) corresponde ao valor da probabilidade do evento P[X >
x], sendo portanto o complemento da fdc Fx(z), de modo que vale a identidade

Q(z) + Fx(z) =1 (2.24)

Desta simetria, pode-se concluir facilmente que a tabela de valores da fungao Q(x)
pode ser obtida diretamente da tabela de valores de ®(x). Surge entdo a pergunta: por
que estudar a funcao Q(z) se ja temos a fungao ®(x)? Para responder a esta ques-
tao, vamos dar uma olhada em outra funcdo, denominada funcdao erro complementar,
definida como
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2 o0 —y2
erfe(x) = ﬁ/x e YV dy (2.25)

Esta funcao tem uma expansao em séries da forma

B ) 0 (_1)ix(2i+1)
erfe(r)=1-— N LZ% W] (2.26)

Comparando as Equagoes (2.23) e (2.25), podemos estabelecer as seguintes relagoes
1 z

erfe(z) = 2Q(xV2 x)=—erfc|— 2.27

ele) =206v2) Q) = gerse () (227)

Para x grande o suficiente (assintoticamente), podemos usar a seguinte representagao
da funcao Q(x):

e~ /2 1 1x3 1x3x5
- (1-= — 2.28
Q@) T 27T< $2+ x4 26 + ) ( )

Na pratica, as seguintes aproximacoes sao utilizadas

1 2
~ —z=/2 > 1 2.29
Q(z) 5 € T (2.29)
1 0.7 )
~ 1— =) e=/2 2 2.
Q(x) " 27T< x2> e T > (2.30)

2.6.5 Gama
Usos mais frequentes

A distribuicao gama nao tem muitas aplicagoes praticas, mas tem um interesse teoérico
bastante grande, pois serve de base para a derivagao de outras distribuigoes, estas sim
de grande interesse préatico.

Dominio: Sx = [0,00)

Funcao densidade de probabilidade
fx ()
1.04 4

08 |

)\()\.%')ailefam 0.6 -

fx(z) = Ta)

0.4 |

0.2
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Funcao distribui¢ao cumulativa

T aflefa
Fx(z) :/0 )\()\ZJIZ(—()C)!/dy

2.6.6 m-Erlang

Usos mais frequentes

Fx(x)

a=3A=05

A variavel aleatéria m-Erlang é obtida pela soma de m varidveis aleatérias independentes
com distribuicao exponencial de parametro \.

Observagao: é um caso especial da distribuicdo Gama, fazendo-se com que o para-
metro a = m seja um nimero inteiro positivo.

Dominio: Sx = [0, 00)

Funcgao densidade de probabilidade

B )\ekx()\:ﬂ)m_l

(m—1)! , x>0

Funcao distribui¢ao cumulativa

T e)\ m—1
FX(SE):/O %dy

fx(z)
1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

Fy(z)

m=3\A=05
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2.6.7 Chi-Quadrado (x?)
Usos mais frequentes

A soma de k variaveis aleatorias gaussianas independentes de média zero e varincia
unitaria, ao quadrado, é uma variavel aleatéria com distribuicdo x? com k graus de
liberdade.

Observagao: é um caso especial da distribuicao Gama, fazendo-se o« = k/2, k inteiro
positivo, e A = 1/2.

Dominio: Sx = [0,00)

Funcao densidade de probabilidade

fx(x)

2 (k=2)/2,—2/2

x
Funcao distribui¢ao cumulativa
FX (.YJ)
1 .
r y(k72)/267y/2 d
FX(QC)—/OWZ/ k=2 k=10
0 5 10 15 20 =z

2.6.8 Cauchy
Usos mais frequentes

A distribuicdo de Cauchy nao tem aplicacdo pratica, mas tem um grande interesse
tedrico pelas suas peculiaridades.

Dominio: Sx = [—00,00)
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Funcao densidade de probabilidade

Ix(z)
0.6
fx@) =T a0 0-47
2 4+ a?’
0.2
T T T T T [

Funcgao distribuicao cumulativa

Fx(z) = /w L/ﬂdu

2 2
0o O T U

a [1 uy|”
= — | —arctan (—)
T la a’|_

o0

2.6.9 Laplace
Usos mais frequentes

A distribuicdo de Laplace é também conhecida como distribuicao exponencial dupla. E
a distribui¢do das diferencas entre duas variaveis aleatorias iid com distribuicao expo-
nencial.

Dominio: Sx = [—00,00)
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Funcao densidade de probabilidade

fx(x)
0.5 1
0.4 1

0.2 I
I

|
|
fx(x) = el a >0 037, = 0.5,4=0 :
|
|

0.1+

|
T T T
8 6 4 -2 0 2 4 6 8=x

Funcao distribui¢ao cumulativa

Por causa da presenga do médulo na expressao da fdp, precisamos derivar a fdc em duas
etapas:

Primeira etapa: © < p

xX
Fx(z) = / % e ly=nlgy Fazendo z = y — u, temos que dz = dy, e entao

[e.e]
T —ay
/ Leorgy =2 6
oo 2 2 «

Sequnda etapa: T > p

T—p

1
Fx(x) = —el@n

—00

7 x
Fx(z) = / %eay“dy—i—/ %e*aly*“'dy Fazendo z = y — pu, dz = dy, e entao:
oo u
o T a e v|H ae " 1 1
Fx(z) = —e Ydz + —e YPdz = = + = = — — —¢olzn)
2 2 2 « 2 —«a 2 2
oo u . i
Fx(x)
1 —
%eau—m, r<p
Fx(z) = a=0,5u=0 a=1,p=2
o
2 2 ’
I T T T T T

2.7 Densidades Condicionais

Se temos informagao adicional sobre o experimento sob analise, entao nossas espectativas
podem (ou nao) ser alteradas. Por exemplo, ao fazermos apostas em um hipédromo,
se sabemos que um cavalo estd machucado ou doente, mesmo que seja um campeao,
diminuimos nossa confianga nele.

Nesta se¢ao iremos mostrar como determinar a influéncia de uma informagao adici-
onal na fdc de uma variavel aleatoria. Isto é bastante facil se lembrarmos que a fdc é
na verdade uma probabilidade:
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Definicao 2.11. Funcado de distribuicdao condicional. A funcao de distribuicdo
condicional Fx (x|B) de uma varidvel aleatoria X dado o evento B é definida como

P[X < 2, B]

Fx(z|B) = P[X <z|B] = PIB|

Propriedades

A fungao distribui¢ao condicional F'x(x|B) tem as mesmas propriedades de uma fdc
comum. Dentre elas, podemos destacar:

1. Fx(—o00|B) =0
3. Pla < X < b|B] = Fx(b|B) — Fx(a|B)

Definigao 2.12. Se X € uma varidvel aleatoria discreta, entdo a fun¢do massa de
probabilidade condicional é dada por

P[X = zy, B]
P[B]

Se X € uma varidvel aleatoria continua, entao a funcao densidade de probabilidade
condicional € dada por

px(zx|B) = P[X = x|B] =

dFx (z|B)

fx(x|B) = o

Exemplo 2.9. Seja B 2 {X < 10}. Determine Fx(z|B).

Solugao. Para resolver este problema, vamos analisa-lo em duas partes:

1. para z > 10, o evento {X < 10} é um subconjunto do evento {X < z}. Desta
forma,P[X < 10,X < z] = P[X < 10], e entao podemos escrever

_PIX<10,X<a] PX<10]
FEx@B) = ——Fpx 700 ~Px<ig

2. para x < 10, o evento {X < z} é um subconjunto do evento {X < 10}. Desta
forma,P[X <10,X < z] = P[X < z], e entdo podemos escrever

_ PIX<10,X <z] P[X <]
Fx@IB) = —Fx 90— ~ PIx < 10]

Na Figura abaixo temos uma versao grafica deste resultado.
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0 2 4 6 8 10 12 14 T

Figura 2.10: Fdc’s condicional e incondicional de X.

2.8 Variaveis Aleatoérias Multiplas

Quando lidamos com experimentos combinados ou tentativas repetidas de um mesmo
experimento, encontramos v.a.’s miiltiplas e suas fdc’s e fdp’s. Varidveis aleatérias
multiplas sao basicamente fung¢oes multidimensionais definidas em um espago amostral
de um experimento combinado.

2.8.1 Funcao Distribuicao de Probabilidade Conjunta

Sejam duas v.a.’s X1 e X9, cada uma delas podendo ser continua, discreta ou mista.

Definigao 2.13. A fungao distribuicao cumulativa conjunta (fdc conjunta) para as
duas v.a.’s pode ser definida como

1 )
Fx,x,(21,72) = P[X1 <71, X3 < 9] = / / Ixixo (ut, ug)durdus — (2.31)
—00 J —00

onde fx, x,(x1,x2) é a funcao densidade de probabilidade conjunta (fdp conjunta). Esta
dltima pode ser expressa na forma

82

L 9.32
FT . X1 X2 (71, 72) (2.32)

fxixy(z1,22) =
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2.8.2 Densidades marginais

Teorema 2.4. Quando a fdp conjunta fx, x,(z1,x2) € integrada sobre uma das va-
ridveis, obtemos a fdp da outra varidvel, isto €

+o0o
j[ fxixy (21, 22)dry = fx,(72)

—00

+o0o
/ Ix1x, (71, 22)d2e = fx, (1)

—00

As fdp’s fx,(x1) e fx,(x2) obtidas a partir da integracdo de uma das variaveis sao

chamadas de fdp’s marginais.

Corolario 2.5. Se fx, x,(z1,22) € integrada sobre ambas as varidveis, obtemos

+o0 +o00
/ / Ixix, (21, 22)dr1daes = F(oo,00) =1 (2.33)

Corolario 2.6. F(—o0,—00) = F(—00,x2) = F(x1,—00) =0

No caso de v.a.’s discretas, substituimos as integrais por somatoérios.

Teorema 2.7. Para as v.a.’s discretas X eY, temos:

px(x;)) =P[X =z;] =P[X =2,Y =y; ou X =x;,Y =y2 ou ...]
oo
= Y pxyv(@iy;)

j=—00

py(y;)) =PlY =y]=PY =y;,X =z1 ouY =y;, X =23 ou ...]
o
= > pxv(@iny)

1=—00

E a expressao correspondente a Equacao 2.33 para o caso discreto é
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Teorema 2.8.

> D pxy(aiy) = F(oo,00) =1 (2.34)

1=—00 J=—00

Exemplo 2.10. Duas linhas de producao fabricam um certo tipo de pega. Suponha que
a capacidade (em qualquer dia) seja 5 pegas na linha I e 8 pegas na linha II. Admita que
o numero de pegas realmente produzidas em qualquer linha seja uma v.a. e que (X,Y)
represente a v.a. bidimensional que fornece o mumero de pecas produzidas pela linha
I e a linha II, respectivamente. A Tabela 2.1 fornece a distribuicdo de probabilidade
conjunta de (X,Y). Calcule as probabilidades marginais.

Tabela 2.1: Exemplo de probabilidades conjunta e marginal.

JYX—= 1| 0 1 2 3 4 5 | Soma

0 0 |0,01|0,03|0,05]| 007|009 | 025

1 0,01 | 0,02 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,08 | 0,26

2 0,01 | 0,03 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,06 | 0,25

3 0,01 | 0,02 | 0,04 | 0,06 | 0,06 | 0,05 | 0,24
Soma | 0,03 | 0,08 | 0,16 | 0,21 | 0,24 | 0,28 1

Solugao. Na Tabela 2.1, cada casa representa

A dltima linha e a ultima coluna fornecem os totais marginais, isto €, a soma das
6 colunas e 4 linhas da tabela. As probabilidades que aparecem nas margens, linha e
coluna, representam a distribuigao de probabilidade de Y e de X, respectivamente. Por
exemplo, P[Y = 1] = 0.26, P[X = 3] = 0.21, etc.

Em virtude da forma de apresentacao da Tabela 2.1 aludiremos, de modo muito usual
a distribuicao marginal de X ou a distribuicao marginal de Y, sempre que tivermos uma
v.a. bidimensional (X,Y’), quer discreta, quer continua.

2.8.3 Caso multidimensional

A generalizagao das expressdes acima para v.a.’s multidimensionais é direta. Suponha
que X;, 1 =1,2,...,n sao v.a.’s com uma fdc conjunta definida por

FXng Xn xl,xg,...,mn) :P[Xl SI’l,XQ SI‘Q,...,Xn an]

o o (2.35)
/ / / fxixo. xn (U1, 02, ... up)durdug . . . duy,

onde fx,x,..x,(z1,22,...,2,) é a fdp conjunta.
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Tomando as derivadas parciais de Fx, x,.. x, (1, %2, ..., zy) dadas por (2.35), obte-
mos

811
fX1X2mX" (1'1, 1'2, . 7'%.71) = mFX1X2X7L (1'1, 1'2, .. 7'%.71) (236)
n

Um namero qualquer de variaveis de fx, x,..x, (€1, %2,...,2,) pode ser eliminado
integrando-se sobre estas variaveis. Por exemplo, integrando-se sobre x5 e x3 leva a

—+oco —+o0
/ Fx1XoXs X X0 (T1, T2, T3, T4, . .., Tp)dxodrs = fx, x4 X, (T1,Ta,. .., Zp)
—Oo —Oo
(2.37)
Segue também que
Fx x,..x,(21,00,00,Z4,...,%n) = Fx,x,.. X, (1, %4, ..., 2p)
e
Fx, x,. x,(x1,—00,—00,24,...,2,) = 0.

2.8.4 Funcgao distribuicao de probabilidade condicional

Teorema 2.9. Sejam duas v.a.’s Xy e Xo com fdp conjunta fx,x,(x1,x2). A fde
Fx, (z1) condicionada por

To — Axy < Xo < 19
onde Axy € algum incremento positivo, € dada por

xl
Ix1x, (w1, 2)duy

T o)

Fx, (w1|72) =

Demonstragao. Sejam X; e Xy duas v.a.’s com fdp conjunta fx,x,(x1,z2). Queremos
determinar P[X; < 1] condicionada por
.%'2—A1‘2<X2 < x9

onde Axs é algum incremento positivo. Em outras palavras, desejamos calcular a pro-
babilidade do evento (X; < z1|ze — Azg < X3 < x9). Usando as relagoes estabelecidas
anteriormente para a probabilidade condicional de um evento, a probabilidade do evento
(X1 < x|z — Azy < X9 < x9) pode ser expressa como

P[Xl <z1,9 — Azxg < X9 < .%'2]
Plzy — Azg < Xy < 9]

zl 2
/ / fxix, (wr, ug)dur dug (2.38)
i —00 IQ*AJBQ
- 2

/ Ix, (u2)dusg
To—Axo

P[X < zy]wg — Axg < Xp < 29] =
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Vamos agora utilizar um resultado da teoria do célculo diferencial e integral para
continuarmos com a nossa prova:

Teorema 2.10. Teorema do Valor Médio: se f for uma fun¢ao continua em [a, b]
e diferencidvel em (a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

De acordo com o Teorema do Valor Médio enunciado acima, existem pontos ¢ e
d € (xg — Axg, x9) tais que

(2.39)

xl x2 xl
/ / fx1x, (w1, ug)duy dug / fx1x, (u1, ¢) Azaduy
—00 Jxo—Axs _ J—
2 -

/ N Ix, (ug)dus Ix,(d)Axs

Fazendo agora Azy — 0, temos que ¢ e ¢ aproximam-se de xy, e desta forma,
podemos reescrever (2.39) como

xl xl
/ fx1x, (u1, ) Azaduy / x1x, (w1, z2)duy

= 2.40
[xz () Azs [xa(z2) (240)
que é a fdc condicional da v.a. X7 dada a v.a. Xs, ou seja
zl
/ Ix1x, (u, w2)duy
Fx, (z1]w9) = —= 2.41
(ol Fralaa) (241
O
Corolario 2.11. Fx,(—oc|ze) =0 e Fx, (+oo|zs) = 1.
Teorema 2.12. ; ( )
X1X2 $1,$2
fx)(z1]|ze) = ———F—~— 2.42
1( ’ ) fXQ('I2) ( )

Demonstragao. Este corolario é demonstrado diretamente derivando (2.40) em relacao
a x1, obtemos a fdp fx,x,(x1|zr2) correspondente na forma O

Alternativamente, podemos expressar a fdp conjunta fx, x,(x1,z2) em termos das
fdp’s condicionais

[xixo (1, 02) = fx, (21]72) fx, (22) = fixp (22]21) fx, (1) (2.43)
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A extensao das relagdes dadas acima para o caso multidimensional é direta:

fXI"'Xn (1‘1, Ces ,mn) = le"'Xk (.%'1, e ,xk’$k+1, e 7xn)ka+1"'Xn (m'kJrl, e ,xn) (2.44)
onde k é qualquer inteiro na faixa 1 < k < n. A fdc condicional conjunta correspondente
afdp fx,...x,(z1,...,Tk|Tks1,...,2n) é dada por

FXI...Xk(xl, ces ,xk\xk+1, ces ,xn)
1 Tk
/ e / fxiex, (u, .o ugl@pgn, .o, xn)dug - - duy
=== =00 2.45
ka-H"'Xn ($k+1, ce ,xn) ( )

Esta fdc condicional satisfaz as propriedades previamente estabelecidas para estas
funcoes tais como

Fx,xp.x, (00, @2, ..., Zp|Tpt1,s .-, Tn) = Fxyox, (@2, .oy |Tpgn, o0, 20)

Fx xp.x, (=00, %2, ..., T |Ty1, ..., xn) =0

2.8.5 Independéncia Estatistica de Variaveis Aleatdrias

Ja definimos a independéncia estatistica para dois ou mais eventos de uma espago amos-
tral S. Este conceito pode ser estendido para variaveis aleatoérias definidas em um espago
amostral gerado por um experimento combinado ou por vérias tentativas de um tnico
experimento. Se os experimentos gerarem resultados mutuamente exclusivos, a pro-
babilidade de um resultado em um experimento é independente de um resultado em
qualquer outro experimento. Isto é, a probabilidade conjunta dos resultados pode ser
fatorada no produto das probabilidades correspondentes a cada resultado. Consequen-
temente, as variaveis aleatorias correspondentes aos resultados nestes experimentos sao
independentes no sentido de que sua fdp conjunta pode ser fatorada no produto das
fdp’s marginais.

Definigcao 2.14. As v.a.’s multidimensionais sao estatisticamente independentes se
e somente se

FX1X2---Xn (1‘1, Ty wn ,.%'n) = 17)(1 (xl)FX2 (1‘2) tee FX" (xn) (246)

ou alternativamente

xixpx, (X1, 22, 2n) = fxy (01) fxp (22) -+ fx,, (@0) (2.47)

2.9 Fungoes de Variadveis Aleatoérias

2.9.1 Caso Unidimensional

Um problema que surge frequentemente em aplicagoes de probabilidade é o seguinte:
dada uma v.a. X, caracterizada por sua fdp fx(z), calcular a fdp da v.a. ¥ = g(X),
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onde g(X) é alguma funcao de X. Chamemos a fdp desejada de fy (y).

Teorema 2.13. Sejam duas v.a.’s X eY, com'Y = g(X). Nestas condigoes, a fdp
de'Y ¢ dada por

[x(@)

fry) = 19" (X)) =gy

Demonstracao. Inicialmente, vamos analisar os graficos da Figura 2.11.

v4 fx(@) 4 AX friy) 4

~

~ v
& e e e

-y

a) b) c)
Figura 2.11: a) Dependéncia entre X e Y, b) fx(z), e ¢) fy(y).

Se X sofre uma variaggo AX — 0, e a variagdo correspondente em Y é dada por
AY, entao é 6bvio que a probabilidade de observar X no intervalo [z, z+ Ax] é a mesma
de observar Y no intervalo [y, y+ Ay]. Mas estas probabilidades sao dadas por fx(z)Ax
e fy(y)Ay, respectivamente. Portanto

A fx(@)Az = fy(y)Ay (2.48)

Propriamente falando a equagao acima deveria ser expressa como

A fx(@)|Az] = fy (y)| Ayl (2.49)

pois as probabilidades s@o iguais as magnitudes das areas sob AX e AY, respectiva-
mente. Desta forma

friy) = L) )
‘ av|  g(X)|
dX
Observe que fy(y) é uma fungao de y. Desta forma, no lado direito da equagao
acima, a variavel z deve ser expressa em termos de y. Assumindo que y = g(z) tem
uma inversa r = g~ !(y), temos

(2.50)

(2.51)

0
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Exemplo 2.11. A funcdao densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria X é
dada por

T
—, —3<x<6b
fx(x) =4 81
0, caso contrdrio

1
Calcule a fungao densidade de probabilidade da varidvel aleatoria U = 5(12 —x).

Solugao. Neste caso, g(z) = 1/3(12 — x). Assim, a derivada e a inversa de g(z) s@o
dadas por:

1 1
g,(ﬂﬁ)zg(O—l):—g g (U)=12-3U
Aplicando o Teorema 2.13, temos:

X2
— 2 4 -T2

fu(u) = —811 = % _ 4=y 3U)
‘__ W)

3llg-1w)

Ainda, para X variando no intervalo (—3,6), U varia no intervalo (2,5), e a solugao
final é entao dada por:

2<u<bh

0, caso contrario

Exemplo 2.12. Considere a v.a. Y definida comoY =aX +0b, a > 0. Se X tem fdp
dada por fx(x), encontre a fdp de'Y em termos da fdp de X.

Solugao. Na Figura 2.12a) tem-se o mapeamento de X contra Y. Notamos que este
mapeamento é linear e monotonico. Sejam Fx(z) e Fy (y) as fdc’s para X e Y, respec-
tivamente. Entao

—b

Fy(y)=P[Y§y]=P[aX+b§y]=P[XSy_b} :/:fx(ﬂc)dx:FX (y_b>

a a

Derivando a equacao acima em relacao a y, obtemos a relacao entre as respectivas

fdp’s

= tx (450

a

Ou seja, se a fdp de X é da forma da Figura 2.12b), a fdp de Y sera aquela mostrada
na Figura 2.12c).

Uma outra forma de resolver este problema ¢é aplicando diretamente o Teorema 2.13.
Neste caso, temos:
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Y=aX+b,a>0

v
v

SR 4
1
AR
(e
—
8
[wl
|
Q
S
S
_|_
S

a) b) c)

Figura 2.12: Uma transformagao da v.a. X e um exemplo das fdp’s correspondentes de
XeY.

fr(y) = fxlz) - x@) = 2fx (y — b>

9@ logiy 0 lomy-ty/a a

Até agora assumiu-se implicitamente que existe uma correspondéncia biunivoca en-
tre X e Y ou seja, existe apenas um valor de X para um dado Y, e vice-versa. Se, por
outro lado, para um dado valor de Y existir mais de um valor de X, as equagdes acima
devem ser modificadas. O seguinte corolario trata deste caso:

Corolario 2.14. Quando a equagao Y = g(X) tem duas raizes, x1 e x2, a fdp fy(y)
€ dada por

fr(y) = Jx(o)

fx(x2)
= 1g(a1)] "

S T (1 C 2 1

Demonstragao. Considere a relacao Y = ¢g(X) mostrada na Figura 2.13.

yl

»
»
X

Figura 2.13: Fungao de uma v.a. com duas raizes.

Nesta Figura, para um dado valor de Y existem dois valores correspondentes para
X. Entao a equagao Y = ¢g(X) tem duas raizes, x1 e zo. Vamos quebrar esta fungao
em duas outras, cada qual com uma unica raiz: Y = g1(X;) e Y = g2(X2).

Note que agora temos uma correspondéncia univoca entre X e Y em cada uma
destas fungbes. Entdo x1 e xo s@o fungbes de y com uma tUnica raiz. Chamemos as
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relagoes inversas de x1 = g7 ' (y) e xo = g5 ().

Da Figura 2.13 temos que Y esta no intervalo (y, y+Ay) quando z; esta no intervalo
(z1,1 + Az1) ou quando x2 esté no intervalo (xg,x9 + Axg). Os dois tltimos eventos
sao mutuamente exclusivos, pois X pode assumir o valor xz; ou o valor xs mas nao
ambos. Desta forma, temos

Fr)l Ayl = Jim (fx(a)|Am] + fx(r2)|A) 2:52)
Axo—0
frly) = 2 | Ix(@s) (2.53)

]

Se existirem n valores de X para um dado valor de Y, podemos estender este resul-
tado para o seguinte corolario:

Corolario 2.15. Quando a equag¢io Y = g(X) tem n raizes, x1,...,Zn, a fdp fy(y)
€ dada por

‘gi(xl)‘ ;plzgfl(y) ‘géz(xn)’ xn:ggl(y)
onde x1,x2,...,%y SGo 0s valores de X quando Y = y.

Exemplo 2.13. Considere a v.a. Y definida comoY = aX?+b, a > 0. Se X tem fdp
dada por fx(x), encontre a fdp de'Y em termos da fdp de X.

Solugao. Na Figura 2.14 temos o mapeamento de Y em relacao a X.

X
Figura 2.14: Uma transformacao quadratica da v.a. X.

Para determinar a fdc de Y, observamos que

Fy(y) = PIY <] = PlaX? +b<y) = P[IX] < /20

e entao
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FY(y):FX< yT—b> - Fx <— y;b)

Derivando a equacao acima em relacao a y, obtemos a fdp de Y em termos da fdp de X

frly) = Ix [ yTb] N fx [— yTb]

2a. /Y=t a4/ ¥=b
a a

Utilizando agora o Coroléario 2.9.1, temos: a equacio g(X) = aX? + b = y tem duas

solugoes reais 1 = \/nyb e Ty = —\/nyb, e portanto, fy(y) consiste de dois termos
correspondentes a estas duas solugoes

2.9.2 Caso Multidimensional

Teorema 2.16. Considere duas v.a.’s X e Y e sua fdp conjunta fxy(z,y). Sejam
U eV outras duas v.a.’s relacionadas a X eY por U =U(X,Y) eV =V (X,Y).
Suponha que tanto U como V assumem valores inicos para valores particulares de X
eY, e vice-versa. Entao

_ fxv(z,y)
fov(u,v) = ';X(u’vé

T,y

Demonstragao. Considere duas v.a.’s X e Y e sua fdp conjunta fxy(z,y). Sejam U e
V outras duas v.a.’s relacionadas a X e Y por U = U(X,Y) e V =V(X,Y). Suponha
que tanto U como V assumem valores tinicos para valores particulares de X e Y, e vice-
versa. Similarmente ao caso unidimensional, para obter fyy (u,v) a partir de fxy(x,y),
observe que

fov (u,v)|dudv| = fxy(z,y)|dzdyl| (2.54)
Portanto
_ Ixy(z,y)
dxdy

A relacao entre os dois elementos de area nos dois sistemas de coordenadas pode ser
expressa em termos do Jacobiano como
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U, U

dudv = J < > dxdy (2.56)

)

onde J é o Jacobiano da transformacgao, dado pelo determinante

ou ou
or 0Oy

J <“”> - (2.57)
AT
or 0Oy

Portanto

x’

fov () = L) (2.58)
U, v
()
z,y

Note que para que o Jacobiano exista as derivadas parciais de u e v em relagao a x
e a y devem também existir.

O

Teorema 2.17. Se X e Y sao funcoes de maltiplos walores, isto €, se
(x1,91), (2,Y2)s -+, (Tn,yn) sao as solugoes das equagoes U = U(X,Y) e V =
V(X,Y) entao

fov (o) = fxy($1;y1) N fXY(ZfQ;)yQ) fXY(in;yn) (2.59)
PG PER) PER
T1, Y1 L2, Y2 Tns Yn

O resultado acima pode ser estendido a qualquer ntimero de varidveis. Suponha
que temos n v.a.’s Xy, Xs,...,X, com uma fdp conjunta fx, x,..x, (1,Z2,...,Tp).
Desejamos encontrar a fdp conjunta fy,v,...v, (y1,¥2,...,yn) de n v.a.’s relacionadas
com X1, Xo,..., X, por

Xj:Xj(Yl,YQ,...,Yn), j:1,2,...,n

Assume-se que todas essas func¢des sejam de valor tnico e com derivadas parciais
continuas em todos os pontos. Assim, temos

fY1Y2"'Yn(y17 Y2, 7yn)’dy17 dys, . .. 7dyn’ =
leXngn (.%'1, Toy ... ,mn)\dxl, d.%'z, e ,dwn\ (2.60)

Portanto
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fxixp0 X, (T1, T2, -, Tn)
= - 2.61
fY1Y2 Yn(ylay27 7yn) dyl,dyQ,---7dyn ( )
d.%'l, d.%'g, e ,dmn

A razao dos elementos de area é dada pelo Jacobiano da transformagao J <H)
seenbn

dy1, dys, . .. dy, = J <M> day,dzs, . . ., dz, (2.62)
T1,X2y...,Tn
onde
o1 Oy oy
01 Ora =~ Ox
J(M) —| Oy Oxy = Oz (2.63)
L1,XL2,...,Tn . . T, .
%n Oyn yn
Ox1 Oxa =~ Oxp
Portanto
X1 X2 Xp\L1,225--.,T
leYQ---Yn(ylayQa"'ayn) = f 2 ( D2 n) (264)
gLy
L1, L2y ,Tn

Pode-se mostrar que

1

J<ylay2,""yn> _ (265)
L1, XL2,---,Tn J<xlax2a"',xn>
Y1,Y2,---,Yn
Se Y1,Ys,...,Y, sdo fungoes de multiplos valores de X1, Xs, ..., X,, uma equagao

similar a (2.59) deve ser utilizada. (Qual ?7)

Exemplo 2.14. Para ilustrar o exemplo de transformacao de uma fdp de sequnda or-
dem, considere o caso do arremesso de um dardo. Assuma que ambas as varidveis X eY
que descrevem as coordenadas de um ponto onde o dardo atinge o alvo sao independentes
e tem fdp’s normais (gaussianas)

1 —a? 1 —y?

fx(@) = et o )= o

Encontre a fdp fre(r,0) onde R é a distdncia do ponto a origem e © o dngulo do
ponto em relagao ao eixo x. As relagdes entre as varidveis sdo as sequintes:

Y
R=+vX24+Y2 e ©O=arctg (Y)

Solugao.
OR OR
; < R, @) X oY
XY) | s o0

0X Y
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Assim, a fdp fre(r,8) pode ser escrita como

22142 2
fro(r,0) = fordeny) 26775] = — € 27
‘J (ﬂ)‘ 2o 2ro
':B7y

A variavel © ndo aparece na equagdo acima. Isto quer dizer que as variaveis R e ©
sao independentes e fg(f) precisa ser uma constante. Desde que O varia no intervalo
[0,27], é evidente que fg(f) é uma constante de modo a termos f027r fo(0)de = 1.

Portanto

fre(r,0) = (%) <L€;ﬁ2> = fr(r)fe(0)

o2

onde

L 0<O<2r
f@(e): {27r

0, caso contrario
2
fr(r) = %67{7

fr(r) é conhecida como fungao densidade de Rayleigh.

fr(r)

[
[
[
[
[
[
[
[
|
0 o r

Figura 2.15: Funcao densidade de probabilidade de Rayleigh.

2.10 Exercicios

1. A fungao densidade de probabilidade da amplitude de um certo sinal (em volts)
é dada por

(a) Qual a probabilidade da amplitude do sinal ser maior que 1 volt?

(b) Qual é a probabilidade de observar a amplitude do sinal na faixa de 1 a 2
volts?

Resp: a) 2e~! b) 2e7! — 372
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2. A funcao densidade de probabilidade conjunta fxy (z,y) de duas v.a.’s continuas
X e Y é dada por

12+y2

fxy(z,y) =zye 2 u(x)u(y)

(a) Encontre as seguintes fungoes densidade de probabilidade: fx(x), fy(y),
fxy (@Y =y), fxy(ylX = 2).
(b) As v.a.’s X e Y s@o independentes?

Resp:

3. A funcao densidade de probabilidade conjunta fxy (z,y) de duas v.a.’s continuas
X e Y é dada por

fxy (,y) = ke 220

(a) Determine o valor da constante k.

(b) Determine as fungoes densidade de probabilidade fx(z), fy(y), fxy(z|Y =
y), e fxy(y|X =)

(c) Estas duas v.a.’s s@o independentes?

(a) k=1/=
(b) fx(z) = \/12_7769022
fr(y) = \% eV
fxy (@Y =y) = % o (@2 422y 142)
fxy(ylX =2) = %e—(é+zxy+2y2)
(¢) nao

4. O sinal de entrada X e o sinal de saida Y de um retificador de meia onda sao
relacionados por

X2, X
v , X>0
0, X<O0

A fungéo densidade de probabilidade do sinal de entrada é dada por
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1 a2
fX(x) = [ 202
2o
Encontre fy (y).
Lo y>o0
T2
Resp: fy(y) = { 2027y » ¥
0, caso contrario
5. Repita o problema anterior para um retificador de onda completa.
Dica: para um retificador de onda completa, os sinais de entrada e saida estdo
relacionados por Y = X2.
= “32 >0
€ 2%, Yy
Resp: fy(y) = o/2my
0, caso contrario
6. Suponha que trés usuarios de telefone tenham uma linha em comum. Qual a pro-
babilidade de mais de um deles utilizar a linha ao mesmo tempo? Admita que,
em média, um usuario utilize o aparelho durante 5 minutos por hora.
Resp: 425/21600 =~ 0,0197
7. Se 20% dos bits transmitidos por um transmissor acusam defeito, determine a
probabilidade de que, em 4 bits transmitidos ao acaso:
(a) Um seja errado
(b) Nenhum esteja errado
(¢) Ao menos dois estejam errados
Resp: a) 0,4096 b) 0,4096 c) 0,1808
8. Se os defeitos de um tecido seguem uma lei de Poisson com média de defeito a cada
500 m, qual a probabilidade de que o intervalo entre dois defeitos consecutivos
seja:
(a) no minimo 1250 m
(b) entre 1000 m e 1250 m
(¢) menor que 1000 m
Resp: a) e %22 0,082 b)e?2—e%2x0,053 ¢)1—e2~0,865
9. Sabe-se que a média de carros com um pneu furado durante a travessia de um
determinado tunel é de 0,06 casos/més. Calcular a probabilidade de pelo menos
2 carros terem um pneu furado ao passar pelo tunel durante um més de trafego
normal, sabendo-se que a distribuicao é de Poisson.
Resp: 0,0017
10. Suponha que a varidvel aleatoria X tem uma distribui¢do de chi-quadrado, com

10 graus de liberdade. Se pedirmos para determinar dois niimeros a e b, tais que
P(a < z < b) = 0,85, por exemplo, deveremos compreender que existem muitos
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11.

12.

13.

pares dessa espécie. Determine dois diferentes conjuntos de valores (a,b) que sa-
tisfacam a condi¢ao acima. Suponha que, em aditamento ao acima, se exija que

P(X <a)=P(X >0D).
Resp: a =4,45 e b = 16,97

A fdp de uma variavel aleatoria X é fx(z). Uma variavel aleatoria Y é definida
como Y =aX + b, a < 0. Determine a fdp de Y em termos da fdp de X.

Resp: fy(y) = —%fx <y — b) , a<0

a
Verifique quais das fungoes abaixo podem ser consideradas fdc’s. Justifique sua
resposta.

0 =<0
1—e 2 £>0 —2x x>0
f 2 < f - f -
a) y x> 0<z<1l by {0 <0 c) {0 <0
1 z>1

Resp: Apenas o item c) nao pode ser fdc.

A fdc conjunta de duas varidveis aleatérias X e Y é dada por

l—e @) (1—ePY 2>0,y>0
FXY(xay):{ ( 0( iy v =

caso contrario

(a) Encontre as fdc’s marginais.

(b) Encontre as probabilidades dos eventos
) A={X<1,Y <1}
i) B={X>z,Y >y}, z>0,y>0

Dica: use a lei de De Morgan
Resp:

1—e*, x>0
(a) Fx(z) :{ L
0, caso contrario
1- e*ﬁy’ Yy > 0
Fy(y) = { .
0, caso contrario
(b) i PIX<1,Y<1=(1-e)(1—-e")
ii. P[X >z,Y >y =e e

14. Uma variavel aleatéria X tem fungdo densidade de probabilidade dada por

fX(x):x2+1, —0< X <0

(a) Determine o valor da constante c.
(b) Calcule a probabilidade do evento [1/3 < X% < 1].
(c) Determine a fungao distribui¢ao de probabilidade de X.
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Resp:
(a) c=1/7
(b) P[1/3<X2<1]=1/6
1 1
(c) Fx(z)= 5T arctg(z)
15. Seja a variavel aleatéria X com fungéo densidade de probabilidade dada por
6x(l—x), O0<zx<l
fx(z) = { .
0, caso contrario
Determine uma funcdo Y = h(X) que tenha a fun¢ao densidade de probabilidade
123(1 —9?), O0<y<1
Fr(y) = { 4y N
0, caso contrario
Dica: Admita que a fungdo incognita h seja tal que os intervalos X <z eY <y
se correspondam biunivoca e continuamente, de forma que P[X < z] = P[Y <],
ou seja Fx(z) = Fy (y).
Resp: Y =X
16. Assuma que duas varidveis aleatorias X e Y tém funcéo densidade de probabili-
dade conjunta dada por
1 1
fxv(z,y) = 5. &P [—5(552 +y2)}
Sejam duas outras variaveis aleatorias U e W definidas da seguinte maneira:
U 23X +5Y WEX 42y
Detemine a func¢ao densidade de probabilidade conjunta de U e W,
Resp: Fuyw (u, w) = i ef%(5U2726UW+34W2)
27
17. Seja uma v.a. com fdp dada por

fx(@) =ke ™ A >0, —oo<z<o0
onde k£ é uma constante.

(a) Calcule o valor de k.

(b) Encontre a fungao distribui¢ado cumulativa de X.

(c) Calcule P[1 < X < 2] usando a fdp, para A = 1.
)

(d) Calcule P[1 < X < 2] usando a fdc, para A = 1.

Resp:
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A
(a) k::§

1

— M, x <0

0) Px@)={2" |
1—=e™, >0

2 )

2

(¢) E[X] =0, Var[X] = 2
1

(d) 5 (el —e?)~0,1163
1

(e) 3 (! —e™?)~0,1163

18. A probabilidade de uma chamada telefénica nao durar mais do que ¢ minutos é

geralmente descrita por uma fdc exponencial

Pr(t) = { 0

Qual é a fdp da duragdo em minutos de uma conversa telefénica?
probabilidade de uma conversacao durar entre 2 e 4 minutos?

Resp:
|-
— t>0
(a) fr()=93° " °°
0, caso contrario

(b) PR<t<4]=e23 e 430,25

1—e /3 >0

caso contrario

Qual ¢é a

19. Expresse os valores extremos das fdc’s conjuntas Fxy (x,y) por nimeros ou em

termos das fdc’s Fx(z) e Fy(y).

—~

a) ny(—oo, 2)
(c) Fixy(00,y)

Resp: a) 0 b) 1 ) Fy(y)

20. Considere as variaveis aleatérias X e Y com fdp conjunta

Ixy(z,y) = {0

X e Y sao independentes?

Resp: sim

21. Sejam X e Y duas v.a.’s com fdp conjunta dada por

Ixy(z,y) = {0

dey 0<zr<1,0<y<1

caso contrario

Alz+y), 0<z<1, 0<y<1

caso contrario
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(a) Calcule o valor de A.
(b) Calcule as fdp’s marginais.
(¢) X eY sao independentes?
Resp:
(a) A=1
(b) fx(z) =2+1/2
fry)=y+1/2
(c) nao
22. Que distribuicao de probabilidade vocé pode utilizar para modelar as seguintes
situagoes?
(a) Numero de toques entre erros de digitagdo, dado que cada toque tem uma
certa probabilidade de estar com erro;
(b) Nuamero de toques com erro dentre m toques, dado que cada toque tem uma
certa probabilidade de estar com erro;
(c) Tempo entre chegadas sucessivas, dado que as chegadas sao sem memoria;
(d) Tempo de servigo de um dispositivo que consiste de m servidores sem me-
moria, em série.
Resp: (a) Geométrica (b) Binomial (c¢) Exponencial (d) m-Erlang
23. Uma fonte binaria gera digitos 0 e 1 de forma aleatéria com probabilidades 0,6 e
0,4, respectivamente.
(a) Qual é a probabilidade de que ocorram dois 1s e trés Os em uma sequéncia
de cinco digitos?
(b) Qual a probabilidade de ocorrerem pelo menos trés 1s em uma sequéncia de
cinco digitos?
Resp: (a) 0,3456 (b) 0,31744
24. Seja Y = eX. Encontre a fdp de Y se X = N(u,d?).
1 _ (ln(y);u)2 >0
— e 20 y
Resp: fy(y) = { V2roy
0 caso contrario
25. A fungéo densidade de probabilidade conjunta de duas variaveis aleatorias X e Y

é dada por

fxv(z,y) =Asen(z+vy), 0<z<n/2, 0<y<m/2
Determine:

(a) A constante A.
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26.

27.

28.

29.

30.

(b) A funcao distribui¢do de probabilidade conjunta Fxy (z,y)
(c) As fungoes distribuigoes de probabilidade marginais Fx(x) e Fy (y).
(d) A probabilidade do evento % <X< T

4
Resp:
(a) A=0,5
(b) Fxy(x,y) =0,5[sen(x) + sen(y) — sen(z + y)]
(¢) Fx(z)=0,5[1—cos(z) + sen(z)] Fy(y) =0,5[1 — cos(y) + sen(y)]
(d) 0,18

Uma companhia aérea sabe que 5% das pessoas que fazem reservas em um deter-
minado vdo nao comparecem para o embarque. Consequentemente, sua politica é
vender 52 passagens para um voo que pode transportar até 50 passageiros. Qual
a probabilidade de haver assentos disponiveis para todos os passageiros que com-
parecerem ao embarque?

Resp: 0,7405

Suponha que um sinal z(¢) alimenta um dispositiva cuja saida seja y(t). Se X tem
distribui¢ao uniforme no intervalo (0,2) e y = In(z), calcule fy(y) e Fy(y). Faca
os esbogos das curvas pertinentes, indicando valores em alguns pontos notaveis
(onde a funcao corta os eixos ou muda abruptamente).

Resp:
- In(2)
—, —oo<y<in
fr(y)=<¢ 2 Y
0, y>In(2)
¢ In(2
—, —oo<y<in
Fy(y) =4 2 Y @
1, y>InQ2)

Sabe-se que a distancia (em metros) do ponto de aterrissagem de um paraquedista
em relacao ao centro da area alvo opde ser modelada como uma variavel aleatoria
continua X com distribuicio de Rayleigh de parametro o? = 100.

(a) Encontre a probabilidade de o paraquedista aterrisar dentro de um raio de

10m do centro da area alvo.

(b) Encontre o raio 7 tal que a probabilidade do evento {X > r} seja e™!.

Resp:
(a)
(b)

Uma fonte gera um sinal de ruido com distribuicao gaussiana de média zero e
poténcia 2 W. Encontre a probabilidade de a amplitude do sinal exceder 5 volts.

Resp: Q(5//2) ~ 2,0563 - 1074

Repita o problema anterior, se a poténcia for de 1 W.
Resp: Q(5) ~2,89-1077



Capitulo 3

Médias Estatisticas de Variaveis
Aleatorias

3.1 Meédias

O conceito de médias assume uma posi¢ao extremamente importante em processos alea-
térios. Como mencionado anteriormente, os processos aleatorios sdo caracterizados pela
regularidade estatistica. Usando o termo regularidade estatistica indicamos que o
processo nao pode ser predito especificamente, mas pode ser predito em uma base mé-
dia. Por exemplo, no experimento de jogar moedas nao é possivel prever o resultado de
uma jogada particular, mas em média, podemos confiar que metade das jogadas irao
ser caras, e a outra metade, coroas, dado que esta média seja feita sobre um nimero
suficientemente grande de jogadas.

3.1.1 Meédia de uma Variavel Aleatoéria

Considere uma v.a. X que pode assumir n valores x1, s, ..., Z,. Suponha que o expe-
rimento (representado por X) foi repetido N vezes (N — o0) e sejam mqy,ma, ..., My
o numero de tentativas favoraveis aos resultados x1, xo, ..., T,, respectivamente. Entao

o valor médio de X é dado por

1 m m m
E[X] = N (myz1 + moza + -+ + mpxy,) = Wlwl + WQOCQ +eeet ann (3.1)

No limite quando N — oo, a razdo m;/N tende a fx(z;) de acordo com a definigao
por frequéncia relativa de probabilidade. Portanto

E[X] = Z%‘PX(%‘) (3.2)

O valor médio é também chamado de valor esperado da v.a. X.
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Definigao 3.1. A média ou valor esperado de uma v.a. discreta € dado por

ElX] = Ziﬂz’px(ﬁﬂz’) (3.3)
i1

Se X € uma v.a. continua, o valor médio é dado por

—+00

E[X] = / zfx(x)dx (3.4)

—0o0

Exemplo 3.1. Uma fdp gaussiana geral € dada por

1 _@m?
(&} 202

fx(z) =

2ro

Encontre o valor médio de X.

Solugao. Na Figura 3.1 tem-se um esbogo de fx(z). Para esta distribui¢ao, temos

1 o @-m?
E[X] = / re 207 dx

2m0 J_0o

Fazendo X =Y + m, podemos reescrever a equagao acima como

1 —+o00 yz 1 +oo yz —+o00 y2
F|X| = +m)e 202dy = / e 202( +m/ e 202 }
[X] Voro /_oo < ) Y V2mo [ —c0 Y Y —c0 Y

O integrando da primeira integral é uma fungdo impar de y, e por isso, o resultado

é zero. O da segunda integral é uma funcao par de y, de modo que podemos reescrever
a equagao acima como

1 Too 2 1 1
E[X] = 2m/ e 2% dy = 2m=V2no? =m
2mo 0 Voo 2
fx(x)
1

V2oro?

m X

Figura 3.1: Funcdo densidade de probabilidade gaussiana com média m e variancia o2
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3.1.2 Meédia de uma Funcao de uma Variavel Aleatoria

Frequentemente desejamos encontrar a média de uma funcéo de uma v.a. ao invés da
média da propria v.a. Como um exemplo simples disso, analisemos o caso de um sinal
de ruido cuja amplitude é representada por uma v.a. X. Na pratica estamos mais
interessados no valor quadratico médio do sinal do que no valor médio deste.

De forma geral, desejamos obter a expressao do valor médio de uma v.a. Y a qual
por sua vez é uma funcao da v.a. X

Y = g(X) (3.5)

Teorema 3.1. Sejam duas v.a.’s X e Y relacionadas por Y = g(X). Entao o valor
médio de Y € dado por

wv)= [y = [ o) )

— 00 — 00

Demonstracdo. Considere o grafico da Figura 3.2, onde aparece um esboco da curva de
X contra Y = g(X)

Y A

dy TN\

+N\ -

Z1

S 4

U __T"

T

Figura 3.2: Y = g(X).

Da figura, podemos ver que y = g(x1) = g(z2) = g(x3), entdo podemos escrever

Ty W)dy = fx(x1)dr1 + fx(v2)dres + fx(2x3)drs (3.7)

Multiplicando ambos os lados da equagao por y, obtemos

yfy (y)dy = g(z1) fx(z1)dz1 + g(72) fx (v2)dw2 + g(23) fx (23)d73 (3.8)

Entao para cada diferencial em (3.8) correspondem um ou mais diferenciais em (3.6).
A medida que dy cobre o eixo y, os dz’s correspondentes sdo nao sobrepostos e cobrem
todo o eixo x. Desta forma, as integrais em (3.8) e (3.6) sdo iguais, e a prova esta
completa.

O
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Teorema 3.2. Se X ¢ uma v.a. discreta, (3.6) pode ser reescrita como
(3.9)

ElY] = Zg(wz‘)P[X =z;] = Zg(wz‘)px(xi)

Exemplo 3.2. Encontrar o valor quadrdtico médio da distribuicdo gaussiana do Exem-

plo 3.1.

Solugao. Temos que Y = g(X) = X?2. Entao

1 oo, _@om)?
E[Y] = / e 20?7 dx

210 J_oo

Fazendo u = x — m, reescrevemos a equagao acima como

1 “+o00 w2
/ (u+m)?e” 202 du

210 J 0o

ElY] =
Resolvendo as trés integrais acima, chega-se a (resolver)

ElY] = E[X?] = 0% + m?

3.1.3 Meédias para Variaveis Multiplas

Seja Z uma v.a. que é fungdo de duas v.a.’s X e Y
Z =g9(X,Y)

Entao

+oo
E|Z] = / 2fz(z)dz

—00

(3.10)

(3.11)

Podemos calcular E[Z] a partir de (3.11) e do conhecimento da densidade conjunta
fxv(z,y). Entretanto, podemos determinar E[Z] diretamente a partir da densidade

conjunta fxy(x,y) usando o seguinte teorema

Teorema 3.3. Sejam duas v.a.’s X e Y com fdp conjunta fxy(z,y), e a v.a. Z
definida por Z = g(X,Y). Entao o valor médio de Z é dado por

+o0o +oo
Bz = [ [ Tttty e dady (3.12)

Demonstragao. A prova desta rela¢ao é similar & da equagao (3.9). Se a variavel Z esta
no intervalo [z, z+ Az], entao as variaveis X e Y estao na regiao limitada por [z, z+ Ax]

e [y,y + Ay]. A area desta regiao é obviamente AxzAy. Segue também que
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fz(2)Az = fxy(z,y)AzAy (3.13)

Integrando ambos os lados de (3.13), chegamos & equacao (3.12).

Teorema 3.4. Para v.a.’s discretas, (3.12) pode ser reescrita como

BIZ) =Y g(wi yj)pxy (zi,y;) (3.14)
i

Podemos estender facilmente a equagao (3.12) para o caso de uma funcao de n v.a.’s:

Corolario 3.5. Seja Z uma v.a. que € funcao de n v.a.’s X1,...,Xp:

Z=9(X1,...,Xp)

Entao a média de Z € dada por

—+00 —+00
E[Z] :/ / 9( X1, .., Xo) fx o xn (@1, zp)dey L day, (3.15)

Se algumas das v.a.’s sao discretas, a equagao (3.15) ainda é valida desde que a
distribuicao discreta é considerada um caso limite da distribuicao continua através do
uso da fungao impulso.

3.1.4 Meédia da Soma de Fungoes

Teorema 3.6. Se g1(X,Y), ..., go(X,Y) sao fungoes de X eY entao

A prova é trivial e segue diretamente da definicdo das médias. Entdo a média da
soma é igual & soma das médias. Alguns exemplos simples disto sao

E[X +Y] = E[X] + E[Y] (3.17)

E[X?+Y? = E[X?] + E[Y?] (3.18)

Estes resultados podem ser estendidos a fungoes de qualquer ntimero de v.a.’s.
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3.1.5 Meédia do Produto de Duas Variaveis Aleatoérias Independentes

Teorema 3.7. Para v.a.’s independentes a média do produto € igual ao produto das
médias individuais.

Demonstracao. Se Z = XY

+o0 +o0
B[] = / / vy fxy (@, y) dedy (3.19)

Se X e Y sao independentes fxy(z,y) = fx(z)fy(y), e desta forma podemos es-
crever

Bz)= [ i@ [ u) ay = BB 3:20)

—00 —00
Entao, se X e Y s@o v.a.’s independentes
E[XY] = E[X|E[Y] (3.21)
O

Este resultado pode ser estendido a qualquer niimero de varidveis. Na verdade, a
equagao (3.21) é um caso especial de um resultado mais geral:

Teorema 3.8. Se X eY sao independentes, entio para Z = g1(X) g2(Y') temos que

ElZ] = Elg1(X)]Elg2(Y)] (3.22)

Em outras palavras

Elg1(X)g2(Y)] = E[g1(X)]E[g2(Y)] (3.23)

3.1.6 Meédia Quadratica da Soma de Duas Variaveis Aleatoérias

O valor quadrético médio de Z = X + Y é dado por
+oo +00 9
Bz = B+ YY) = [ [ P ey o) dedy

“+o00 “+o00 9 “+o00 “+o00 5
2/_00 /_OO z” fxy(z,y) dwder/_oo /_OO v fxy (x,y) dedy (3.24)

400 “+o00
+2 / / zy fxy (z,y) dedy
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Se as v.a.’s X e Y sdo independentes, entao

/J:O /J:o 2? fxy (z,y) dody = /+OO 2% fx (x) dx /+OO fy(y)dy =

—00 —00

+oo
:/ 22 fx(z) dr = B[X?]

—00

Similarmente

—+o0 —+oco —+o0 —+o0
/_ /_ v fxy (z,y) dedy = fx () dx / v fy (y) dy =

—00 —00

+oo
:/ v fy(y) dy = B[Y?)

—00

E usando (3.21), podemos escrever

+o0 +o0
/ / xyfxy(z,y)dedy = E[XY] = E[X|E[Y]

Portanto, para as v.a.’s independentes X e Y temos

E(X +Y)} = E[X? + E[Y? + 2E[X|E[Y] (3.25)

Se E[X] ou E[Y] ou ambos forem zero, entao temos
E[(X +Y)? = E[X?] + E[Y? (3.26)

3.1.7 Meé&dia condicional

Definigao 3.2. A média condicional (ou valor esperado condicional) de uma
v.a. X dado que outra v.a. Y =1y € denotada por E[X|Y = y] e é definida como

+oo
EIX|Y =] = / tfx(@lY = y)d (3.27)

—00

Isto segue da definicao bésica da média.

3.2 Momentos

3.2.1 N-ésimo momento

Definicao 3.3. O n-ésimo momento de uma v.a. X € definido como o valor
esperado da n-ésima poténcia de X.

+oo
E[X"] = / 2" fx(x)dzx (3.28)

—00
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3.2.2 Momentos Centrais

Definigao 3.4. O n-ésimo momento central da v.a. X € seu momento ao redor
de seu valor médio E[X], e € dado por

+oo
BIX — BX)) = [ (o= BIX]) fx(o) do (329

—0o0

3.2.3 Variancia

Definigao 3.5. O sequndo momento central sobre a média é chamado de varidncia

5 2
e € denotado por 0% .

0% = E[(X — E[X])*] (3.30)

Das expressoes da secao 3.1.4, segue que

0% = E[X? - 2E[X|E[X] + E[F*[X]] = E[X? - 2F*X] + F*[X] = E[X?] - F*[X]

(3.31)

Entao a varidncia de uma v.a. é igual a sua média quadratica menos o quadrado de
sua média.

Exemplo 3.3. Encontre a varidncia 0%( de uma varidvel aleatoria X com distribuicdo
gaussiana.

Solugao. No Exemplo 3.1 vimos que E[X] = m, e no Exemplo 3.2, foi mostrado que
E[X?] = 02 4+ m2.
Desta forma, pela equacao (3.31) temos que O'g( =02+ m? -—m? =%

A varidncia tem uma grande importancia principalmente na analise de sinais, pois
esté intimamente ligada & poténcia dos mesmos (na verdade, ela corresponde a poténcia
de um sinal de média nula). Nos teoremas a seguir sao derivadas algumas propriedades
importantes da variancia.

Teorema 3.9. Se X sempre toma o valor a, entao Var[A] = 0.

Demonstrag¢ao. Desde que X sempre toma o valor a, P[X = a] = 1. Neste caso,

E[X] =a, e Var[X] = (a — a)?P[X = a] = 0. O
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Este teorema diz que a varidncia de X é zero quando X é deterministica.

Teorema 3.10. Se Y = X + b, entao Var[Y] = Var[X].

Demonstragio. Dada a variavel aleatoria X, E[Y]| = E[X]+, e desta forma, a variancia
de Y é dada por

Var[Y] = E [((X +b) — (E[X] +b))?]
= E[(X — E[X])?] = Var[X]

O

Ou seja, o deslocamento da variével aleatoria X de uma constante ndo muda a sua
variancia.

Teorema 3.11. Se Y = aX, entdo Var[Y] = a® Var[X].

Demonstragao. Desde que EY] = aFE[X], temos

Var[Y] = E [(aX — aE[X])?] = E [¢*(X — E[X])?] = a® Var[X].

3.2.4 Caso Multidimensional

Definigao 3.6. Sejam duas v.a.’s X1 e Xo com fdp conjunta fx, x,(z1,22). O mo-
mento conjunto ¢ definido como

k oo oo k
E [Xl XS] :/ / wlefX1X2(x1,w2) d.%'ldl'g (3.32)
—00 —00

Definigao 3.7. Sejam duas v.a.’s X1 e Xo com fdp conjunta fx, x,(z1,22). O mo-
mento central conjunto é definido como

+o0 +o0
E (Xl — ml)k(Xg — mz)n] = / / (wl —ml)k(:vg —mz)an1X2 (wl, 562) dxldﬁﬂz

(3.33)
onde m; = E[X;].
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Uma propriedade bastante 0til quando lidamos com distribuigoes bidimensionais é
a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que é apresentada a seguir

Teorema 3.12. Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Sejam X eY duas varidveis
aleatorias. Entao

[BE(XY))* < E[X?] E[v?] (3.34)

Demonstracao. Considere a expressao F [(X — ozY)Q] para duas varidveis aleatorias X
e Y quaisquer, e uma variavel real a. Esta expressao, quando vista como um quadrado
em «, € sempre nao negativa, isto é:

E[(X-aY)’] >0

Expandindo o quadrado, temos

E[X? = 2aE[XY]+?E[Y? >0

Vamos escolher agora o valor de @ de modo que o lado esquerdo da equagao acima seja
mAnimo:
E[XY]

o= ——

E[Y?]

o que resulta na desigualdade

(B, V)

X -

>0=[BE(XY)?<E[X?| B[V
O

De particular importancia para nés sao os momentos conjuntos e momentos centrais
conjuntos correspondentes a k = n = 1. Estes momentos conjuntos sao chamados de
correlagao e covariincia das v.a.’s X; e Xo, respectivamente, e serao estudados com
mais detalhes adiante.

Para v.a.’s multidimensionais podemos definir momentos conjuntos de qualquer or-
dem. Entretanto, os momentos que sao mais tteis em aplicagOes praticas sao as correla-

¢Oes e covariancias entre pares de v.a.’s. Suponha que X;,7 =1,2,...,n sdo v.a.’s com
fdp conjunta fx, x,..x, (T1,%2,...,2n). Seja fx,x;(w;,x;) a fdp conjunta das v.a.’s X;
€ Xj.

Definicao 3.8. A correlagao entre duas varidveis aleatorias X; e X; é dada pelo
momento conjunto

+00 +00
Pij = E[XZX]] = / / mimijin (.%'i,.%'j) d.%'id.%'j (3.35)
—00 —00
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Definicao 3.9. A covaridncia de duas varidveis aleatorias X; e Xj, cujas médias
sao, respectivamente, m; e m;, € dada por

Kij = E[(X; —m;)(X; —my)]

400 +oo
_ / / (i — mq)(xj — my) fx,x, (20, x5) dagda;
(3.36)

+o0 +o0
= / / viw; fx,x, (T, x5) dvidr; — mym;
—00 —00

= E[XZX]] — mimj

As matrizes n x n com elementos p;; e j1;; sao chamadas respectivamente de matriz
de correlagao e matriz de covariancia das v.a.’s X;,t =1,2,...,n.

3.2.5 Variaveis Aleatoérias Descorrelacionadas e Ortogonais

Definigao 3.10. Duas v.a.’s X; e X; sao ditas descorrelacionadas se

E[X;X;] = E[X;]E[X;] = mym;

Neste caso, a covariancia K;; = 0. Note que quando X; e X; sao estatisticamente
independentes, também sao descorrelacionadas. Entretanto, se X; e X; sao descorrela-
cionadas, nao sao necessariamente estatisticamente independentes.

Definigao 3.11. Duas v.a.’s X; e X; sao ditas ortogonais se E[X;X;] = 0.

Esta condigao acontece quando X; e X; sao descorrelacionadas e uma ou ambas as
v.a.’s tem média zero.
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3.3 Funcoes Caracteristicas

Definigao 3.12. A func¢ao caracteristica de uma v.a. X € definida como a média
estatistica

, too
U(jw) = E[e?“X] = / T fx(z) dx (3.37)

—00

onde a varidvel w € real e j =+/—1 € a constante imagindria.

U (jw) pode ser vista como a transformada de Fourier da fdp fx(z). Assim, a
transformada inversa de Fourier é dada por

+00 .
fx(x) = %/ U(jw)e 7" dw (3.38)

Uma propriedade util da fungado caracteristica é sua relagdo com os momentos da
v.a. O seguinte teorema relaciona estas duas grandezas:

Teorema 3.13. Sejam uma varidvel aleatoria X e sua correspondente fun¢ao carac-
terAstica ¥(jw). Entdo

A @Y (jw)
EX" = (—j)" ————= 3.39
X = (339)
Demonstragao. A derivada primeira de ¥(jw) em relagdo a w leva a
d¥(y oo
;j}w) :j/ xe?®* fx(x) dx (3.40)

Avaliando a expressao acima em w = 0, obtemos o primeiro momento (média)

BX] = my = —j 20U

o (3.41)

w=0

O processo de diferenciacao pode ser repetido, de modo que a n-ésima derivada de
U(jw) avaliada em w = 0 leva ao n-ésimo momento

n "YW

dwm™

EIX"] = (-)) (3.42)

w=0

0

Entao os momentos de uma v.a. podem ser determinados a partir da funcao carac-
teristica. Por outro lado suponha que a funcao caracteristica possa ser expandida em
uma série de Taylor sobre o ponto w = 0, isto é
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n

v -3 [F79] (3.43)

dw™ n!
n=0

Usando a relagdo em (3.42) para eliminar a derivada em (3.43), obtemos uma ex-
pressao para a fungao caracteristica em termos de seus momentos na forma

U(jw) =Y E[X"](jnL')n (3.44)
n=0 ’

A fungao caracteristica fornece um meio simples de determinar a fdp da soma de
v.a.’s estatisticamente independentes:

Teorema 3.14. Seja X;,¢ = 1,2,...,x, um conjunto de n v.a.’s estatisticamente
independentes e seja

Y = Zn:Xi
=1

Entao a funcdo caracteristica de'Y € dada por

Uy (jw) = ][ 0. ()

Demonstra¢ao. O problema consiste em determinar a fdp de Y. Iremos fazer isto encon-
trando primeiro a sua func@o caracteristica a entao calculando a transformada inversa
de Fourier.

Uy (juw) = E [¢*Y]

(o)

(3.45)

=F

n

i=1

@)

Desde que as v.a.’s sdo estatisticamente independentes,

fxixpxn (X1, 22, 2n) = fxy (1) fxy (22) - fx, (20)

e desta forma a integral multipla da equacao acima pode ser fatorada em n integrais
simples, cada uma correspondendo & fungao caracteristica de um dos X;. Portanto

n

Uy (jw) = [ [ W, () (3.46)
i=1

O
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Corolario 3.15. Se além de independentes, as v.a.’s X; forem identicamente distri-
buidas, as Yy, (jw) sao idénticas, e a expressao acima reduz-se a

Uy (jw) = [¥x, (jw)]" (3.47)

Observagoes:

e A fdp de Y pode ser determinada a partir da transformada inversa de Fourier de
Uy (jw), dada pela equagao (3.38).

e Desde que a fungdo caracteristica da soma de n v.a.’s estatisticamente inde-
pendentes é igual ao produto das funcoes caracteristicas das v.a.’s individuais
X;,i=1,2,...,n, segue que no dominio da transformada, a fdp de Y é a convo-
lugdo das fdp’s de X;. Geralmente a convolugao é mais dificil de calcular do que
o método da funcao caracteristica descrito acima para determinar a fdp de Y.

3.3.1 Caso multidimensional

Para lidar com v.a.’s n-dimensionais, é conveniente definir uma transformada de Fourier
n-dimensional da fdp conjunta.

Definigao 3.13. Se X;,i =1,2,...,n sao v.a.’s com fdp fx,x,x,(T1,T2,...,Ty),
a funcao caracteristica n-dimensional € definida como

)

+o0 +o0 "
:/ / exp ijZXZ leXQ...Xn($1,$2,...,$n)d$1d$2...d$n
- —© i=1
(3.48)

\I](jwl,jw% s ’jwn) =FE

De especial interesse é a fungao caracteristica bi-dimensional

—+00 +oo
\Il(jwlajWQ) = / / ej(lelerQXQ)le)Q(.%’l,1‘2) d.%'ld.%'g (3.49)
—co J—00

Observe que as derivadas parciais de ¥(jwi, jws) em relacdo a wy e a wy podem ser
utilizadas para gerar os momentos conjuntos. Por exemplo, é facil mostrar que

PV (jwi, jws)

E[Xh XQ] - 80.)1[’)&)2

(3.50)

w1=w2=0
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3.4 Exercicios

1. Se Fx(w) ¢é a transformada de Fourier de uma funcao densidade de probabilidade
fx(z) e my, representa o n-ésimo momento da v.a. X,

my, = /+00 2" fx(x)dx

—00
Entao mostre que
(a)
n d"Fx (UJ)
dw™

mp, = (—J)

w=0

(b) se Fx(w) é expandida em série de Taylor, entao

2 3 0 n
. mow .m3w . w
Fx(w) =my — jmiw — o] +J 3] +eee= E (=7)"mn <F>
n=0

2. Use os resultados do problema anterior para determinar o valor médio e o valor
quadratico médio de

(a) um sinal gaussiano;

(b) um sinal com fx(x) = ze " u(x)

Dica: encontre Fx(w) e expanda em séries de poténcias como no problema ante-
rior. O sequndo e terceiro coeficientes representam os valores médios e quadrdtico
médio, respectivamente.

Resp:
(a) E[X]=m  E[X?=0?+m?
(b) E[X]=2 E[X? =6
3. Seja X uma v.a. com média p e desvio padrao o > 0, e seja X* a v.a. padronizada

correspondente de X, isto é X* = (X — u)/o. Mostre que E[X*] = 0 e Var[X*] =
1. (Logo ox+ =1).

4. Encontre o n-ésimo momento de X, se X é uma v.a. uniformemente distribuida
no intervalo [a, b].
bn+1 . an+1

(b—a)(n+1)

5. Encontre a média e a varidncia de uma v.a. gaussiana aplicando o teorema dos
momentos sobre a fungdo caracteristica.

Resp: E[X™] =

6. Dado que

m=[an@a B - [T 2nwe o= [T @

— 00 —0o0

Mostre que 0% = E[X?] —m?
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7.

10.

11.

12.

13.

Encontre a fungao caracteristica de uma variavel aleatoria X com distribuigao de
Cauchy, cuja fungao densidade de probabilidade é dada por

a
fX(l“)Z7T -0 < T <o

@+ )

aw

Resp: ¥(jw) =€~

Seja Y = acos(wt+ ©) onde a, w, e t sao constantes, e © é uma variavel aleatoria
com distribuigao uniforme no intervalo (0,27). A variavel aleatoria Y resulta na
amostragem da amplitude de uma sendide com fase aleatoria ©. Encontre E[Y] e
E[Y2].
2
9y
Resp: E[Y] =0 E[Y?] = 5

Mostre que o primeiro e segundo momentos de uma variavel aleatéria com distri-
buicdo x2 sdo respectivamente n e (n? 4 2n), aplicando o teorema dos momentos
sobre a fungao caracteristica.

A fdp de uma distribuicio x2 ¢ dada pela expressio

onde I'(p) é a fun¢ao gama, definida por

oo
I'(p) = / tr~letqt, p>0
0

L(p+1)=pTl(p)

Dica: faga u=y/2

Determine os momentos de uma variavel aleatéria X com distribui¢ao N (0,1).

{0 n=1,3,57,...

Resp: E|X"| =
b X" 1-3:5---(n—1) n=2,4,6,8,...

Dada uma variavel aleatéria discreta £ que assume dois valores 0 e 1 com proba-
bilidades p e g, respectivamente, prove que O'g < 0,25. Encontre o valor para o
qual O'g =0, 25.

Resp: ¢ =10,5
Sabe-se que para uma variavel aleatéria X positiva, o segundo e o quarto momen-

tos sdo dados por 202 e 80, respectivamente. Se Y = X2, determine a média e
a variancia de Y.

Resp: E[Y] = 202 Var[Y] = 40*.

Se uma varidvel aleatéria X tem fmp dada por
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0,5 z=-1
px(xp) =405 x=+1
0 caso contrario

mostre que a fungao caracteristica de X é dada por cos(w).

14. Demonstre a consisténcia da defini¢do da fungao caracteristica. Faga as suposigoes
necessarias para a demonstracao.

Dica: unicidade das transformadas, fun¢do impulso, e propriedade de desloca-
mento no dominio do tempo

15. Seja 1 a média de uma variavel aleatéria X. Mostre que se

n (e o]
/ fX(ﬂ:)d:U:/ fx(x)dz
oo "
entdo Fx(n) =1/2.
16. Seja (X,Y) uma v.a. bidimensional com fdp conjunta

2+ Y @)

1 ,—00 < x < 00, —00 < Y <00
77

fxv(z,y) =
Mostre que X e Y sao descorrelacionadas mas nao independentes.

17. Seja X uma variavel aleatéria N (0, 0?).

(a) Calcule fx(z|X > 0)
(b) Calcule E[X|X > 0]
(c) Calcule Var[X|X > 0]

Resp:

0 z <0
(a) fx(z|X >0)= 5 1 2

e 22 >0
\V2mo -

2
(c) o2 <1 - —) ~ 0, 36302
T

18. Suponha que a fmp conjunta de uma variavel aleatoria bidimensional (X,Y") seja
dada por

1/3 (0,1),(1,0),(2,1)

0 caso contrario

pxy(z,y) = {
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(a) Encontre as fmps marginais.
(b) X e Y sao independentes?

(c) X eY sao descorrelacionadas?

Resp:
1/3 =z=0,1,2
(2) px<x>={/ N
0 caso contrario
1/3 =0
py(y) =<2/3 x=1
0 caso contrario

(b) nao

(c) sim



Capitulo 4

Métodos computacionals para
geracao de ntimeros aleatorios

4.1 Introducao

Em simulagoes de sistemas reais as vezes nos deparamos com a necessidade de gerar
numeros aleatérios segundo alguma distribuicao para testar nossas idéias. Por exemplo,
se queremos simular um canal de comunicacao ruidoso, devemos gerar ntimeros aleato6-
rios segundo uma distribuicao gaussiana de média zero e varidncia igual & poténcia do
ruido de canal. Por outro lado, se queremos simular o trafego de dados em um determi-
nado servigo, devemos gerar nimeros com distribui¢cao exponencial para o tempo entre
chegadas de clientes.

Neste capitulo serao apresentados alguns algoritmos computacionais para a geragao
de nimeros de forma aleatoria, segundo uma dada distribui¢ao. Inicialmente serd apre-
sentado o algoritmo para a geragdo de nuimeros com distribui¢do uniforme entre 0 e 1,
que ira servir de base para os demais algoritmos.

4.2 Meétodo do residuo da poténcia

O primeiro problema a ser abordado quando queremos gerar niimeros aleatérios no
intervalo [0, 1] é que existem infinitos pontos dentro deste intervalo, mas o computador
s6 pode representar niimeros com precisao finita. Precisamos nos contentar entao em
gerar numeros de forma equiprovavel dentro de um conjunto limitado, por exemplo
{0,1,...,M—1}ou{1,2,..., M}. Dividindo estes nimeros por M, obtemos nimeros no
intervalo unitario. Podemos gerar distribui¢coes bastante densas se fizermos M bastante
grande.

O proximo passo consiste em encontrar um mecanismo para gerar numeros de forma
aleatoria. A forma preferida para gerar ntmeros aleatoria através do computador é
através de formulas recursivas que possam ser implementadas de forma facil e rapida.
No método do residuo da poténcia utiliza-se a seguinte férmula:

Zy =aZr_y mod M (4.1)

onde a é um inteiro entre 0 e M, e M é um nimero primo (p) ou uma poténcia inteira
de um namero primo (p™).
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Exemplo 4.1. Encontre as sequéncias geradas pela Equagao (4.1) para:
1. M=11,a=7,Zy=1
2. M=11,a=3, Zg=1
3. M=2%2 =17 Zy=1

Solugao. Usando (4.1), temos:

1. Para M =11, a=7e Zy =1, temos:

7x1

Z1 = resto de =7

L _ resto de = restode — =5

X X
Z =
9 resto de 11 11 1

e assim por diante. A sequéncia resultante é:

1,7,5,2,3,10,4,6,9,8,1,7,5,2,3,10,4,6,9,8,1,7,5,2,3,10,4,6,9,8, . ..

Note que a sequéncia passa por todos os inteiros de 1 a 10, e entdo passa a se
repetir indefinidamente.

2. Para este caso, a sequéncia gerada é:

1,3,9,5,4,1,3,9,5,4,1,3,9,5,4, . ..

Esta sequéncia nao passa por todos os inteiros de 1 a 0 antes de comecar a se
repetir.

3. Para o ultimo caso, a sequéncia gerada é:

1,2,0,0,0,...

Do Exemplo acima, podemos notar que a escolha de « influi diretamente na sequén-
cia gerada: se « é divisor de M, entao a sequéncia gerada pela Equacao (4.1) ira
eventualmente ser toda nula; caso contrario, a sequéncia sera peridédica com periodo
méximo M — 1. Para que a sequéncia tenha o méximo comprimento possivel, a deve
ser uma raiz primitiva de M, um conceito cujo estudo esta fora do escopo deste texto.

Uma coisa a ser notada sobre este algoritmo é que as sequéncias produzidas pela
Equagao (4.1) nao sado realmente aleatérias, mas sim periddicas. Por esta razdo, as
sequéncias produzidas por (4.1) s@o chamadas de pseudo-aleatorias.

Se fizermos M grande o suficiente, entdo os numeros gerados nao irdo se repetir
durante uma dada simulago, e a sequéncia gerada tem a aparéncia de uma sequéncia
aleatoria.
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Varios estudos foram feitos para determinar bons valores para M e «. Uma combi-
nacao que é bastante usada é:

Z;=T7"Z;1 mod (23! —1) (4.2)

ou seja, o = 7° = 16807 e M = 23! — 1. Esta combinacdo gera sequéncias pseudo-
aleatorias de comprimento M — 1 = 231 — 1 — 1 = 2147483646 elementos, o que é mais
que suficiente para a maioria das aplicagoes.

A escolha de Z; determina o ponto em que a sequéncia iré se iniciar, e por isso, este
pardmetro é conhecido como a “semente” do gerador aleatoério.

Nas secoes a seguir, iremos descrever algoritmos para gerar sequéncias de ntimeros
aleatorios com outras distribuicbes de probabilidade a partir das sequéncias geradas
nesta segao.

4.3 Meétodo da transformada

Suponha que U seja uniformemente distribuida no intervalo [0,1]. Seja Fx(x) a fdc
de uma variavel aleatéria que estamos interessados em gerar. Vamos definir a variavel
aleatoria Z = Fy 1(U); isto é, primeiro selecionamos U e depois encontramos Z, como
indicado na Figura 4.1. A fdc da varidvel Z encontrada desta maneira é dada por:

Fy(z) = P[Z < 2] = P[F5\(U) < ] = P[U < Fx(2)]

Mas se U é uniformemente distribuida em [0,1] e 0 < h < 1, entdo P[U < h| = h.
Entao:

P[Z < 1‘] = Fx(.%')
e Z = F;'(U) tem a fdc desejada.

1.0

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0

Figura 4.1: Método da transformada para gerar uma variavel aleatéria com fde Fx (z).
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Método da transformada para gerar X

1. Gere U com distribui¢ao uniforme no intervalo [0, 1].

2. Faga X = F'(U)

Exemplo 4.2. Determine X para gerar uma sequéncia de mumeros aleatdrios com
distribuicdo exponencial de pardmetro X a partir de uma sequéncia de nimeros aleatorios
uniformemente distribuidos no intervalo [0, 1].

Solugao. Precisamos inverter a expressio u = Fi(z) = 1 — e~**. Com isto, obtemos

1
X =—3In(1-U)

Note que podemos usar a expressao mais simples X = —In(U) /A, desde que (1—1U)
também ¢ uniformemente distribuida no intervalo [0, 1].

Exemplo 4.3. Para gerar uma varidvel aleatoria com distribuicao de Bernoulli de
probabilidade de sucesso p, notamos da Figura 4.2 que

<
¥ — 0, U<p
1, U>p

Em outras palavras, particionamos o intervalo [0,1] em dois segmentos de compri-
mentos p e 1 — p, respectivamente. A saida X € determinada pelo intervalo em que U
cair.

1.0 ]
|
|
0.8 1 |

X =1
0.6 - |
|
U |
0.4 - f
|
|

0.2 - 1 X =0
|
[

* T T
-0.5 0 0.5 1 1.5
X

Figura 4.2: Gerando uma variavel aleatéria com distribuicao de Bernoulli.
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Exemplo 4.4. Gere uma varidvel aleatoria com distribuicao binomial de pardmetros
n=>5ep=1/2.

Solucao. Para gerar uma variavel aleatéria com distribuicao binomial de parametros
n =15 e p = 1/2, poderiamos simplesmente gerar cinco variaveis aleatorias com distri-
bui¢ao de Bernoulli e assumir Y como sendo o ntimero total de sucessos.

Alternativamente, podemos usar diretamente o método da transformada, como mos-
trado na Figura 4.3. O intervalo unitario é agora particionado em seis elementos. A
eficiéncia do algoritmo de particdo depende da ordem na qual fazemos a busca. Por
exemplo, se fazemos a busca nos segmentos em ordem (de 0 a 5), serdo necessarias em
média 3.5 comparagoes para cada niimero gerado. Se fizermos a busca nos segmentos
em ordem decrescente de probabilidade, entao o ntimero médio de comparacoes cai para
2.38.

1.0 —IX =5
X =4
0.8 1
X=3
0.6 1
U
0.4 1
X =2
0.2 1
I. T T
0 1 2 3 4 5
X

Figura 4.3: Gerando uma variavel aleatoria com distribui¢ao Binomial.

Claramente qualquer variavel aleatoria finita discreta pode ser gerada dividindo-
se o intervalo unitario em subintervalos com comprimentos determinadospela fmp. O
préximo método é baseado na fdp ao invés da fdc de Z.

4.4 O método da rejeigao

Iremos considerar uma versao simplificada deste algoritmo para explicar porque ele
funciona. Depois o algoritmo sera reapresentado em sua forma geral.

Suponha que estamos interessados em gerar uma variavel aleatoria Z com fdp fx(z),
como mostrado na Figura 4.4. Em particular, assumimos que:

e a fdp é nao nula somente no intervalo [0, al;

e a fdp assume valores no intervalo [0, b].
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Rejeitar
fx ()

Aceitar

0 =
0 r x+dr a

Figura 4.4: Método da rejeigao para gerar uma variavel aleatoria com fdp fx(z).

O método da rejeigao neste caso funciona da seguinte maneira:

1. Gere X; com distribui¢do uniforme no intervalo [0, a].
2. Gere Y com distribuigao uniforme no intervalo [0, b].

3. Se Y < fx(X1), entdo Z = X7, sendo, rejeite X; e retorne ao passo 1.

Note que este algoritmo ira realizar um ntmero aleatério de passos antes de produzir
a saida Z.

Iremos mostrar agora que a saida Z tem a fdp desejada: os passos 1 e 2 selecionam
aleatoriamente um ponto em um retingulo de largura a e altura b. A probabilidade
de selecionar um ponto em qualquer regiao é simplesmente a area da regiao dividida
pela area total do retdngulo, ab. Entao a probabilidade de aceitar X; é a area da
regiao abaixo de fx(x) dividida por ab. Mas a area sob qualquer fdp é 1, de modo
que concluimos que a probabilidade de sucesso é 1/(ab). Considere agora a seguinte
probabilidade:

Pl{x < X1 <z +dzx}, {X; ser aceito }]
P[X; ser aceito |
area sombreada/(ab) _ fx(z)dx/(ab)
1/(ab) 1/(ab)
= fx(x)dx

P[{z < X7 < x + dz|X; ser aceito }] =

Entao, X1, quando aceito, tem a fdp desejada, e portanto Z tem a fdp desejada.

O algoritmo acima pode apresentar dois problemas: primeiro, se a diferenca entre
o retangulo e a fdp a ser gerada for muito grande, entdo o nimero de X;’s que devem
ser gerados antes da aceitacao pode ser excessivamente alto; segundo, este método nao
pode ser utilizado se fx(z) nao é limitada, ou se seu contradominio nao é limitado.

A versdo geral deste algoritmo resolve estes dois problemas: suponha que queremos
gerar X com fdp fx(x). Seja W uma variavel aleatoria com fdp Fyy(x) que é fdcil de
gerar, e tal que para alguma constante K > 1,

K fw(z) = fx(z),Va

ou seja, a regiao sob K fyy(z) contém fx(x), como mostrado na Figura 4.5.
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1.0

0.8 4

0.6 1

0.4 4

0.2 1

0 . ; :
0 1 2 3

Figura 4.5: Método da rejeicao para gerar uma variavel aleatéria com distribuicao gama
0<a<l).

Método da rejeigao para gerar X

1. Gere X; com fdp fiw(z). Defina B(X;) = K fiy(X1).
2. Gere Y com distribui¢ao uniforme no intervalo [0, B(X1)].

3. SeY < fx(X7), entdo X = X7; sendo, rejeite X; e retorne ao passo 1.

Exemplo 4.5. Mostre wma maneira de gerar uma varidvel aleatoria com distribuicdo
gama de pardmetros 0 < a <1 e A =1, usando o método da rejei¢ao.

Solugao. Uma funcao K fy(z) que “cobre” fx(z) é

xafl
xaflefm F(Oé)’ Vswsl
fx(x) = T = K fw(z) = -
(o)’ z>1

aer® !
<z<l1
a+e
fw(z) =
e—l‘
ae , x>1
a+e

A fdc de W &
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W pode ser gerada facilmente usando o método da transformagao com

(EXIE

. u<e/(a+e)

Fiy'(u) =

ae

1—u
—ln[(oﬁ—e)( )}, u>e/(la+e)
Podemos usar o método da transformada para gerar esta fy(z), e entdo o método
da rejeicao para gerar qualquer varidvel aleatéria com distribuicao gama de pardmetros

0 < a<1leX =1 Finalmente, note que se fizermos W = AX, entdo W tera
distribuicao gama com pardmetros a e A.

4.5 Geracao de fungoes de uma variavel aleatoéria

Se tivermos um método simples para gerar uma variavel aleatéria X, podemos gerar
facilmente qualquer variavel aleatoria que seja definida por Y = g(z) ou mesmo Z =
h(X1,Xs,...,X,), onde X1, Xo,..., X, s@o n saidas do gerador de nimeros aleatorios.

Exemplo 4.6. Método Box € Muller. Pode-se mostrar que se Uy e Uy sdo varidveis
aleatorias independentes e uniformemente distribuidas no intervalo unitdrio, entdo

X = cos(2wUz)y/ —2In(Ur)o% + px

Y = sen(2nUs)\/—2In(Uy)o% + py

sGo varidveis aleatorias gaussianas de médias px e py varidncias agf e U%, respectiva-

mente. Este resultado pode entdo ser utilizado para produzir duas varidveis aleatorias
gaussianas a partir de duas varidveis aleatdrias com distribuicdo uniforme.

Exemplo 4.7. Seja X1, Xo, ..., X, uma sequéncia de varidveis aleatorias iid com dis-
tribuicao exponencial de pardmetro A. Iremos mostrar no Capitulo 5 que a varidvel
aleatoria

Y = X+ Xo 4+ Xy

tem uma distribuicao m-Erlang com pardmetro A. Podemos entdo gerar uma varidvel
aleatoria m-Erlang gerando primeiro m varidveis aleatorias com distribuicdo exponen-
cial de parametro \ através do método da transformada, e tomando a soma destas.
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Desde que a varidvel aleatoria m-Erlang é um caso especial da varidvel aleatoria
gama, para m grande pode ser preferivel usar o método da rejeicdo descrito anterior-
mente.

4.6 Geracao de misturas de variaveis aleatoérias

As vezes uma variavel aleatéria consiste de uma mistura de varias variaveis aleatorias.
Para gerar este tipo de variavel aleatéria podemos primeiramente selecionar uma dis-
tribuicao de acordo com alguma fmp, e entdo gerar uma amostra da variavel aleatoria
selecionada. Este procedimento pode ser facilmente simulado, como mostrado da seguir:

Exemplo 4.8. Uma varidvel aleatdria exponencial de dois estdgios tem fdp

fx(x) =pae™® + (1 — p)be*bx

Fica claro da expressao acima que X consiste da mistura de duas varidveis aleatorias
exponenciais com pardimetros a e b, respectivamente.
X pode ser gerada da sequinte maneira:

o Realize um teste de Bernoulli com probabilidade de sucesso p.

e Se o resultado for um sucesso, use o método da transformada para gerar uma
varidvel aleatdoria exponencial de pardmetro a.

e Se o resultado for um fracasso, use o método da transformada para gerar uma
varidvel aleatoria exponencial de pardmetro b.

4.7 Exercicios

1. Escreva um programa de computador para implementar um gerador de ntimeros
aleatorios segundo a Equagao (4.2).

(a) Para checar seu programa, encontre Zjggp; com semente Zy = 1, ele deve ser
522329230.

(b) Gere 10000 ntimeros aleatorios no intervalo unitario e plote o histograma. O
resultado é o esperado? Justifique sua resposta.

2. Suponha que estamos interessados em utilizar arremessos de uma moeda ideal para
simular um experimento aleatério no qual existem seis resultados equiprovaveis,
S =140,1,2,3,4,5}. O seguinte algoritmo é proposto:

1) Jogue uma moeda ideal trés vezes e obtenha um nimero binario, associando
cara Com O Zero e coroa com o 1.

2) Se o resultado dos arremessos do passo 1) for a representagao binéaria de um
namero em S, gere o numero; caso contrario, retorne ao passo 1).
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Este algoritmo é uma versao simplificada do método da rejeigao.

(a) Encontre a probabilidade de um numero ser gerado no passo 2).
(b) Mostre que os niimeros gerados no passo 2) sdo equiprovaveis.

(c) Generalize o algoritmo acima para mostrar como o arremesso de moedas
pode ser usado para simular qualquer experimento aleatério com urnas.

3. Encontre a transformagdo necessaria para gerar uma varidvel aleatoria com dis-
tribuicao de Laplace.

4. Uma variavel aleatéria mista Y tem fdp dada por

fy(z) =pd(z) + (1 - p)fx(z)

onde X é uma varidvel aleatéria com distribuicao de Laplace, e p é um ntmero
entre 0 e 1. Encontre a transformagdo necessaria para gerar Y.

5. Especifique o método de transformagao necessario para gerar uma variavel alea-
toria com distribui¢ao de pardmetro a (o pequeno). Calcule o namero médio de
comparagoes necessario na busca.



Capitulo 5

Somas de Variaveis Aleatorias e o
Teorema do Limite Central

5.1 Introducao

Uma grande variedade de questoes pode ser respondida estudando-se uma v.a. W,,
definida como a soma de n v.a.’s

Wo=X1+Xo+---+X, (5.1)

Pelo fato de W, ser uma fungdo de n v.a.’s, poderiamos utilizar as distribui¢oes
conjuntas de X1, Xo,..., X, para derivar o modelo de probabilidade completo de W,,
na forma de uma fdp ou de uma fmp. Entretanto, em muitas aplicacbes praticas, a
natureza da andlise das propriedades das v.a.’s nos permite aplicar técnicas que sao
mais simples do que analizar um modelo de probabilidade n-dimensional.

5.2 Meédias de somas

Teorema 5.1. Para qualquer conjunto de v.a.’s X1, Xo, ..., Xy, o valor esperado de
Wy=X1+Xo+ - +X, ¢é

E[W,] = B[X1] + E[Xa] + - - + E[X,,]

Demonstra¢ao. Vamos mostrar inicialmente que E[Ws] = E[X;] + E[Xa].
Sejam g1 (X1, X2) = X1, g2(X1,X2) = Xo e g(X1, Xo) = g1(X1, X2) + g2(X1, X2).
Usando a propriedade da média de uma fungao de duas variaveis aleatorias, podemos
escrever (para o caso continuo)

+oo +o00
Elg(X1, X2)] :/ / 9(X1, X2) fx, x, (X1, Xo) de1dzo

—+oco —+oc0o
:/ / [91(X1, X2) + g2(X1, X2)] fx, x, (X1, X2) dardas
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+oo +o0
=/ / 91(X1, X2) fx, x5 (X1, X2) dz1dxs

400 +o0o
+/ / 92(X1, X2) fx, x, (X1, X2) dz1dxs

= E[g1(X1, X2)] 4+ Elg2 (X1, Xo)]

Portanto mostramos que E[Ws| = E[X; + X3| = E[X ]| + E[X2].
Assumimos agora

EWn1] = E[X1] + E[Xo] + -+ + E[Xp]

Note que W,, = W,,_1 + X,,. Desde que W,, € uma soma de duas v.a.’s W, _1 e X,,,
[l

Ou seja, a esperanga da soma é igual & soma das esperancas quer as v.a.’s sejam
independentes ou nao. Para a variancia de W,,, temos

Teorema 5.2. A varidncia de W,, = X1+ Xo+---+ X, €

n n—1 n
Var[W,,] = ZVar[Xi] +2 Z Z Cov[X;, Xj]
i=1 i=1 j=i+1

Demonstracao. Da definicao de varidncia, podemos escrever

Var[W,] = B [(W, = E[W,])’]

Por conveniéncia, chamemos p; = E[X;]. Desde que W,, = > | X; e E[W,,] =

D i His

Var[W,,] = FE (Z(XZ — Mz)) =F Z(Xz — i) Z(Xj — ;)

i=1

Separando os termos para os quais ¢ = j, temos

Var[W,] = Z E (X —w)* + Z(Xz = 1) (X5 — )
i=1 i
= Var[X,] + > > Cov[X;, X;]
i=1 i=1 j#i

Por tltimo, notamos que Cov[X;, X;] = Cov[X}, X;], e desta forma
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> CovXy, X;1=2) " Y Cov[Xy, X;]

i=1 ji i=1 j=i+1
O
Quando X1, Xo, ..., X, sdo mutuamente independentes, os termos Cov[X;, X;] =0
se j # i (veja Defini¢ao 3.9), e temos o seguinte resultado
Teorema 5.3. Quando X1, Xo,..., X, sao mutuamente independentes, a varidncia

de Wy, =X14+Xo+ -+ X,, € a soma das varidncias

Var[W,,] = Var[X;] + Var[Xs] + - - - + Var[X,,]

Exemplo 5.1. A entrada de um filtro digital é uma sequéncia aleatoria X, = Xg, X1,
X, ...

O valor esperado de X,, € a fungdo ux(n) =0, Vn. A fun¢ao de covaridncia de X,
¢ Ox[Xn, Xp] = Cx[n — k] = 0,8" kA saida do filtro é uma sequéncia aleatéria Yy,
relacionada a X, por

Y, =X, + X1+ X,_9, para todo n inteiro
Qual € a varidncia de Yy, ?
Solugao. Aplicando o teorema 5.2 obtemos para cada 1,
Var[Y;] = Var[X;] + Var[X,;_1] + Var[X;_2] + 2 Cov[X;, X;_1]
+ 2 COV[XZ', XZ',Q] + 2 COV[Xl',l, XZ',Q]

Desde que Var[X;] = Cx[0] e Cov[X;, X;| = Cx|[i — j],

Var[Y;] = 3Cx[0] + 4Cx[1] + 2Cx[2] =3 x 0,8° +4 x 0,8 42 x 0,8% = 7,48

A mesma estratégia pode ser utilizada para encontrar as propriedades de filtros
digitais mais complexos com relagdo entre entrada e saida dada pela forma geral

N-1
Yn = Z aan—i
=0
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5.3 Fdp da soma de duas v.a.’s

Antes de analisar o modelo de probabilidade da soma de n v.a.’s, é instrutivo analisar
asoma W = X +Y de duas v.a.’s continuas.

Teorema 5.4. A fdp de W=X+Y €

+00 +o0
fw(w) = fxy(z,w—z)dr = fxy(w—y,y)dy

—00 —0o0

Demonstracao. Para a prova deste teorema, vamos encontrar a fdp de W usando um
procedimento em dois passos: primeiro encontramos a fdc Fyy (w) integrando a fdp con-
junta fxy (z,y) sobre aregiao X +Y < w mostrada na Figura 5.1, e depois encontramos

a fdp fw(w) derivando a expressao de Fyy (w).

A
Y

X+Y <w

Figura 5.1: Regiao de integracao para a obtencao de Fyy(w).

fvtw) = P+ <ul= [ ([ rovaa)da

—00 —00

Tomando as derivadas da fdc para encontrar a fdp, temos

_ de(w) _ +oo d w—x _ +oo
fw(w) = —— —/Oo T /Oo fxy(z,y)dy GL’E—/Oo fxv(z,w—z)dx
Através de um desenvolvimento similar,podemos mostrar também que
+o0o
fw (w) = / fxy(w—y,y)dy
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Exemplo 5.2. Encontre a fdp de W = X +Y se X eY tém fdp conjunta

2 0<y<l0<z<lz+y<l1

0 caso contrdrio

Ixy(z,y) = {

Solugao. A fdp de W = X 4+ Y pode ser encontrada usando-se o teorema 5.4. Note que
X e Y sao dependentes e que os valores possiveis de X,Y ocorrem na regiao triangular
sombreada da Figura 5.2.

w y=w-—=z

Figura 5.2: Regiao de integragao para a obtengao de Fyy(w).

Portanto 0 < X +Y < 1. Assim, fiy(w) =0paraw <0ouw > 1. Para0 < w < 1,
aplicando o teorema 5.4, chega-se a

w
fw(w):/ 2dx =2w 0<w<1)
0
A expressao completa para a fdp de W é entao dada por

2w 0<w<l1

0 caso contrario

Jw(w) :{

Quando X e Y sao independentes, a fdp conjunta de X e Y pode ser escrita como o
produto das fdp’s marginais fxy (z,y) = fx(x)fy(y). Neste caso, podemos reescrever
o teorema 5.4 como

Teorema 5.5. Quando X e Y sao v.a.’s independentes, a fdp de W = X +Y €

+00 +oo
fw(w) = fx(w—y)fy(y)dy = fx (@) fy(w—2)dx

—00 —
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Neste teorema combinamos duas fun¢oes de uma variavel fx(-) e fy(-) para produzir
uma terceira fungao fy (). A combinagao no teorema 5.5, é chamada de convolugao,
e é denotada por fiy(-) = fx(:) * fy(-). De maneira geral, € melhor usar métodos de
transformacao para calcular a convolucao de duas fungoes. Na linguagem de teoria de
probabilidade, a transformada de uma fdp ou de uma fmp é uma fungao geratriz de
momentos.

5.4 Funcao geratriz de momentos

A fdp da soma das v.a.’s independentes X1, X, ..., X,, € uma sequéncia de convolugoes
envolvendo as fdp’s fx, (x), fx,(x), e assim por diante. Na teoria de sistemas lineares,
uma convolucao no dominio do tempo corresponde a uma multiplicagao no dominio da
frequéncia com as fungdes no tempo e na frequéncia relacionadas pela transformada de
Fourier. Na teoria de probabilidade podemos, de forma similar, usar métodos de trans-
formadas para substituir a convolu¢éo de fdp’s por multiplicagbes de transformadas.

Definigao 5.1. Func¢do geratriz de momentos (FGM): Para uma v.a. X, a
fungao geratriz de momentos (FGM) é dada por

ox(s)=F [eSX]

Esta definicao se aplica tanto a v.a.’s continuas como discretas. O que muda de um
caso para outro é a forma de calculo da esperanca. Quando X é uma v.a. continua

+o0
ox(s)= [ et da (5:2)
—00
Esta equagao indica que a FGM de uma v.a. continua é similar & transformada de
Laplace de uma fungao temporal. Para uma v.a. discreta Y a FGM torna-se

¢y (s) = D eYipy (i) (5.3)

yi€Sy

Na forma integral da Equagao (5.2), a FGM lembra a transformada de Laplace que
é geralmente utilizada na teoria de sistemas lineares. A principal diferenca é que a FGM
¢é definida para valores reais de s.

Para uma dada v.a. X, existe uma faixa de valores possiveis de s para os quais
¢x(s) existe. O conjunto de valores de s para os quais ¢x(s) existe é chamada de
regiao de convergéncia. Por exemplo, se X é uma v.a. nao negativa, a regiao de
convergéncia inclui todo s < 0. Para qualquer v.a. X, ¢x(s) sempre existe para s = 0.

Iremos usar a FGM avaliando suas derivadas em s = 0. A medida que a regido de
convergéncia inclui um intervalo nao vazio (—¢,¢) em torno da origem s = 0, podemos
avaliar as derivadas da FGM em s = 0.

A exemplo da fmp de uma v.a. discreta e da fdp de uma v.a. continua, a FGM é
um modelo de probabilidade completo para uma v.a. Usando métodos de transformada
inversa, é possivel calcular a fmp ou a fdp a partir da FGM.



106 Somas de Variaveis Aleatorias e o Teorema do Limite Central

Exemplo 5.3. Se X = a, uma constante, entao fx(x) =d(x —a), e

ox(s) /+OO e**o(xr —a)dx = e

—00

Exemplo 5.4. Quando X tem uma fdp uniforme,

caso contrdrio
a FGM de X ¢

1 s_1
INEEy
0

S

Exemplo 5.5. Seja a v.a. X com fdp exponencial

e ™ >0
0 caso contrdrio

00 e A
(bX(s):/O T e Mdy = s

fx()

a FGM de X ¢

Exemplo 5.6. Seja X uma v.a. de Bernoulli com

1—-p =0
fx(@)=4qp r=1
0 caso contrdrio

a FGM de X ¢

¢x(s) = E[e*”] = (1 — p)e® + pe = 1 — p + pe®

Exemplo 5.7. Seja X com fmp geométrica

—p)*lp 2=
fX(x):{u Pl w=12,

0 caso contrdrio
a FGM de X ¢

= sx =1 _ Soo Sy — pe’
¢X(s):;6 (1—p)*'p=pe ;((1—19)6) Bl gy s v
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Exemplo 5.8. Seja X com fmp de Poisson
ezl x=0,1,2,...
px(z) = 4 i,
0 caso contrdrio
a FGM de X €
o o
dx(s) = Y_eTate fal =Y (ac’)"/al = Y
=0 =0
A funcao geratriz de momentos tem algumas propriedades:
Teorema 5.6. Para qualquer v.a. X, a FGM satisfaz
¢X(S)|s:0 =1
Demonstracao.
X 0
(bX(S)’s:O =E [68 ”5:0 =FE [6 ] =1
O

Este teorema é bastante 1til para verificar se uma func¢ao pode ser uma FGM valida.

Teorema 5.7. A FGM deY = aX + b satisfaz

py (s) = e®x(as)

Demonstracao.

¢Y(5) _ E[es(aXer)] — BSbE[G(as)X] _ eSbng(as)

0

Como seu nome sugere, a fun¢ao ¢x(s) é especialmente util para encontrar os mo-

mentos de X.

Teorema 5.8. Uma v.a. com FGM ¢x(s) tem n-ésimo momento

s - Fexts|
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Demonstragao. A derivada primeira de ¢x(s) é

déx(s) _ d </+OO e fx(z) dx) = /+OO ze™ fx(z) dx

ds  ds o o

Avaliando esta derivada em s = 0, concluimos a prova para n = 1

d(bx(s)
ds

+oo
:/ zfx(x)dr = E[X]

s=0 — 00

Similarmente, a n-ésima derivada de ¢x(s) é dada por

PO _ [T o)

n
ds oo

Avaliando a expressdo acima em s = 0 completamos a prova do teorema. ]

Uma vantagem da FGM é que geralmente é mais facil encontrar a FGM de X e
tomar as derivadas para encontrar os momentos de X do que encontra-los diretamente.

Exemplo 5.9. Encontre o n-ésimo momento de uma v.a. com fdp exponencial

fx(z) =

0 caso contrdario

{)\em x>0

Solugao. Podemos escrever o primeiro momento como

quX(s) A 1
BX] = = = 2| ==
S s=0 (>‘ - S) s=0
o segundo momento como
d*px (s) 2\ 2
E[x?% = ——=22 S AN _
o ds® oo (A=s)Plop N
e o terceiro momento como
d3px(s) 6 6
E[X3] = 22 = — = —
Xl ds® o (A=s)top A

Por inducgao, podemos afirmar que o n-ésimo momento de X é dado por

n!

T

sS=

B nI\
- ()\ _ S)nJrl

s=0
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5.5 FGM da soma de v.a.’s independentes

FGM’s sao particularmente tteis para analisar a soma de v.a.’s independentes. Se
W =X +4Y onde X e Y sdo v.a.’s com transformadas ¢x(s) e ¢y (s) respectivamente,
a transformada de W é

ow(s) = E[esw] = E[es(x+y)] = E[eSXe‘SY} (5.4)

Geralmente a expressao acima é dificil de calcular. Entretanto, quando X e Y
sao independentes, podemos escrever a esperanca do produto e*Xe*¥ como o produto
das esperancas F [eSX ] E [esy]. Neste caso, encontrar ¢y (s) fica facil se conhecermos

Px(s) e py(s).

ow(s) = E[e*X e ] = E[e** | E[e®] = ¢x(s)py () (5.5)

Quando as n v.a.’s Xi,Xo,...,X, sado independentes, a esperanca do produto
91(X1) 92(X2) -+ gn(X,) pode ser escrita como o produto das esperangas

Elg1(X1)g2(X2) - - - gn(Xy)] = Elg1(X1)]E[g2(X2)] - - - E[gn(Xy)] (5.6)

Esta expressao leva ao seguinte teorema

Teorema 5.9. Para uma sequéncia X1, Xo, ..., X, den v.a.’s independentes, a FGM
deW=X1+Xo+---+X, €

ow (s) = ¢x,(8)dx,(8) - dx,(s)

Demonstrac¢do. Da definicao de FGM

¢W(5) — E |:68(X1+X2+---+Xn):| — E [€8X1€8X2 .. eSXn]

X

Usando a Equagao (5.5) com g;(X;) = e**i, a esperanca do produto é

EW]=E [eM] E[e**2] - B [e**"] = ¢x, (s)dx,(s) -~ o, (5)
O

Quando Xi, Xs,...,X,, sdo independentes e identicamente distribuidas, ¢x,(s) =
¢x(s) para todo i, e 0 teorema 5.9 tem um corolario simples

Corolario 5.10. Para as v.a.’s X1, Xo, ..., X, independentes e identicamente dis-
tribuidas cada qual com FGM ¢x(s), a FGM de W = X1+ Xo+---+ X, €

ow (s) = [¢x(s)]"
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Vimos anteriormente que a fdp fyy(w) é obtida através da convolucao das fdp’s
individuais fx,(z;). A FGM ¢ (s) é simplesmente a multiplicagdo das FGM’s indi-
viduais ¢x,(s). Geralmente, o calculo destas convolugoes é um processo complexo e
tedioso, e a alternativa seria transformar fx(z) em ¢x(s), e entao usar o Corolario
5.10 para obter ¢ (s), e finalmente calcular a transformada inversa, obtendo-se assim

Jw(w).

Exemplo 5.10. Seja K1, Ko, ..., K, um conjunto de n v.a.’s independentes com distri-
buicao de Poisson, tais que E[K;] = N;. Encontre a FGM de W = K1+ Ko+ -+ K,,.

Ai(ef—1)

Solugao. Do Exemplo 5.8 sabemos que K; tem FGM ¢k, (s) = e . Pelo Corolario

5.10,

by (5) = M€ DA =1) L An(e=1) — p(athatodn)(e 1) — (O (e 1)

onde Ay = A1 + A2 + -+ - + \,,. Examinando o Exemplo 5.8, observamos que ¢p (s) é a
FGM de uma v.a. com distribui¢do de Poisson com média Ap. Portanto

Me ™ fw! w=0,1,...,n

0 caso contrario

fw(w) :{

O modelo de probabilidade da soma de n v.a.’s identicamente distribuidas com
distribuicdo de Poisson tem a mesma forma do modelo de probabilidade de cada v.a.
individual. Esta propriedade é valida também para v.a.’s identicamente distribuidas
com distribuicao gaussiana. Para v.a.’s com outras distribui¢oes esta propriedade nao
é mais valida.

Exemplo 5.11. Encontre a FGM de uma v.a. Binomial K com fmp

n\ k (n—k)
p"(l—p k=0,1,...,n
0 caso contrdrio

Solugao. Calcular a FGM de K diretamente como E[e*¥] ¢ bastante complicado. Ao
invés disso, lembremos que podemos representar K como K = X7+ Xo+---+ X, onde
cada X; é uma v.a. de Bernoulli independente. Desta forma, do Exemplo 5.6

¢ (s) = (¢x(s))" = (1 —p+pe’)"

Exemplo 5.12. Uma v.a. Erlang-n T, tem fdp

)\ntn—le—/\t
an<t>={ G f20

0 caso contrdrio

Encontre a FGM de T,
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Solugao. A FGM de T,, pode ser calculada diretamente como

(3] A n—lo—At A n. roo (}\ _ s)ntnflef()\fs)t
= Sti dt == / dt
01, (5) /0 c (n—1)! <)\—s> 0 (n—1)!

1

A integral (1) é igual a 1 pois é a integral de um fdp Erlang sobre todos os valores

o1, (s) = <)\is>n

No Exemplo 5.5 observamos que ¢x (s) = A\/(A—s) é a FGM de uma v.a. exponencial
X com média 1/\. Portanto, a soma de n v.a.’s exponenciais identicamente distribuidas,
cada uma com média 1/A tem FGM (A/\ — s)", que é exatamente a FGM de uma v.a.
Erlang de ordem n.

Isto mostra que uma v.a. Erlang é a soma de v.a.’s exponenciais identicamente
distribuidas.

possiveis. Entao

5.6 Somas de v.a.’s gaussianas independentes

Seja X1, Xs,..., X, um conjunto de v.a.’s gaussianas independentes. Podemos usar a
FGM de cada v.a. na soma para derivar algumas propriedades interessantes de W, =
X1+ Xo+ -+ X,. Quando n = 1, W = X; é apenas uma v.a. gaussiana. Para
encontrar sua FGM, encontramos inicialmente a FGM de uma v.a. N(0,1).

Teorema 5.11. A FGM de uma v.a. gaussiana Z com média nula e varidncia
unitdria €

dz(s) = e/

Demonstra¢ao. A FGM de Z pode ser escrita como

e sz d 1 e sz 7z2/2d
qSZ(s)—/ efZ(z)z—E/ooee z

—00

Esta integral pode ser resolvida completando-se o quadrado no expoente

1 +oo 1 +o0

1

O teorema se sustenta pois no lado direito temos uma integral de uma fdp gaussiana
com média s e variancia 1. O
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Teorema 5.12. A FGM de uma v.a. gaussiana com média v e varidncia o2 é

dx(s) = et/

Demonstra¢do. Uma v.a. gaussiana X com média p e varidncia o2 pode ser expressa
em termos da v.a. Z N(0,1) como

X=0Z+pu
Consequentemente, do Teorema 5.7, a FGM de X é

ox(s) = e¥z(os) = e/

Agora podemos apresentar o resultado principal desta sec¢ao.

Teorema 5.13. A soma den v.a.’s gaussianas independentes Wy, = X1+ Xo+---+
X, tem uma distribuicao gaussiana com média e varidncia dadas por

E[W,] = B[X1] + E[Xa] + - - + E[X,,]

Var[W,,] = Var[X;] + Var[Xs] + - - - + Var[X,,]

Demonstragdo. Por conveniéncia, seja y; = E[X;] e 02 = Var[X;]. Desde que os X; sio
independentes, sabemos que

pw(s) = dx,(8)Px,(s) - ¢x,(s)

— esu1+0%s2/2€su2+ags2/2 L esun+ags2/2

— eS(1tpattpn)+ (07 +03 4407 )5 /2

Da equagao acima, pode-se ver que ¢ (s) é a FGM de uma v.a. gaussiana com
média g + pg + -+ + pp e variancia of + o3 + -+ + o2. U

5.7 Somas aleatérias de v.a.’s independentes

Muitos problemas praticos podem ser analisados pela soma de v.a.’s identicamente dis-
tribuidas, mas cujo ntimero de termos na soma é também uma v.a. Referimo-nos a
v.a. resultante R como uma soma aleatéria de v.a.’s independentes e identicamente
distribuidas. Entao, dada uma v.a. N e uma sequéncia de v.a.’s X1, Xo,..., Xy iden-
ticamente distribuidas, seja

R=X;+Xo+ -+ Xy (5.7)
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Os dois exemplos a seguir descrevem processos estocésticos nos quais as observagoes
s&o somas aleatorias de v.a.’s.

Exemplo 5.13. Em um terminal de 6nibus, conte o mumero de pessoas que chegam
nos oémibus durante uma hora.

Solugao. Se o numero de pessoas no i-ésimo énibus é K; e o numero de 6nibus que
chegam é N, entao o nimero de pessoas chegando durante uma hora é

R=Ki+ Ko+ + Ky

Em geral, o nimero N de 6nibus que chegam ira ser uma v.a., e desta forma, R é
uma somas aleatoéria de v.a.’s.

Exemplo 5.14. Conte o nimero N de pacotes de dados transmitidos através de um
link de comunicacoes em um minuto.

Solugao. Suponha que cada pacote é corretamente decodificado com probabilidade p,
independentemente do resultado da decodificacao de qualquer outro pacote. O nimero
de pacotes decodificados corretamente em um minuto de transmissao é

R=X1 4 X+ + Xy

onde X; é 1 se o i-ésimo pacote é decodificado corretamente, e 0, caso contrario. Pelo
fato de o nimero de pacotes transmitido N ser aleatério, R nao é a v.a. binomial usual.

No exemplo acima, podemos utilizar os métodos utilizados para v.a.’s multiplas
para encontrar a fmp conjunta fygr(n,r). Entretanto ndo somos capazes de encontrar
uma expressao simples em forma fechada para a fmp fr(r). Por outro lado, vamos
demonstrar nesta se¢ao que é possivel expressar o modelo de probabilidade de R como
uma formula para a FGM ¢r(s).

Embora nos exemplos acima tenhamos considerado apenas casos nos quais os X; sao
v.a.’s discretas, seré mais instrutivo enfatizar o caso em que os X; sdo v.a.’s continuas.
Sejam as v.a.’s

Wpn=X1+Xo+ ---+X, (5.8)

R=X14+Xo4 -+ Xy (5.9)

E importante sabermos distinguir a v.a. W,, da v.a. R. Especificamente, W,, é a
soma de um ntmero deterministico particular n dos X; e nao é uma soma aleatoéria de
v.a.’s. Portanto, a fdp de W, é a fdp condicional de R dado que N = n. Em geral,
encontrar a fdp ou a fmp de R é bastante dificil. Entretanto, encontrar a FGM de R é
surpreendentemente facil, como podemos ver no teorema a seguir
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Teorema 5.14. A soma aleatoria de v.a.’s independentes e identicamente distribui-
das R=X14+ Xo+ .-+ Xy tem FGM dada por

or(s) = on(In(px(s)))

Demonstragao. Para encontrar ¢r(s) = E [eSR], iremos usar iteragoes de esperancas,
encontrando primeiro a esperanca condicional E [eSR\N = n], e entao tomando a espe-
ranca sobre N

¢r(s) =Y E[e*fIN=n]py(n)=> E |:eS(X1+X2+...+XN)’N — n} pa(n)
n=0 n=0

Pelo fato de os X; serem independentes de IV,

£ |:63(X1+X2+"'+XN)|N _ n} - B {es(XﬁX?*“'*X”)] = E [V = éw, (s)

Do teorema 5.10, sabemos que ¢, (s) = [¢x(s)]", o que implica em

dr(s) =Y _ [px(s)]" pn(n)
n=0
Observamos que podemos escrever [¢px(s)]" = [eln(‘”(s))]n = ell@x(GDn - Isto

implica

o0
Or(s) = 3 Xy (n)
n=0
Reconhecendo que esta soma tem a mesma forma daquela da Equagao (5.3), obtemos

¢r(s) = on(In(¢x(s)))

Exemplo 5.15. O numero N de pdginas em uma transmissao de fax tem fmp geo-
métrica com média 1/qg = 4. O nuimero K de bits em uma pdgina de fax também tem
distribuicio geométrica com média 1/p = 10° bits, independentemente de qualquer outra
pagina e do nimero de paginas. Encontre a FGM de B, o niumero total de bits em uma
transmissao de fax.

Solugao. Quando a i-ésima pégina tem K; bits, o ntmero total de bits é a soma
aleatoria

B=K +Ky+- -+ Ky

Entao
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¢B(s) = ¢on(In(¢k(s)))
Do exemplo 5.7
ge’ pe’
on(s) = —0—g oK (s) = T—(=pe

Para calcular ¢p(s), substituimos In(¢x(s)) para toda ocorréncia de s em ¢y (s).
Equivalentemente, podemos substituir ¢ (s) para toda ocorréncia de e® em ¢ (s). Esta

substituigao leva a
pe’
N\1= (1 —p)es B pge’

()

Podemos ver que B tem FGM de uma v.a. geométrica com média 1/(pg) = 400000
bits.

oB(s) =

Usando o teorema 5.14, podemos tomar as derivadas de ¢ (In(¢x(s))) para encon-
trar expressoes simples para a média e variancia de R

Teorema 5.15. A soma aleatdria das v.a.’s independentes e identicamente distri-
buidas R = X1 4+ X9+ --- + X tem média e varidncia dadas por

E[R] = E[N]E[X] Var[R] = E[N] Var[X] + Var[N](E[X])?

Demonstracao. Pela regra da cadeia das derivadas,

/ — & (In s ¢/ (3)
a(s) = oy (n(ox () S5

Desde que ¢x(0) = 1, avaliando em s = 0, temos

w0 = (o Ex(0) _
E[R] = ¢(0) = ¢N(O)¢X(O) = E[N]E[X]
Para a derivada segunda de ¢x(s) temos
r(s)\? 8)'(s) — [#(3)]
o) = o) () oy o) UL )

Novamente, avaliando em s = 0, temos

E[R?] = E[N?|ii% + E[N] (E[X?] - %)

Subtraindo (E[R])? = (unpx)? de ambos os lados da equagdo acima completamos
a prova. [l
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Observe que Var[R] contém dois termos: o primeiro termo py Var[X] resulta da
aleatoriedade de X, enquanto que o segundo termo Var[N] ,ug( é uma consequéncia da
aleatoriedade de NN. Para visualizar isto, considere estes dois casos

e Suponha que N é deterministico, de modo que N = n todas as vezes. Neste caso,
un =mn e Var[N] = 0. A soma aleatéria R é uma soma deterministica ordinaria
R=X;+ X9+ -+ X, e Var[R] = n Var[X].

e Suponha que N é aleatéria, mas cada X; é uma constante deterministica z. Neste
exemplo, ux = x e Var[X] = 0. além disso, a soma aleatoria torna-se R = Nz e
Var[R] = 22 Var[N].

E importante enfatizar que os teoremas 5.14 e 5.15 exigem que N seja independente
da sequéncia aleatéria Xy, Xo,...,X,, isto é, o nimero de termos na soma aleatoria
nao pode depender dos valores dos termos da soma.

Exemplo 5.16. Seja X1, Xo,... uma sequéncia de v.a.’s gaussianas independentes e
identicamente distribuidas com média 100 e varidncia 100. Se K € uma v.a. de Poisson
com média 1, encontre a média e a varidncia de R= X1 + Xo+ -+ 4+ Xg.

Solucao. A distribui¢ao de R ou mesmo a FGM de R sao dificeis de se obter. Entre-
tanto, o Teorema 5.15 torna o calculo dos momentos bastante facil. Sabemos que uma
v.a. de Poisson com média 1 também tem varidncia 1. Entao

E[R] = E[X]E[K] = 100

Var|R] = E[K] Var[X] + Var[K](E[X])? = 100 + (100)? = 10100

Pode-se ver que a maior parte da varidncia é devida a aleatoriedade de K. Isto
acontece porque é muito provavel que K assuma os valores 0 e 1, e estas duas escolhas
mudam de forma dramética a soma.

5.8 Teorema do limite central

Em um grande nimero de situagoes praticas, histogramas de medidas seguem apro-
ximadamente uma curva em forma de sino. Um histograma é um gréafico de barras
que divide o conjunto de medidas possiveis em intervalos iguais e mostra o niimero de
medidas em cada intervalo.

Quando o tamanho de cada intervalo é pequeno e o nimero de medidas é grande,
a forma da histograma assemelha-se bastante & forma da fdp da v.a. que descreve as
medidas. Por exemplo, o primeiro grafico da Figura 5.3 é um histograma derivado a
partir de 400 repeticoes de um experimento. Em cada experimento alguém joga uma
moeda 50 vezes e observa o numero de coroas. O histograma segue aproximadamente
uma curva em forma de sino. O segundo grafico na Figura 5.3 mostra as probabilidades
binomiais exatas do namero de caras em 50 jogadas.
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Figura 5.3: O nimero de caras em 50 arremessos de uma moeda ideal: 400 repetigoes
experimentais versus a fmp binomial.

Lembremos que a fdp em forma de sino corresponde & de uma v.a. gaussiana. O
teorema do limite central explica porque muitos fenémenos produzem dados que podem
ser modelados como v.a.’s gaussianas na pratica.

Iremos usar o teorema do limite central para estimar as probabilidades associadas
com a soma de v.a.’s independentes e identicamente distribuidas W,, = X1+ Xo+---+
X,. Entretanto, & medida que n — oo, E[W,] = nux e Var[W,] = n Var[X] tendem
a infinito, o que faz com que seja muito dificil fazer uma afirmacdo matemaética sobre
a convergéncia da fde Fyy, (w). Portanto o teorema do limite central serd escrito em
termos da v.a. normalizada

n
Z Xi—npx
i=1

Zy=2L
JnoZ

Dizemos que a soma Z, estd normalizada pois para todo n

E[Z,]=0 Var[Z,] =1
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Teorema 5.16. Teorema do limite central. Dada uma sequéncia X1, Xo,... de
v.a.’s independentes e identicamente distribuidas com valor esperado px e varidncia

0%, a fdc de Z, = (311 Xi; — npux) /\/no% satisfaz
nh_)rrgo Fz, (z) = ®(2)

onde ®(z) € a fdc de uma v.a. N(0,1).

A prova deste teorema € bastante complexa, e esta fora do escopo deste texto. Além
do Teorema 5.16 existem outros teoremas do limite central, cada um deles com sua
propria restricao sobre a natureza da sequéncia W, de v.a.’s.

Um aspecto singular do Teorema do Limite Central é o fato de nao haver restrigoes
sobre a natureza das v.a.’s X; na soma. Elas podem ser continuas, discretas ou mistas.
Em todos os casos a fdc de sua soma assemelha-se mais e mais da fdc Gaussiana &
medida que o nimero de termos na soma cresce. Algumas versoes do Teorema do
Limite Central aplicam-se a somas de sequéncias X; que nao sao nem independentes e
identicamente distribuidas.

Para usar o teorema do limite central, observe que podemos expressar a soma de
v.a.’s identicamente distribuidas W,, = X; + Xy +--- + X, como

W, = nangn + nux (5.10)

A fdc de W,, pode ser expressa em termos da fdc de Z,, como

w—npx

/ 2
nox

Para n grande, o teorema do limite central diz que Fz, (z) ~ ®(z). Esta aproximagao
é a base para a maneira pratica de se utilizar o teorema do limite central.

Fi, (w) ~ ® (5.11)

Corolario 5.17. Aproximacao do teorema do limite central: Seja W, = X1+
Xo+ -+ + X, uma soma de v.a.’s independentes e identicamente distribuidas com
E[X] = ux e Var[X] = 0%. A fdc de W,, pode ser aprozimada por

w— npx
Jno%

Frequentemente chamamos a Definigao 5.17 uma aproximagao Gaussiana para W,.

5.9 Aplicacoes do Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central torna possivel fazer calculos rédpidos e precisos que de
outra maneira seriam bastante complexos e demorados. Nestes, a v.a. de interesse é
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uma soma de outras v.a.’s, e calculamos as probabilidades dos eventos referindo-nos a
v.a. Gaussiana correspondente.

Exemplo 5.17. Um disco digital compacto (CD) contém amostras digitalizadas de uma
forma de onda acistica.

Em um CD player com um conversor D/A de 1 bit, cada amostra digital € repre-
sentada com uma precisio de 0,5 mV.

Para minimizar o erro de reproducdo, a forma de onda € sobreamostrada tomando-
se oito medidas independentes para cada amostra. O wvalor final da amostra da forma
de onda € obtido calculando a média (média amostral) de oito medidas.

Qual € a probabilidade de o erro na amostra da forma de onda ser maior que 0.05
mV?

Solugao. As medidas Xi,..., Xs tém distribui¢do uniforme na faixa (V' — 0,5 mV) <
X < (V40,5 mV), onde V é o valor exato da amostra da forma de onda. O CD player
produz a saida U = Wg/8 onde

8
Wy = ZXi
=1

Para encontrar P[|U — V| > 0.05] exatamente, precisariamos encontrar o modelo
de probabilidade exato para Wg, ou calculando oito convoluges da fdp uniforme de
X, ou ainda, usando a fungao geratriz de momentos. De qualquer forma, o processo é
extremamente complexo.

Alternativamente, podemos usar o Teorema do Limite Central para modelar Wy
como uma v.a. Gaussiana com p = 8ux = 8mV e variancia Var[Wg] = 8/12.

Portanto, U é uma v.a. Gaussiana com E[U] = E[Wg]|/8 =V e Var[Ws]/64 = 1/96.

Finalmente, o erro U — V na amostra da forma de onda de saida é Gaussiano com
valor esperado zero e variancia 1/96. Segue entao que

PlU - V| > 0,05 =2 [1 By (0,05/%)} ~ 0,62

Exemplo 5.18. Um modem transmite um milhao de bits. Cada bit € 0 ou 1 com
probabilidades iguais. Estime a probabilidade de pelo menos 502000 uns.

Solugao. Seja W o nimero de uns em um milhao de bits. Note que E[W] = 500000 e
Var[W] = 10%/4 = 250000, de modo que oy = 500. Pela aproximacdo do Teorema do
Limite Central,

502000 — 500000
P[W > 502000] = 1 — P[W < 502000] ~ 1 — & ( =0 > =1-d(4)

Verificando os valores da fungdo ®(-) em tabelas matematicas, temos que

1-®(4)=Q4) =3,17x107°
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5.10 Exercicios

1. Seja W,, a soma de n arremessos independentes de um dado de quatro faces.
Encontre a média e a varidncia de W,,.

Resp: E[W,] = 2,5n Var[W,] = 1,25n

2. Sejam X e Y duas v.a.’s exponenciais independentes com médias E[X] = 1/3 e
E[Y]=1/2. Encontre a fdp de W =X +Y.
Resp: fw(w) = 6(e™ 2V — e73W)

3. A v.a. K tem fmp dada por

0.2, k=0,1,234

0, caso contrario

fr(k) = {

Encontre a FGM ¢k (s) de K. Use-a para encontrar os quatro primeiros momentos

de K.
Resp: ¢ (s) = 0,2(1 + e® + €2 + 3% + %)
EK]=2 E[K’|=6 E[K?’=20 E[K'=10,8

4. Seja K1, Ko, ... uma sequéncia de v.a.’s independentes e identicamente distribu-
idas, cada uma delas com distribuicao dada por

1/n, k=1,2,...,n

k) =
Jx(k) {O, caso contrario
Encontre a FGM de J =K1 + Koy + -+ K,

Resp: 65(s) = %

5. Seja X1, Xs,..., X, uma sequéncia de v.a.’s gaussianas independentes de média
zero e variancia tal que Var[X;] = i. Encontre a fdp de

W=aX;+a?’Xo+ - +a"X,

1
Resp: fiy(w) = ——== e w20y
[ 2
2moyy,
6. Seja X7, Xo,... uma sequéncia de v.a.’s independentes e identicamente distribui-

das com fdp exponencial

fx(@) = {_ v=0

0, caso contrario

Seja N uma v.a. geométrica com média 1/p. Qual é a FGM de R = X; + Xy +
.-+ + Xn7 Adicionalmente, encontre a fdp de R.

Resp:
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10.

Or(s)= - fnlr) =

{pe”’”, r>0

0, caso contrario

A v.a. X milissegundos é o tempo total de acesso (tempo de espera + tempo
de leitura) para obter um bloco de informacao de um disco de computador. X é
uniformemente distribuida no intervalo de 0 a 12 milissegundos. Antes de realizar
uma determinada tarefa, o computador precisa acessar 12 blocos de informacao
diferentes do disco. (Os tempos de acesso para blocos diferentes sao independentes
um do outro). O tempo total de acesso para todas as informagoes é uma v.a. A
milissegundos.

(a) Calcule E[X], o valor esperado para o tempo de acesso.

(b) Calcule Var[X], a variancia do tempo de acesso.

(c) Calcule E[A], o valor esperado do tempo total de acesso.

(d) Calcule o4, o desvio padrao do tempo total de acesso.

(e) Useo Teorema do Limite Central para estimar P[A > 75 ms], a probabilidade

do tempo total de acesso exceder 75 ms.

(f) Use o Teorema do Limite Central para estimar P[A < 48 ms], a probabilidade
do tempo total de acesso ser menor que 48 ms.

Resp: a) E[X]| =6ms b)) Var[X] =12 ¢) E[A] =72ms d) Var[A] = 144
e) PIA > 75|~ 0,4013  f) P[A < 48] ~0,0227

Seja X1, Xo,... uma sequéncia de v.a.’s independentes e identicamente distribui-
das com fdp uniforme entre 0 e 1, e seja N uma v.a. geométrica com média

1/p.

a) Qual ¢ a FGM de R=X; + Xo + -+ + Xn?

b) Calcule a média e a varidncia de R.

Resp:

_ p(e® —1)
) orle) = e
(b) E[R] 1 Var[R] = 3—-2p

2 122

Seja X uma v.a. N(0,1). Encontre a média e a variancia de Y = 2X + 1 usando
a funcao geratriz de momentos.

Resp: E[Y]=1e Var[Y] =4

Seja a fungao geratriz de momentos de uma v.a. discreta dada por

dx(s) = 0.25e° + 0.35¢> + 0.40¢>

Encontre P[X = 0], P[X =1], P[X =2], P[X =3|, P[X =4] e P[X =5].

Dica: lembre que, para o caso discreto, ¢px(s) = >, €*¥ fx(x;), e que fx(xo) =
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Resp: P[X =0] =0 P[X =1]=0,25 P[X=2]=0 P[X =3]=0,35
P[X =4]=0 P[X =5]=0,40

11. Seja K1, Ks,... uma sequéncia de v.a.’s iid com distribui¢do de Bernoulli, com
fmp dada por
1—-p k=0
pr(k)=<p k=1
0 caso contrario
Seja M =K1+ Ko+ ...+ K,.
(a) Encontre a FGM ¢ (s)
(b) Encontre a FGM ¢p/(s)
(c) Use ¢nr(s) para calcular E[M] e Var[M].
Resp:
(a) ¢x(s)=1—p+pe
(b) ¢rr(s) = (1 —p+pe’)”
(c) E[M] =mnp e Var[M]=np(1—p).
12. Suponha que durante o i-ésimo dia de dezembro, a energia X; armazenada por um
coletor solar é bem modelada por uma v.a. gaussiana com média (32 —¢)/4 kWh
e desvio padrdo de 10 kWh. Assumindo que a energia armazenada a cada dia é
independente de qualquer outro dia, qual é a fdp de Y, a energia total armazenada
nos 31 dias de dezembro?
Resp: Gaussiana de média 124 e varidncia 3100
13. O k-ésimo momento de uma v.a. discreta é dado por
EX¥| =08, k=1,2,...
(a) Encontre a fungao geratriz de momentos de X.
(b) Encontre P[X = 0] e P[X = 1].
Resp:
(a) ¢x(s)=0,2+0,8¢
(b) P[IX =0]=0,2e P[X =1] =0,8.
14. Seja X uma variavel aleatoria com distribuigao N(0,1). Usando a funcao geratriz

de momentos, determine F[X"] para n = 1,2,3.

Resp: E[X] =0, E[X?]=1e E[X3] =0.



Somas de Variaveis Aleatorias e o Teorema do Limite Central 123

15.

16.

17.

As chamadas telefonicas podem ser classificadas como sendo de voz (V'), se alguém
esta falando, ou de dados (D), se corresponder a uma transmissao de modem
ou fax. Baseado em uma grande quantidade de observagoes realizadas por uma
companhia telefénica, temos o seguinte modelo de probabilidade: P[V] = 0.8 e
P[D] = 0.2. As chamadas de voz e de dados ocorrem independentemente umas
das outras. Seja a variavel aleatéria K, definida como o ntimero de chamadas de
dados em uma colecao de n chamadas telefénicas.

(a) Calcule E[Kjg], o nimero esperado de chamadas de dados em um conjunto
de 100 chamadas.

(b) Calcule ok,,,, 0 desvio padrdo do namero de chamadas de dados em um
conjunto de 100 chamadas.

(c) Use o Teorema do Limite Central para estimar P[Kjoy > 18], ou seja, a
probabilidade de pelo menos 18 chamadas de dados em um conjunto de 100
chamadas telefénicas.

(d) Use o Teorema do Limite Central para estimar P[16 < Kjg < 24], ou seja, a
probabilidade de existirem entre 16 e 24 chamadas de dados em um conjunto
de 100 chamadas telefonicas.

Dica: Q(—z) =1— Q(x).
Resp: ()20 (b)4 (c)0,6915 (d) 0,6826

Sejam X1, Xo,..., X, n variaveis aleatorias iid com distribuicao de Cauchy

e
7'('(.%'% + a%)

fx(z) =

,—00 < x <00

Seja a variavel aleatoéria Y, dada por

1 1<
1=1
(a) Encontre a fungao caracteristica de Y.
(b) Encontre a fdp de Y,.

(¢) O Teorema do Limite Central se aplica neste caso? Justifique sua resposta.

a

Resp: (a) ¥x(jw) = e—alwl (b) Fy, (yn) = W

(c) nao

Sejam X e Y duas variaveis aleatorias independentes com distribui¢ao uniforme
no intervalo (0,1). Encontre e esboce a fdp de Z =X + Y.

Dica: faga a andlise para o intervalo (0 < z < 1) e depois para o intervalo
(1<z<2).

z 0<z<l1
Resp: fz(z)=¢2—2 1<2<2

0 caso contrario
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18.

19.

20.

Seja K a soma de 20 varidveis aleatorias iid com distribui¢do de Bernoulli com
probabilidade p = 0,4 de produzir um resultado igual a 1. Usando o Teorema
do Limite Central, estime P[K = 8|, e compare com o valor exato para esta
probabilidade.

Dica: Considere P[7,5 < Z,, < 8,5] como aproximagao para P[K = 8|. (Por
quA??)
Resp: PIK = 8] ~0,1811.

O niimero N de servicos submetidos a um computador em uma hora é uma variavel
aleatoria geométrica com pardmetro p, e os tempos de execucao destes trabalhos
sao variaveis aleatorias independentes com distribuigao exponencial de média 1/a.
Encontre a fdp da soma dos tempos de execucao dos trabalhos submetidos em uma
hora.

Resp: fr(r) = {

Ap e r>0
0 caso contrario
As resisténcias dos resistores r1, 19, r3 € r4 sdo variaveis aleatorias independen-

tes, cada uma delas uniformemente distribuida no intervalo (450,550). Usando o
Teorema do Limite Central, calcule P[1900 < 71 4+ ro + r3 + 74 < 2100).

Resp: 0,9164



Capitulo 6

Limitantes Superiores para a
Probabilidade de Cauda

Neste capitulo, iremos desenvolver desigualdades para probabilidades que podem ser
muito dificeis de calcular exatamente. Geralmente, o desempenho de um sistema é
determinado pela probabilidade de um evento indesejavel. Por exemplo, a medida
principal de um sistema de comunicacao digital é a probabilidade de um erro de bit.
Para um alarme de incéndio, a probabilidade de um falso alarme nao pode ser muito
grande; caso contrario o alarme pode ser ignorado quando houver um incéndio real.
Quando o calculo exato é muito dificil de realizar, um limitante superior oferece um
meio de garantir que a probabilidade do evento indesejavel nao serd muito alta.

6.1 Desigualdade de Markov

Teorema 6.1. Destgualdade de Markov. Para uma varidvel aleatoria X ndao
negativa e uma constante ¢ > 0,

EX]

C

P[X > ] <

Demonstragao. Desde que X é nao negativo, fx(z) =0 paraz <0 e
C o
EX] = / zfx(x)dz +/ xfx(z)dx
0 c

> /cooxfx(:c)dac > c/coofx(x)dx:cP[X > (]

0

E importante lembrar que a desigualdade de Markov é valida somente para variaveis
aleatérias nao negativas. Como veremos no exemplo a seguir, geralmente o limitante
fornecido pela desigualdade de Markov é bastante fraco.
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Exemplo 6.1. Seja X a altura (em pés) de um adulto selecionado aleatoriamente. Se

o valor médio da altura é E[X] = 5,5, estime a probabilidade de um adulto ter pelo
menos 11 pés usando a desigualdade de Markov.

Solugao. A desigualdade de Markov afirma que a probabilidade de um adulto ter pelo
menos 11 pés satisfaz

Dizemos que a desigualdade de Markov é folgada porque a probabilidade de uma
pessoa ter uma altura maior que 11 pés é praticamente zero, enquanto que a desigual-
dade afirma meramente que ela é menor ou igual a 0,5. Embora esta desigualdade seja
extremamente folgada para muitas variaveis aleatorias, ela é apertada (de fato, uma
equagao) com relacdo a algumas variaveis aleatorias.

Exemplo 6.2. Suponha que uma v.a. Y tome o wvalor ¢ > 0 com probabilidade p e o
valor 0 caso contrdrio. Neste caso, E[Y] = pc e utilizando a desigualdade de Markov,
temos

PlY > | <E[Y]/ec=p

Desde que P[Y > c| = p, observamos que a desigualdade de Markov é de fato uma
iqualdade neste caso.

6.2 Desigualdade de Chebyshev

Teorema 6.2. Desigualdade de Chebyshev. Seja X uma v.a. com média m, e
varidncia 0% finitas. Para todo nimero positivo &

2

o
P[]X—mw\zé]gé—);

Demonstra¢ao. P [|X —mg| > 6] é a probabilidade da v.a. X ter um valor na regiao
A={z:|X —my| >}, mostrada na Figura 6.1.
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fx(x),

-0 0 5 x
Figura 6.1: Regiao A (sombreada).

Usando a expressao da variancia, podemos escrever

+oo
A= [ w-mPixe) e [ @ mo e do

oo A

Mas da defini¢do da regido A, temos |X —m,| > § = | X — m,|? > 6%, Vo € A.
Assim

/A (2 = ma)2fx () do > 62 /A fr(e) da

Mas / fx(z)dx = P[|X — my| > 0] e entdo podemos escrever
A

2
0% > 0°P[|X —mg| > 0] = P[|X —my| > 6] g“é_g

0

Diferentemente da desigualdade de Markov, a desigualdade de Chebyshev é valida
para todas as v.a’s. Enquanto a desigualdade de Markov necessita apenas do valor
esperado de uma v.a., a desigualdade de Chebyshev necessita também da varidncia. Por
usar mais informagoes sobre a v.a., a desigualdade de Chebyshev geralmente fornece um
limitante mais apertado do que a desigualdade de Markov.

Exemplo 6.3. Se a altura X de um adulto escolhido aleatoriamente tem valor esperado
E[X] = 5,5 pés, e desvio padrao ox = 1 pés, use a desigualdade de Chebyshev para
encontrar um limitante superior para P[X > 11].

Solugao. Desde que a altura X é nao negativa, a probabilidade do evento X > 11 pode
ser escrita como

P[X >11)=P[X —pux > 11 — pux] = P[|X — ux| > 5,5]
Usamos agora a desigualdade de Chebyshev para obter

Var[X] 1
P[X >11] = P[|X — >5,9] < = = 0,033
Embora este limitante seja melhor que o obtido pela desigualdade de Markov, é
também bastante folgado. De fato, P[X > 11] é na pratica muitas ordens de magnitude

menor que 0,033.
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6.3 Limitante de Chernoff

O limitante de Chebyshev dado acima envolve a &rea das duas caudas da fdp. Em
algumas aplicagoes estamos interessados somente na area de uma das caudas (—oo, —d)
ou (,00). Neste caso, podemos obter uma estimativa bastante justa, utilizando um
limitante exponencial.

Teorema 6.3. Limitante de Chernoff. Para uma v.a. X e uma constante c
arbitrdrias,

P[X > c] <min e *“¢x(s)
s>0

Demonstracdo. Em termos da funcao degrau unitario, observamos que
+o0 +o0
PX >l = / fx(z)dr = / u(z — o) fx(z)dz
(& —00

Para todo s > 0, u(x —¢) < e5@=9) pois 5@ representa uma familia de curvas
que passa pelo ponto ¢, como mostrado na Figura 6.2. Isto implica em

+o0 +oo
P[X > C] < / es(mfc)fx(x)dx _ esc/ esmfx(.%')d.%' _ efsc(?X(s)

—00 —0o0

Este limitante é valido para qualquer s > 0. O limitante superior mais apertado é
obtido selecionando-se o valor de s que minimiza e~ *“¢x(s).

A

es(zfc)

u(x — ¢)

v

Figura 6.2: Um limitante superior exponencial usado para obter a probabilidade de
cauda (limitante de Chernoff).

O

O limitante de Chernoff pode ser aplicado a qualquer v.a. Entretanto, para valores
pequenos de ¢, e *“¢x (z) ird ser minimizada por um valor negativo de s. Neste caso, o
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valor de s ndo negativo que minimiza esta expressao é s = 0, o que fornece a resposta
trivial: P[X >¢] <1

Exemplo 6.4. Se a altura X de um adulto escolhido aleatoriamente € uma v.a. gaus-
siana com valor esperado E[X]| = 5,5 pés e desvio padrao ox = 1 pés, use o limitante
de Chernoff para encontrar um limitante superior para P[X > 11]

Solugao. Desde que X é N(5,5,1), a FGM de X é

dx(s) = 6(113+32)/2

Entao o limitante de Chernoff é

P[X > 11] < min e~ Hsg(ls+s%)/2 _ iy o(s7—118)/2
- — s5>0 520
Para encontrar s que minimiza a expressao acima, é suficiente encontrar s que mi-
nimize h(s) = s> — 11s. Tomando a derivada de h(s) em relagdo a s e igualando a
Z€ero

dh
() _9s 11—0=s=55
ds
Substituindo este valor de s ao limitante de Chernoff, chegamos a
P[X > 11] < (*~119)/2 =e (/229 7x1077
= - 5=5,5 ’

6.4 Exercicios

1. Em uma estacao de metro, existem usuérios suficientes para completar exatamente
trés trens. Os trens chegam a estagdo segundo um processo de Poisson de taxa
A = 0.5 trens/minuto.

Seja X igual ao tempo em minutos requerido para servir os passageiros em espera.
Encontre limitantes superiores para P[X > 30 minutos| usando as desigualdades
de Markov, Chebyshev e Chernoff.

Dicas: i) o tempo entre chegadas pode ser modelado por uma varidvel aleatdria
com distribuicao exponencial; ii) a soma de m varidveis aleatorias com distribui¢ao
exponencial € uma varidvel aleatoria com distribuicao m-Erlang.

Resp:
1 1
Markov: P[X > 30] = R Chebyshev: P[X > 30] = r

Chernoff: P[X >30] = 7,68 1074

2. A média e a variancia do tempo de resposta de um sistema de computador mul-
tiusuario sdo 15 segundos e 4 segundos, respectivamente. Estime a probabilidade

de o tempo de resposta ser superior a 4 segundos da média, usando a desigualdade
de Chebyshev.

Resp: 0,25
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3. Dada uma v.a. X com fdp gaussiana de média zero e variancia o?, estime a
probabilidade dos eventos (—20 < X < 420), (—30 < X < +430) e (—40 < X <
+40) usando:
(a) a funcao Q(x);
(b) a desigualdade de Chebyshev;
(c) a desigualdade de Chernoff.
Resp:
(a) Usando a func¢ao Q(x):
P[—20 < X < 20| =0,9545
P[-30 < X <30] =0,9973
P[—40 < X < 40| =0,9999
(b) Usando a desigualdade de Chebysheuv:
P[-20 < X <20]=0,75
P[-30 < X <30]=0,89
P[—40 < X < 40| =0,9375
(¢) Usando a desigualdade de Chernoff:
P[—20 < X < 20] =0,7293
P[-30 < X < 30| =0,9778
P[—40 < X < 40] =0,9993
4. Use o limitante de Chernoff para mostrar que uma v.a. Z com distribui¢ao N(0,1)
satisfaz
P[Z > < e/
Para ¢ = 1,2, 3,4, verifique a diferenca entre o limitante e o valor real da proba-
bilidade.
Resp: Na tabela abaizo tem-se os valores aprozimados pelo limitante de Chernoff,
e os valores exatos, dados pela fungio Q(x).
Chernoff Q(x)
P[Z > 1] < 0,6065 0, 1587
P[Z > 2] <0,1353 0,0228
P[Z > 3] <0,0111 1,35-1073
P[Z > 4] < 0,0003 3,17-107°
P[Z >5] | <3,7267-107¢ | 3,0-107
5. Para uma variavel aleatéria arbitraria X, use a desigualdade de Chebyshev para
estimar a probabilidade de X assumir um valor maior que k desvios padroes da
média.
Resp: < 1/k2.
6. Use o limitante de Chernoff para encontrar um limitante superior para P[X > (]

quando X & uma variavel aleatoria N (u, o2

_ (e=w)?

Resp: P[X > ] <e 27
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7. Para uma variavel aleatéria arbitraria X, use a desigualdade de Chebyshev, calcule
a probabilidade de X assumir valores maiores que k desvios padroes de seu valor
esperado E[z]. Compare os valores obtidos com os valores exatos quando X é uma
variavel aleatoria com distribuigao N (0, 1). Faga para 1, 2, 3 e 4 desvios padroes.

Resp: 1/k%.

8. Seja X uma variavel aleatéria com média 10 e varidncia 15. O que podemos dizer
sobre P[5 < X < 15]7

Resp: P[|X — 10| <5] >2/5



Capitulo 7

A média amostral

7.1 Introducao

Vimos no Capitulo 1 que a frequéncia relativa é a razao entre o nimero de vezes que
um evento ocorre e o niimero de vezes que um experimento é realizado. Se realizamos
um experimento repetidas vezes, esperamos que a frequéncia relativa de cada evento
convirja para uma constante a medida em que o ntimero de repeticoes cresce.

Neste capitulo vamos definir a média amostral de uma v.a. e mostrar que muitas
quantidades interessantes, incluindo a frequéncia relativa, podem ser expressas em ter-
mos da média amostral. Em se¢oes posteriores, iremos mostrar matematicamente como
a média amostral converge para uma constante a medida que o nimero de repetigoes
de um experimento cresce.

Este capitulo, portanto, fornece a base matemaética para a afirmativa de que embora
o resultado de um tinico experimento aleatorio seja imprevisivel, padroes de comporta-
mento previsiveis emergem quando coletamos mais e mais dados.

7.2 Valor esperado e variancia

Para definir a média amostral, consideremos tentativas repetidas e independentes de um
experimento aleatorio. Cada tentativa resulta em uma observacao da v.a. X. Depois
de n tentativas, temos valores amostrais de n v.a.’s X1, Xo,..., X, todas com a mesma
fdp de X. A média amostral é a média aritmética das observagoes.

Definicao 7.1. Média Amostral: Para as v.a.’s X1, Xo,..., X, independentes
e identicamente distribuidas com fdp fx(z), a média amostral de X €é a varidvel
aleatdria

Xi+Xo+ - +Xn 1L
M (X) = - =) X
=1
A primeira coisa a ser notada é que M, (X) é uma func¢ao das v.a.’s X7, Xo,..., X,

e portanto também é uma v.a. E importante distinguir a média amostral M, (X) do
valor esperado E[X] da v.a. X. Enquanto M,(X) é uma v.a., F[X]| ¢ um namero.
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A média amostral e o valor esperado de X estao intimamente relacionados. Desta
forma o proposito maior deste capitulo é explorar o fato de que & medida que n cresce
sem limite, M, (X) aproxima E[X].

Dependendo da definicao da v.a. X, podemos usar a média amostral para descrever
varios aspectos de um experimento. Por exemplo, se queremos explorar P[A], a proba-
bilidade de um evento arbitrario A, podemos definir uma v.a. indicadora X4 tal que
X4 =1 se o evento A ocorre, e X4 = 0 caso contrario. Neste caso, X4 é uma v.a.
de Bernoulli com probabilidade de sucesso P[A] de modo que E[X4] = P[A]. Desde
que as propriedades gerais do valor esperado de uma v.a. aplicam-se a F[X 4], podemos
ver que as técnicas para estimar valores esperados irao também nos permitir estimar as
probabilidades de eventos arbitrarios.

O valor esperado e a variancia de M, (X) revelam as propriedades mais importantes
da média amostral:

Teorema 7.1. A média amostral M, (X) tem valor esperado e variancia dados por

Var[X]

Var[M,(X)] =

Demonstragao. Usando a Defini¢ao 7.1, o Teorema 5.1 e o fato de que E[X;] = E[X]
para todo 1,

E[M(X)] = = (B[Xa] + BIXo] + -+ BIX,]) = - (B[X] + -+ + B[X]) = B[]

/

v~
n vezes

Para a variancia, temos o seguinte:

Var[M, (X)] = E[M2(X)] — E*[M,(X)] = E[M2(X)] - E2[X]

n

_ % S 3 EIXX] - E2(X]

i=1 j=1

1 n 1 n n

= o2 BN+ oy Y EIX] - B[]
i=1 i=1 j=1
i=j i#]

1 2 2 1 2 2
== (0% + E*[X]) + mn(n - 1)E*[X] - E*[X]
_ 9%

N n

0

Quando M, (X) é vista como uma estimativa para a média m,, nota-se que seu
valor esperado ¢ igual a m, e sua varidncia decresce inversamente com o ntimero n de
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amostras. A medida que n — 0o, a variancia 03( tende a zero. Uma estimativa de um
parametro (neste caso a média m,) que satisfaz a condigdo de que seu valor esperado
converge para o valor real do pardmetro e a varidncia converge para zero a medida que
n — oo é dita uma estimativa consistente.

7.3 Meédia amostral de ntimeros grandes

Quando aplicamos a desigualdade de Chebyshev a Y = M,,(X), obtemos informagoes
importantes sobre as amostras independentes de uma v.a.

Teorema 7.2. Para qualquer constante ¢, a média amostral M, (X) satisfaz
Var[X]
nc?

Var[X]

=

(¢) Pl[Mn(X) — px| > ] <

(b) P[|Mp(X) —pux|<c]>1- =1—-«

nc

Demonstragao. Seja’Y = M, (X). O Teorema 7.1 diz que

E[Y] = E[M,(X)] = ux Var[Y] = Var[M,,(X)] = Var[X]/n

Aplicando a desigualdade de Chebyshev a Y = M,,(X), conseguimos provar o item
a). O item b) é apenas uma reafirmagao do item a), desde que

PlIMu(X) — x| 2 ) = 1 = PIM(X) - x| < ¢

Observacgoes

O Teorema 7.2(b) contém duas desigualdades. Uma desigualdade,

M, (X) — x| < ¢

define um evento. Este evento diz que a média amostral estd +c unidades do valor
esperado. O comprimento do intervalo que define este evento, 2¢ unidades, é chamado
de intervalo de confianga.

A outra desigualdade afirma que a probabilidade da média amostral estar no inter-
valo de confianca é pelo menos 1—a. Chamaremos a quantidade —1a = —1 Var[X]/(nc?)
de coeficiente de segurancga. Se a é pequeno, podemos ter grande confianca de que
M, (X) esté no intervalo (ux — ¢, pux + ¢)

No Teorema 7.2(a) observamos que para qualquer ntimero ¢ positivo, independente
de quao pequeno seja, podemos fazer « tdo pequeno quanto desejarmos escolhendo n
grande o suficiente.

Em uma aplicacao pratica, c indica a precisao desejada de uma estimativa para px,
1 — « indica a cofianga que temos de ter alcancado esta precisao, e n nos diz quantas
amostras foram necessarias para alcancar o valor desejado de 1 — «.
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Alternativamente, dados Var[X], n e «, o Teroma 7.2(b) nos diz o tamanho ¢ do
intervalo de confianca.

Exemplo 7.1. O Teorema 7.2(b) dd origem a declarag¢oes que ouvimos no noticidrio,
tais como:

“Baseada em uma amostra de 1108 eleitores, a porcentagem de pessoas que apoiam o

candidato José da Silva é de 58 % com precisio de mais ou menos 3 pontos percentuais.”

Comente estes fatos.

Solucao. O experimento consiste em observar um eleitor escolhido aleatoriamente e
determinar se o mesmo apdéia ou nao o candidato José da Silva.

Vamos associar o valor X = 1 se o eleitor apoiar o candidato José da Silva, e X =0
caso contrario.

Portanto, X é uma v.a. com distribui¢ao de Bernoulli com valor esperado F[X] = p
e variancia p (1 — p), onde p = px(1). Para ¢ = 0,03, o Teorema 7.2(b) diz

P[|Mn(X) —p| < 0,03 > 1— p(1—

AT F)
1(0,03)2 “

Desta forma o coeficiente de confianca para a estimativa de p é dado por

Devemos sempre ter em mente que temos grande confianga em mnosso resultado
quando « é pequeno. Entretanto, dede que nao sabemos o valor real de p, gostariamos
de ter confianca em nossos resultados independentemente do valor de p.

Analisando a fungao = (1 — x) para z entre 0 e 1, verifica-se que a mesma tem
um maximo igual a 1/4 em = = 1/2. Entao para todos os valores de p entre 0 e 1,
Var[X]| =p(1 —p) <0,25. Desta forma, podemos concluir que

0,25 277,778
l—a>1—-—2" -1 2007
n(0,03)2 n

Entao para n = 1103 amostras, 1 —a > 0,75. Isto nos diz que nossa estimativa de p
esta dentro de 3 pontos percentuais de p com probabilidade de pelo menos 1 —a = 0, 75.

7.4 Leis de Numeros Grandes

Além da Desigualdade de Chebyshev e do Teorema 7.2(a), os quais descrevem as pro-
priedades estatisticas de colecbes de dados, temos as leis de nimeros grandes, que se
referem a limites quando estas colegbes crescem sem limite.
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7.4.1 Lei Fraca de Numeros Grandes

Teorema 7.3. Lei Fraca de Niumeros Grandes. Se Var[X] < oo, entdo para
qualquer constante ¢ > 0, a média amostral M, (X) satisfaz

(a) lm PlM,(X) ~ x| > d =0

(b) lim P[[Mp(X) = px| <cf =1

Demonstracao. A prova deste teorema segue diretamente dos resultados do Teorema
7.2 desde que

P{IM(X) — px| = d = 1= PlIMo(X) - x| < ¢

O

A lei fraca de nimeros grandes afirma que, para um valor suficientemente grande e
fizo de n, a probabilidade da média amostral usando n amostras estar perto da média
real é alta.

Como podemos ver no exemplo seguinte, a lei fraca de nimeros grandes também
valida a interpretacao de frequéncia relativa de probabilidades.

Exemplo 7.2. Suponha que realizemos n tentativas independentes de um experimento.
Vamos definir a v.a. indicadora para o evento A como

{1, se A ocorre na tentativa
X; =

0, caso contrdrio

X1,Xo,... € uma sequéncia aleatoria de Bernoulli com probabilidade de sucesso
P[A]. Entao E[X;] = P[A] e Var[X;] = P[A](1 — P[A]).

A frequéncia relativa de A em n tentativas é

X1+ X+ 1+ X
n

R, = M,(X)

Desde que E[R,| = E[X;] = P[A], o Teorema 7.3(a) diz que

lim P[|R, — P[A]| >¢] =0
n—oo
Portanto, & medida que n — oo, R, — P[A], que € a versao matemdtica da afir-
magdo de que & medida que o numero de observacgoes cresce sem limite, a frequéncia
relativa de qualquer evento aproxima a probabilidade do evento.
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7.4.2 Lei Forte de Numeros Grandes

Suponha que realizemos uma série de medidas independentes da mesma v.a. Seja

X1, Xs,... a sequéncia resultante de v.a.’s identicamente distribuidas com média u.
Considere agora uma sequéncia de médias amostrais que resulta das medidas acima:
My, M, ..., onde M; é a média amostral usando as amostras X; até X;. Por causa da

regularidade estatistica do experimento, espera-se que esta sequéncia de médias amos-
trais convirja para u, isto é, esperamos que com probabilidade alta, cada sequéncia
particular de médias amostrais aproxime-se de p e permanega la, como mostrado na
Figura 7.1. Formalmente, podemos escrever este resultado da seguinte maneira:

Teorema 7.4. Seja X1, Xo,... uma sequéncia de v.a.’s independentes e identica-
mente distribuidas com média E[X]| = u e varidncia finitas. Entao

P[lim M, (X) :M] —1

n—o0

Este resultado é similar aquele obtido no Teorema 7.3, mas na verdade faz uma
afirmacgao dramaticamente diferente: afirma que com probabilidade 1, toda sequéncia
de calculos de médias amostrais ird4 eventualmente aproximar-se e permanecer perto de
E[X] = pu. Este é o tipo de convergéncia que esperamos observar em situagoes reais
onde haja regularidade estatistica.

0.7

0.5 e

0.2 i

0.1 i

0 L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Figura 7.1: Convergéncia de uma sequéncia de médias amostrais obtidas a partir de
uma sequéncia de v.a.’s com distribuigdo Gaussiana de média 4 e variancia 10.
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7.5

Exercicios

. Suponha que o niimero de emissoes de particulas de uma massa radioativa em t se-

gundos é uma v.a. com distribuicao de Poisson com média At. Use a desigualdade
de Chebyshev para obter um limitante para P[|N(t)/t — \| > ¢].

Resp: P[|N(t)/t — X\ >¢e] < \/e2t

. Suponha que 10 % dos eleitores estao a favor de certa lei. Um grande niimero n

de eleitores é consultado e obtém-se uma estimativa por frequéncia relativa f4(n)
da proporgao acima. Use o Teorema 7.2 para determinar quantos eleitores devem
ser consultados de modo a termos uma probabilidade de pelo menos 0,95 de f4(n)
diferir de 0,10 em menos de 0,02.

Resp: n = 4500

Um dado ideal é arremessado 100 vezes. Use o Teorema 7.2 e encontre um limi-
tante para a probabilidade de o nimero total de pontos estar entre 300 e 400.

Resp: P[|M,(z) — 350| < 50] = 0,9994

Seja X; uma sequéncia de v.a.’s Gaussianas independentes de média zero e va-
ridncia unitéria. Compare o limitante dado pela Teorema 7.2 com o valor exato
para n = 10 e n = 100.

Resp: Para ¢ = 4, temos:

(a) Valor exato: P[|M,(z) < 4] =1—-2Q(4) = 0,9999367
(b) n = 10: P[|My(z) < 4] > 0,99375
(¢) n=100: P[|My(z) < 4] > 0,999375

(Para ser feito no MATLAB) Gere sequéncias de nimeros aleatorios com diversas
distribuigoes, variando a média (e a variancia, quando for o caso) e calcule as
sequéncias de médias amostrais. Com isto podemos comprovar na pratica a lei
forte de ntimeros grandes.

Deseja-se medir uma tensao constante mas desconhecida. Cada medida X; é na
verdade a soma da tensao desejada v com a tensao do ruido N; de média zero e
desvio padrao de 1 uV

Xj:?}+Nj

Assuma que as tensoes do ruido sdo v.a.’s independentes. Quantas medidas serao
necesséarias de modo que a probabilidade de M, (X) esteja a ¢ = 1uV da média
verdadeira seja pelo menos 0,997

Resp: n > 100

Seja X uma variavel aleatéria com fungao densidade de probabilidade fx(x), e
seja X1, Xs,...,X, um conjunto de variaveis aleatorias independentes, cada qual
com funcao densidade de probabilidade fx(z). O conjunto de variaveis aleatorias
X1, Xo,..., X, é chamado de uma amostra aleatoria de tamanho n de X. A média
amostral é definida como
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— 1 1

Seja X, Xo,..., X, uma amostra aleatéoria de X com média p e varidncia o2

Quantas amostras de X devemos tomar para que a probabilidade da média amos-
tral desviar da média real p por mais que o/10 seja de pelo menos 0,957

Resp: n > 2000



Capitulo 8

Processos Estocasticos

8.1 Definigao

A nogao de processo estocastico é uma extensao do conceito de v.a. Considere, por
exemplo, a temperatura X de uma certa cidade ao meio dia. A temperatura X é uma
v.a. e toma valores diferentes a cada dia. Para obter as estatisticas completas de X,
precisamos armazenar valores de temperatura durante varios dias (um grande ntmero
de tentativas). A partir destes dados podemos determinar fx(z), a fdp da v.a. X.

Mas a temperatura é também funcdo do tempo. A uma da tarde, por exemplo, a
temperatura pode ter uma distribuicdo totalmente diferente daquela obtida para o meio
dia. Entdo a v.a. X é uma fungao do tempo, e pode ser expressa como X (t).

Definigcao 8.1. Uma v.a. que é uma fung¢ao do tempo € chamada de um processo
estocdstico (ou processo aleatorio).

Para especificar uma v.a. X, repetimos um experimento varias vezes e a partir dos
resultados, determinamos a sua fdp fx(x). Similarmente, para especificar um processo
estocastico X (t), fazemos a mesma coisa para cada valor de ¢.

Continuando com nosso exemplo, precisamos armazenar temperaturas diarias para
cada valor de ¢ (cada hora do dia). Isto pode ser feito armazenando-se temperaturas a
cada instante do dia. Este procedimento fornece uma forma de onda X(¢;(;) onde (;
indica o dia em que foi feita a medida. Precisamos repetir este procedimento todos os
dias por um grande ntmero de dias.

A colecao de todas as formas de onda possiveis é conhecida como o conjunto do
processo estocastico X (t), e uma forma de onda nesta cole¢ao é uma fungao amostra
(a0 invés de um ponto amostral) do processo estocastico. As amplitudes das fungoes
amostra em algum instante ¢ = ¢; sdo os valores que a v.a. X(¢1) assume em varias
tentativas. Na Figura 8.1 tem-se o conceito que acabamos de definir em forma grafica.

Podemos ver um processo estocastico de outra forma. No caso de uma v.a., o resul-
tado de cada tentativa de um experimento aleatério é um nimero. Para um processo
estocastico o resultado de cada tentativa é uma forma de onda (uma fungdo amostra)
que é uma fungao de t. O ntmero de formas de onda em um conjunto pode ser finito
ou infinito. No caso do processo estocastico X (t) (a temperatura de uma cidade), o



Processos Estocasticos 141

X(t1) =11 X(t2) = 2
X(ta Cl) \/\/\
7

t
X(t,¢) //\

¢
X(t,G) /\/\

i’
X(t7g4) \—/\

t

t1 t2

Figura 8.1: Um processo estocéastico que representa a temperatura de uma cidade.

conjunto tem infinitas formas de onda. Por outro lado, se considerarmos a saida de
um gerador de sinais bindrios (sobre um perfodo de 0 a 10T ) existem no maximo 29
formas de onda neste conjunto (Figura 8.2).

X(t741) >
t
X(t7<,_2) >
t
X(tacf)) >
t
X(t,Ca) >
t

Figura 8.2: Um conjunto com um numero finito de fungdes amostra.

Um ponto que precisa ser esclarecido é que as formas de onda (fungoes amostra) nao
sdo aleatorias, mas deterministicas. A aleatoriedade neste caso é associada nao com a
forma de onda mas com a incerteza de qual delas vai ocorrer em uma dada tentativa.
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Isto é completamente analogo ao caso de uma v.a. Por exemplo, no experimento de jogar
uma moeda quatro vezes em sucessao, existem 16 resultados possiveis, todos conhecidos.
A aleatoriedade nesta situacao esta associada nao aos resultados mas com a incerteza
de qual deles ira ocorrer em uma dada tentativa.

8.2 Tipos de procesos estocasticos

Os processos estocésticos podem ser classificados em termos dos valores que podem
assumir assim como dos instantes de tempo em que podem sofrer mudangas. Segundo
esta otica, podem ser classificados em processos de valor discreto e valor continuo, e
processos de tempo discreto e tempo continuo.

Definigao 8.2. Processos de valor continuo e de valor discreto: X(t) é um
processo de valores discretos se o conjunto de todos os valores possiveis de X (t) para
todos os instantes de tempo t € um conjunto contdvel Sx; caso contrdrio, X (t) € um
processo de valores continuos.

Definigao 8.3. Processos de tempo continuo e tempo discreto. O processo
estocdstico X (t) € de tempo discreto se X (t)é definido apenas para um conjunto de
instantes de tempo t,, = nT, onde T € uma constante en € um inteiro; caso contrdrio,
X (t) € um processo de tempo continuo

Estes conceitos sao ilustrados na Figura 8.3. Nesta, podemos identificar que para o
processo X (t), existem quatro possibilidades basicas:

e amplitude discreta, tempo discreto

e amplitude discreta, tempo continuo

e amplitude continua, tempo discreto

e amplitude continua, tempo continuo

Para um processo de tempo discreto, a funcdo amostra é completamente descrita
pela sequéncia ordenada de variaveis aleatorias X,, = X (nT).

Definigao 8.4. Sequéncia aleatoria. Uma sequéncia aleatdria € uma sequéncia
ordenada de varidveis aleatorias Xo, X1, ...
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Figura 8.3: Fungoes amostra de quatro tipos de processos estocésticos: X (t) é um
processo continuo no tempo e na amplitude; X (n), obtido a partir da amostragem de
X (t) em instantes de tempo inteiros n,é discreto no tempo e continuo na amplitude;
Y (t) é obtida a partir da quantizagcao de X (¢) nos instantes de amostragem, e é um
processo discreto na amplitude e continuo no tempo; finalmente, Y (n), um processo
discreto no tempo e na amplitude, é obtido a partir da amostragem de Y (¢).

Além de caracterizar os processos estocasticos em relagdo & sua natureza temporal
e das amplitudes, podemos classifica-los quanto ao seu tempo de duracao:

Definicao 8.5. Processos de duracao finita, semi-infinita e infinita.

a) X(t) € um processo de duragao finita to — t; se para todo s, x(t,s) = 0 para
t<ti et>ty>t.

b) X(t) € um processo de dura¢iao semi-infinita se para todo s, x(t,s) = 0, para
t<t.

¢) caso contrdrio, X (t) € um processo de durac¢ao infinita.

8.3 Variaveis aleatérias a partir de processos estocasticos

Suponha que estamos observando um processo estocastico em um instante de tempo
particular ¢;. Neste caso, cada vez que realizamos um experimento, observamos uma
fungao amostra x(t, s) e esta fungao amostra especifica o valor de x(¢1, s). Cada vez que
realizamos o experimento, temos um novo s e observamos um novo x(t,s). Portanto,
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cada xz(t1,s) € uma amostra de uma variavel aleatoria. Aqui é usada a notagao X (t1)
para esta variavel aleatoria. Como qualquer outra variavel aleatoéria, tem ou uma fdp
[x(t)(w) ou uma fmp px,)(z). Note que a notagio X(t) pode se referir tanto a um
processo estocéastico como a uma varidvel aleatoria, correspondente ao valor do processo
estocastico no instante ¢. Nas secOes subsequentes, ira ficar claro a partir do contexto
se estamos nos referindo ao processo inteiro ou & uma variével aleatoéria.

Exemplo 8.1. Seja X (t) = R| cos(2m ft)| um sinal cossenoidal retificado com amplitude
aleatoria R com fdp exponencial

0, caso contrdrio
Qual € a fdp de fx(,)(7)?

Solugao. Desde que X (t) > 0 para todo ¢, P[X(t) < z] = 0 para x < 0. Quando z >0
e cos(2m ft) # 0,

x/| cos(27 ft)]
P[X(t) < z] = P[R < x/|cos(2n ft)|] = / fr(r)dr =1 — e~ /10l cosn]t)]
0

Quando cos(27 ft) # 0, a cdf completa de X (¢) é
0, z <0
1 — e=a/10lcos@rfdl 5>
Quando cos(27 ft) # 0, a fdp completa de X (t) é
0, <0

dFX(t) (z)

dx 1 —x /10| cos(27 ft)|
_— >0
10| cos(27 ft)| ¢ e

fX(t) (z) =

Quando | cos(27 ft)| = 0, o que corresponde a t = /2 + kmw, X(t) = 0 independente
de quao grande R possa ser. Neste caso, fx() () = d(z). Neste exemplo, existe uma
variavel aleatoria diferente para cada valor de t.

Quando X (¢) é um processo de tempo discreto, toda informagao sobre o mesmo estéa
contida no valor da constante T na Defini¢ao 8.3 e a sequéncia de varidveis aleatorias,
X(nT),n=...,-2,—-1,0,1,2,...
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Exemplo 8.2. Suponha que nos instantes de tempo T = 0,1,2,..., jogamos um dado
e anotamos o resultado N, onde 1 < Np < 6. Definimos um processo estocdstico
X(t) tal que para T <T < T + 1, X(t) = Nr. Neste caso, o experimento consiste em
uma sequéncia infinita de jogadas, e uma funcdo amostra € apenas uma forma de onda
correspondente a sequéncia particular dos resultados observados.

Seja X, = X(nT). Qual é a fmp de X35?

Solugao. a variavel aleatoria X3 é o valor da jogada do dado no instante 3. Neste caso,

1/6, =1,2,....6
pxg(w)={ /

0, caso contrario

Vimos no Capitulo 2 que a fdp fx(x) é um modelo probabilistico completo para a
variavel aleatoria X. Similarmente, para um par de variaveis aleatoérias Xy, X5, preci-
samos da fdp conjunta fx, x,(x1,2z2). Vimos também que as fdps marginais fx, (1) e
fx,(z2) ndo sado suficientes para descrever este par de variaveis aleatorias.

Para processos estocasticos, a situagao é similar. Se amostramos um processo em
k instantes de tempo ti,...,t;, obtemos k varidveis aleatorias X (t1),..., X (tx). E
possivel ver esta cole¢ao de variaveis aleatorias como um vetor k-dimensional [X (1),
X(t2) ..., X(tx)], chamado de vetor aleatorio.

8.4 Sequéncias aleatérias independentes e identicamente

distribuidas
Definicao 8.6. Sequéncias iid. Uma sequéncia aleatdria independente e
identicamente distribuida (iid) é wuma sequéncia aleatoria X, para a qual
ey X0, X 1, X0, X1, Xo, ... sdo varidveis aleatorias iid.

Uma sequéncia aleatéria ocorre quando realizamos tentativas independentes de um
experimento a uma taxa constante. Uma sequéncia aleatéria pode assumir tanto valo-
res discretos quanto continuos. No caso discreto, cada variavel aleatéria X; tem fmp
px,(xz) = px(z), enquanto que no caso continuo, cada X; tem fdp fx,(z) = fx(x).

Exemplo 8.3. Em uma linha de producao de resistores de 100082, a resisténcia real de
cada resistor € uma varidvel aleatoria R com distribuicao uniforme entre 95082 e 105012.
Assuma que os valores das resisténcias dos diferentes resistores sdo independentes. A
companhia tem uma encomenda de resistores de 1% de tolerancia (resisténcias entre
99092 € 10102). Um testador automdtico toma um resistor por sequndo e mede sua Te-
sisténcia exata. Seja R, igual ao nimero de resistores com tolerancia de 1% encontrados
durante o minuto n. Assim, a varidvel aleatoria R, tem fmp binomial
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(*)pr(1 = p)¥=", r=0,1,...,60

r

PR, (1) = -
0, caso contrdrio

Desde que cada resistor é um resistor de tolerdncia 1% independentemente de todos
0s outros resistores, o numero de resistores com tolerdancia de 1% encontrados a cada
minuto € independente do nimero encontrado em outros minutos. Entdao, Ry, Ro,... €
uma sequéncia aleatoria iid.

Para uma sequéncia aleatéria, a distribuicao conjunta de um vetor amostra Xi, Xo,
..., X, é facil de escrever desde que é o produto das fdps ou fmps indivivuais.

Teorema 8.1. Seja X,, uma sequéncia aleatdria iid. Para um processo de valor
discreto, o vetor amostra Xy, ,...,Xn, tem fmp conjunta

K
PXoyooXn, (T, 5 k) = px (@1)px (w2) - px (2x) = [ [ px (1)
i1

Se o processo assume valores continuos, entao a fdp conjunta de X, , ..., X, € dada
por

K
Py, (@1, ) = fx (@) fx (w2) - () = [ ] fx ()
i=1

De todas as sequéncias iid, talvez a mais simples seja a sequéncia aleatoria de Ber-
noulli.

Definicao 8.7. Um processo de Bernoulli X, com probabilidade de sucesso p € uma
sequéncia aleatoria na qual cada X, € uma varidvel aleatoria com distribuicdo de
Bernoulli tal que P[X,, =1 =p=1—- P[X,, =0].

Exemplo 8.4. Para o processo do resistor do Exemplo 8.3, seja Y, = 1 se no i-ésimo
sequndo encontramos um resistor de 1%, caso contrdrio Y, = 0. A sequéncia aleatoria
Y,, € um processo de Bernoulli.

Exemplo 8.5. Para um processo de Bernoulli X, com probabilidade de sucesso p,
encontre a fmp conjunta de Xq,...,X,.

Solugao. Para uma tinica amostra X;, podemos escrever a fmp de Bernoulli da seguinte
maneira
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pr(1=p)t i €{0,1}
X \Ti) = .
px.(@i) {O, caso contrario
Quando z; € {0,1} para i =0,...,n, a fmp conjunta pode ser escrita como

n

px1, X (@1, ) = [[p7 (1 =p) 77 = pF (1 —p)"F
i=1

onde k =x1 4+ -+ x,. A expressao completa para a fmp conjunta é

le,...,Xn (xla e ,$n) =

pler'--er"(l - p)nf(m1+---+:vn)7 T; € {07 1}7Z =1,2,...,n
0, caso contrario

8.5 Processo de Contagem

Um processo de contagem N (t) comega no instante ¢ = 0 e conta a ocorréncia de eventos.
Estes eventos sao em geral chamados de chegadas desde que os processos de contagem
sao mais usados para modelar a chegada de clientes a um determinado servidor.

Desde que iniciamos em t = 0, n(t,s) = 0 para todo t < 0. Ainda, o namero de
chegadas até um instante ¢ > 0 qualquer é um niimero inteiro que nao decresce com o
tempo.

Definigao 8.8. Processo de contagem. Um processo estocdstico N(t) é um pro-
cesso de contagem se para cada fung¢ao amostra, n(t,s) = 0 para t < 0 e n(t,s)
assume valores inteiros e nao decrescentes com o tempo.

Podemos imaginar N(t) como o nimero de clientes que chega a um sistema no
intervalo (0,¢]. Uma fungao amostra tipica de um processo de contagem é mostrada
na Figura 8.4. Os saltos na fun¢do amostra de um processo de contagem marcam as
chegadas e o namero de chegadas no intervalo (g, t1] é simplesmente N (t1) — N (tp).

Podemos usar um processo de Bernoulli X, Xs,... para derivar um processo de
contagem simples. Considere um intervalo de tempo de tamanho A de modo que exista
uma chegada na intervalo (nA, (n 4+ 1)A] se e somente se X,, = 1. Para uma constante
arbitraria A > 0, podemos escolher A pequeno o suficiente para assegurar que AA < 1.
Neste caso, escolhemos a probabilidade de sucesso de X, como sendo AA. Isto implica
que o numero de chegadas NV, no instante T"= mA tem fmp binomial

(8.1)

0, caso contrario

Py (n) = {(’ZLL)(AT/m)"(l —AXT/m)™™, n=0,1,...,m

Pode-se mostrar que & medida que m — oo, ou equivalentemente & medida que
A — 0 a fmp de N,, aproxima-se da fmp de uma v.a. com distribuigdo de Poisson
N(T) com fmp
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Figura 8.4: Funcao amostra de um processo de contagem

()\T)ne—)\T/n!, n = 0,1’2,...
P n)=
N (t)( ) {07 caso contrario

Podemos generalizar este argumento e dizer que para qualquer intervalo (tg, 1], o
nimero de chegadas poderia ter uma fmp de Poisson com parametro X1 onde T' = 1 —{g.
Além disso, o ntimero de chegadas em (tg,¢;] depende das tentativas independentes de
Bernoulli correspondentes dquele intervalo. Entao o nimero de chegadas em intevalos
nao sobrepostos ird ser independente. No limite & medida que A — 0, obtemos um
processo de contagem no qual o nimero de chegadas em qualquer intervalo é uma
variavel aleatéria com distribuicao de Poisson independente das chegadas em qualquer
outro intervalo nao sobreposto. Chamamos este processo limite de um processo de
Poisson. Na proxima secao iremos examinar o processo de Poisson com mais detalhes.

8.6 Processo de Poisson

Considere uma situagao na qual os eventos ocorrem em instantes de tempo aleatérios a
uma taxa média de \ eventos por segundo. Por exemplo, um evento poderia representar
a chegada de um cliente a uma estacao de servico ou a falha de um componente em
algum sistema. Seja N (t) o niimero de ocorréncias destes eventos no intervalo de tempo
[0,¢]. N(t) é entdao um processo estocastico continuo no tempo, néo descrescente e que
assume apenas valores inteiros, como mostrado na Figura 8.4.

Suponha agora que o intervalo [0,t] seja dividido em n subintervalos de duracao
infinitesimal § = t/n. Assuma também que as seguintes condi¢bes sejam também
observadas:

1. A probabilidade da ocorréncia de mais de um evento em um destes subintervalos
é desprezivel comparada & probabilidade de observar zero ou um eventos.
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2. A ocorréncia de um evento em um dado subintervalo independe dos resultados
observados nos outros subintervalos.

A primeira suposicdo implica que o resultado em cada subintervalo pode ser visto
como o resultado de um teste de Bernoulli. A segunda suposi¢do implica que estes testes
de Bernoulli sdo independentes. Entao, estas duas suposicoes juntas implicam que o
processo de contagem N (t) pode ser aproximado pelo processo de contagem binomial,
que conta o nimero de sucessos em n testes de Bernoulli.

Se a probabilidade de ocorréncia de um evento em cada subintervalo é p, entdo o
namero esperado de eventos no intervalo [0,t] é np. Desde que os eventos ocorrem a
uma taxa de A eventos por segundo, o nimero médio de eventos no intervalo [0,¢] é
também At. Entao devemos ter

At =np

Se fizermos agora n — oo (isto é, 6 — 0), e p — 0 enquanto mantemos At = np fixo,
entdo a distribuigdo binomial tende a uma distribui¢ao de Poisson com pardmetro At.
Podemos concluir entdo que o numero de ocorréncias N (t) de eventos no intervalo [0, ¢]
tem uma distribuicao de Poisson de média At:

(At)*

PIN(t) = K] =

e MEk=01,2,... (8.2)

Por esta razao, N(t) é conhecido como processo de Poisson. Formalmente, podemos
definir um processo de Poisson como:

Definigao 8.9. Processo de Poisson. Um processo de contagem N (t) é um pro-
cesso de Poisson de taxa A\ se

e O numero de chegadas em qualquer intervalo (to,t1], N(t1) — N(to), € uma
varidvel aleatoria com distribuicao de Poisson com valor esperado \(t1 — to).

e Para qualquer par de intervalos nao sobrepostos, (tg,t1] e (tlo,tll], o nimero de
chegadas em cada intervalo, N(t;) — N(to) e N(t}) — N(ty) respectivamente,
sao varidveis aleatorias independentes.

Chamamos A de taxa do processo pois o ntumero esperado de chegadas por unidade
de tempo é E[N(t)]/t = A. Pela definicao da variavel aleatéria de Poisson, M =
N(t1) — N(to) tem fmp

B —toll” r-t0), = 1,...

(8.3)

0, caso contrario

Para um conjunto de instantes de tempo t; < to < --- < tg, podemos usar a propri-
edade de que o nimero de chegadas em intervalos nao sobrepostos sao independentes
para escrever a fmp conjunta de N(t1),..., N(t;) como um produto de probabilidades.
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Teorema 8.2. Para um processo de Poisson N(t) de taza A, a fmp conjunta de
N(t1),...,N(tg), t1 <to <--- < tg, € dada por

a?le—oq 0/212*"16—(12 Oézkinkflefak
B ; = -, 0<n <--<ng
PN (1), N(ty) (M5 M) = ni!  (ng —mnp)! (ng —np_1)!
0, caso contrdrio

onde oy = )\(tz — tifl)-

Demonstragao. Seja My = N(t1) e parai=2,...,k, seja M; = N(t;) — N(t;—1). Pela
definicdo do processo de Poisson, Mj,..., M é uma colecdo de variaveis aleatérias
independentes com distribui¢ao de Poisson tal que E[M;] = «;.

PN(t1), N (1) (M5 - o3 M) = DMy Mo, My (R1,M2 — N1, 0oy Mg — Mg 1)

= par, (n1)pa, (n2 — n1) - - - par,, (N — ng—1)

Substituindo a Equacao (8.3) por paz, (n; — ni—1), completamos a prova. O

Exemplo 8.6. Um sistema de mensagens gravadas recebe acessos de acordo com um
processo de Poisson de taxa 15 acessos por minuto. Encontre a probabilidade de, em
um intervalo de tempo de 1 minuto, 8 acessos sejam feitos nos primeiros 10 sequndos e
2 acessos sejam feitos nos ultimos 15 sequndos.

Solugao. A taxa de chegada em segundos é A = 15/60 = 1/4 acessos por segundo.
Escrevendo o tempo em segundos, a probabilidade de interesse é

P[N(10) = 3 ¢ N(60) — N (45) = 2]

Aplicando as propriedades de incrementos independentes e incrementos estacioné-
rios,

P[N(10) = 3 e N(60) — N(45) = 2] = P[N(10) = 3]P[N(60) — N(45) = 2]
= P[N(10) = 3]P[N(60 — 45) = 2]
(10/4)3e10/4 (15/4)2 15/

= 3] o1 = 0,035

E importante lembrar que a propriedade dos intervalos independentes do processo
de Poisson precisa se manter mesmo para intervalos bastante pequenos. Por exemplo,
o numero de chegadas em (t,t + 0] precisa ser independente do processo de chegada
sobre [0, ¢] independentemente de quao pequeno escolhamos § > 0. Essencialmente, a
probabilidade de uma chegada em qualquer instante é independente da historia passada
do processo. Neste sentido, o processo de Poisson é sem memoria.
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Esta propriedade de ser sem memoria pode também ser vista quando examinamos
os instantes entre as chegadas. Como mostrado na Figura 8.4, o tempo aleatorio X,
entre a chegada n — 1 e a chegada n é chamado de n-ésimo tempo entre chegadas.
Adicionalmente, chamamos o instante X7, da primeira chegada, como o primeiro tempo
entre chegadas, mesmo nao havendo chegadas anteriores.

Teorema 8.3. Para um processo de Poisson de taxa X\, os tempos entre chegadas
X1, Xo,... sao uma sequéncia aleatoria iid com fdp exponencial
Ae M >0
fx(@) = .
0, caso contrdrio
Demonstracao. Dado X1 = 1, X9 = x9,...,X,_1 = x,_1, a chegada n — 1 ocorre no

instante

th1=21+ -+ 2Ty

Parax >0, X,, >xsee SI[)% se nao ocorrerem chegadas no intervalo (¢,,—1, t,—1+x].
O numero de chegadas em (t,—1,t,—1 + 2| € independente da historia passada descrita
por Xq,...,X,_1. Isto implica

PX,>z|Xi=x1,...,Xpn 1 =2p_1] = P[N(ty_1 +x) = N(t,_1) = 0] = e *

Entao X, é independente de X1,...,X,_1 e tem fdc exponencial

l—e ™ >0
0, caso contrario

Fx, (x) =1-P[X, >zx] = {

Tomando a derivada da fdc, podemos ver que X,, tem fdp exponencial fx,(z) =
fx(z), o que demonstra o teorema. O

Exemplo 8.7. Encontre a média e a varidncia do tempo até o décimo acesso no Exem-
plo 8.6.

Solugao. A taxa de chegada é de A = 1/4 acessos por segundo, de modo que os tempos
entre chegadas sao varidveis aleatorias com distribuicao exponencial de parametro .

Para a distribuicdo exponencial, a média e a varidncia sdo, respectivamente, 1/X
e 1/A? (veja Apéndice E). O instante da décima chegada é a soma destas variaveis
aleatorias iid, entao

1
E[S10] = 10E[T] = TO = 40 segundos

1
Var[S1o] = 10 Var[T] = )\—2 = 160 segundos?.




152 Processos Estocasticos

A propriedade de ser sem memoria do processo de Poisson pode também ser vista
nos tempos entre chegadas exponenc1als Desde que P[X,, > z] = e™**, a probabilidade
condicional de que X,, — z >z dado que X, > z , €

PIX -4 > 2|X, > 2] = DX ;E}; if]" 2] e (8.4)

A interpretagao da Equagao (8.4) é que dado que a chegada nao ocorreu no instante

z', 0 tempo adicional até a chegada, X,, — =, tem a mesma distribui¢do exponencial de

X,. Isto é, nao importa o quanto esperamos para a chegada, o tempo restante até a
chegada tem sempre uma distribuigdo exponencial com média 1/\.

A partir de uma fungao amostra de N(t), podemos identificar os tempos entre che-

gadas X1, X9 e assim por diante. Similarmente, a partir dos tempos entre chegadas

X1, Xo,..., podemos construir a fun¢ao amostra do processo de Poisson N(¢). Isto
implica que uma representacao equivalente do processo de Poisson é uma sequéncia
aleatoria iid X7, Xo,... de tempos entre chegadas exponencialmente distribuidos.

Teorema 8.4. Um processo de contagem com tempos entre chegadas erponenciais
independentes X1, Xo, ... com média E[X;] = 1/\ é um processo de Poisson de taza
A

8.7 Processo sinal telegrafico aleatério

Considere um processo aleatorio X (t) que assume os valores +1. Suponha que X (0) =
+1 com probabilidade 1/2, e suponha que X (¢) mude de polaridade com cada evento de
um processo de Poisson de taxa o. A Figura 8.5 mostra uma funcéo amostra de X ().

X(t) +

1 - — - — — —

| | | | (PN
I I I I =1

X, Xy X3 Xy X Xs X;

Figura 8.5: Fungdo amostra de um processo telegrafico aleatério

A fmp de X (t) é dada por

PIX(t) = +1] = P[X(t) = £1|X(0) = 1]P[X(0) = 1]
+ P[X(t) = £1|X(0) = —1]P[X(0) = —1] (8.5)
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Podemos encontrar as fmp’s condicionais notando que X (t) ird ter a mesma pola-
ridade de X (0) somente quando ocorrer um ntmero par de eventos no intervalo (0,?].
Entao

oo

P[X(t) = £1|X(0) = £1] = P[N ( ) inteiro par]
t

—at

— —oct {eozt +e—at}
=3 {1 et} (8.6)
X(t) e X(0) irdo ter sinais opostos quando o nimero de eventos no intervalo (0, ]
for impar:
P[X(t) = £1|X(0) = F1] = P[N(t) = inteiro impar]

— i (at)2j+1 —at

PED

_ % (1 2t (8.7)

Substituindo estes resultados na Equagao (8.5), temos:

11 11 1
P[X(t) = 1] = 55{1 + 6720&} + 55{1 — 672at} = 5
1

PIX() = 1] =1-P[X(t) = 1] = 5 (8.8)

Entéo, o sinal telegrafico assume os valores -1 e +1 com a mesma probabilidade. A
média e a variancia de X (t) sdo dadas por:

E[X(t)] = 1P[X(t) = 1] + (-1)P[X(t) = —1] =0

Var[X ()] = B[X*(1)] - E*[X ()] = (1)*P[X(t) = 1] + (-1)*P[X(t) = ~1] - 0 =

E a func@o de autocorrelagao de X (t) é dada por:

Cx(t1,t2) = E[X (t1), X (t2)]
= 1P[X(t1) = X(t2)] + (1) P[X (t1) # X(t2)]

1 1
- -1 —2a‘t2—t1|} = {1 . —2a|t2—t1|}
5 { +e 2 e

— 672a‘t27t1 ‘

Pode-se ver entao que as amostras de X (¢) tornam-se cada vez menos correlacionadas
4 medida que o tempo entre elas aumenta.
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8.8 Processo movimento Browniano

O processo de Poisson e o processo telegrafico sdo exemplos de processos de tempo
continuo e valor discreto. Agora iremos examinar o processo movimento Browniano,
que é um processo de tempo e valores continuos.

Definicao 8.10. Processo movimento Browniano. Um processo movimento
Browniano X (t) tem a propriedade de que X(0) =0 e para >0, X(t+7)—X(t) é
uma varidvel aleatdria gaussiana com média 0 e varidncia ot que € independente de
X(t') para todo t <t .

Para o movimento Browniano, podemos ver X (¢) como a posigao de uma particula
em uma linha. Para um pequeno incremento de tempo ¢,

X(t+0) = X(t) + [X(t +6) — X (2] (8.9)

Embora esta expansao possa parecer trivial, pela definicdo de movimento Browni-
ano, o incremento Yy = X (t + ¢) — X(¢), é independente de X (t) e é Gaussiano de
média zero e varidncia ad. Esta propriedade do movimento Browniano é chamada de
incrementos independentes. Entao, depois de um intervalo de tempo 6§, a posigdo da
particula moveu-se de uma quantidde Y5 que é independente da posigao anterior X (t).
A mudanga de posi¢ao Ys pode ser positiva ou negativa. Por esta razdo, o movimento
Browniano é também chamado de uma caminhada aleatéria unidimensional.

Teorema 8.5. Para o processo movimento Browniano X(t), a fdp conjunta de
X(t1),...,X(tg) €

k
1 —(zn—z 2 /120(tn —tn—
fX(t1)7--.,X(tk)(x1’ o ’xk) = H 27T04(t — ¢ 1) € (@n=an—1)"/[20(tn —tn-1)] (810)

Demonstragao. Desde que X(0) = 0, X(t1) = X (1) — X(0) é uma variavel aleatoria
Gaussiana. Dados os instantes de tempo tq,...,t;, definimos tg = 0 e, para n =
1,...,k Y, = X(t,) — X(tn—1). Note que Y1, ..., Y} sdo variaveis aleatorias Gaussianas
independentes de média zero tais que Y,, é N(0, a(t,, — tp—1)).

1 2
v (y) = e~V /[2a(tn—tn-1)] 811
Pal) = s (5.11)
Note que X (t1) = x1,..., X (t,) = x,, seesomente se Y1 = x1, Yo = z9—x1,..., Y} =
T — Lh—1-

Depois de alguma manipulacao, chegamos a

p
Fxxn @t aw) = [ fra(@n — 2n1) (8.12)
n=1
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Substituindo (8.11) em (8.12), completamos a prova. O

8.9 Meédias estatisticas de processos aleatoérios

Assim como definimos médias estatisticas para v.a.’s, podemos de forma similar, definir
médias estatisticas para um processo estocéstico. Tais médias sao também chamadas
de médias de conjunto. Estas serao entao utilizadas para especificar um processo
aleatorio.

Se adotarmos a idéia de que um processo aleatorio X (¢) é uma v.a. X que é uma
fungao do tempo, chegaremos a conclusao de que X (t) é completamente especificada se
a fdp de X é especificada para cada valor de ¢. Iremos ver rapidamente que as coisas
nao sao assim tao simples. Entretanto, comecemos com a idéia de especificar uma v.a.
X para cada valor de t.

Para o processo estocastico X (t) representando a temperatura de uma cidade, isto
implicara em considerar as amplitudes das fun¢oes amostra em algum instante ¢t = t;. O
valor X (¢1; (1) representa a temperatura no instante ¢; no ¢;-ésimo dia e é o resultado
da (;-ésima tentativa. Entao, todas as amplitudes das fungoes amostra em t = t;
representam valores tomados pela v.a. X em ¢ = t1, isto & X (7).

Podemos fazer isto para cada valor de t. A fdp de X pode ser diferente para
diferentes valores de t em geral. Para indicar este fato, a fdp de X no instante t é
expressa por fx(x;t).

Exemplo 8.8. Limiar de dete¢cao. Sobre um canal bindrio, as mensagens m = 0 e
m =1 sao transmitidas com probabilidades iguais usando um pulso positivo e negativo,
respectivamente. O pulso transmitido correspondente & mensagem 1 € p(t), mostrado na
Figura 8.6, e o pulso transmitido correspondente a mensagem 0 serd —p(t). Determine
as estatisticas de primeira ordem.

A
p(t)

Ap

t

Ty

Figura 8.6: Forma de onda do pulso p(t).

Solugao. Seja A, a amplitude de pico de p(t) em t = T},. Por causa do ruido de canal
n(t), os pulsos recebidos serao £p(t) + n(t) (Figura 8.7).

Para detectar os pulsos no receptor, cada pulso é amostrado em sua amplitude de
pico. Na auséncia de ruido, a saida do amostrador é A, (para m = 1) ou —A, (para
m = 0). Por causa do ruido do canal, a saida do amostrador é £A, + n, onde n, a
amplitude do sinal de ruido no instante de amostragem, é uma v.a. No receptor, utiliza-
se um limiar de detegao igual a 0, isto é, se o pulso amostrado em seu pico tem um valor
positivo, a decisao é 1, e se € menor que 0, a decisao é 0.
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(1) sinal

A+n>0
(detecdo correta)

sinal com ruido

L~ ©
. N \ s
’ N N -
- < 7 ———— ~.
\ ’
\ B
’
P

A+n<0 A+n>0 A+n>0
(detecdo correta) (erro de detecdo) (detecdo correta)

’
’

v

Figura 8.7: Erro de detecao devido ao ruido.

Vamos tentar interpretar P[e|1], a probabilidade de erro dado que 1 foi transmitido.
Se 1 & transmitido, a saida do amostrador no receptor é A, +mn. Se A,+n > 0, fazemos
uma decisao correta, e se A, +n < 0, ou equivalentemente n < —A,, tomamos uma
decisao errada.

Interpretando a probabilidade em termos de frequéncia relativa, se repetimos o ex-
perimento (de transmitir e receber o simbolo 1) N vezes (N — o), e se N vezes a
amostra do ruido foi negativa o suficiente para que A4, +n < 0, entao

N,
Plefl] = 5

Vamos examinar o sinal de ruido no instante t;. Em cada tentativa, temos um
novo sinal de ruido (fungdo amostra) do conjunto de ruido e um valor diferente de n
no instante de amostragem i, e se n < —A, digamos 100 vezes em 100 milhoes de
tentativas, entdo a probabilidade de erro é dada por P[ ¢|1] = 100/100 - 10° = 1076,
Mas este ntimero ¢ também a probabilidade de n < —A,, onde n ¢ uma v.a. formada
pelas amplitudes em ¢ = ¢ das fungdes amostra do conjunto do processo estocastico
n(t). Esta é a v.a. n(ts) cuja fdp é f,(n;ts).

A fdp fx(z;t) é conhecida como fdp de primeira ordem. Infelizmente o conhecimento
da fdp de primeira ordem é insuficiente para especificar um processo aleatério. Para
entender o porque, um exemplo é bastante instrutivo.

Exemplo 8.9. Seja um processo estocdstico X (t) cujo conjunto é mostrado na Figura
8.8a). Suponha que a distribui¢ao de amplitudes em qualquer instante t € a mesma, isto
é fx(z;t) € independente de t, e fx(z;t) = fx(x), como mostrado na Figura 8.9.

Se comprimirmos no tempo o processo X (t) por um fator k (k > 1), formamos um
novo processo Y (t), como mostrado na Figura 8.8b). Verifique porque as estatisiticas
de primeira ordem nao sao suficientes para diferenciar X (t) e Y (t).

Solugao. Pode-se ver facilmente que a distribui¢ao de amplitudes de X (¢) é idéntica a
de Y (t) e, desta forma, a fdp de primeira ordem de X (¢) é idéntica a de Y (¢).
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Figura 8.8: Processo estocéastico comprimido no tempo.

A

fx(x) ou fy(y)

Figura 8.9: Fdp dos processos z e y.

Entretanto estes processos sao bastante diferentes entre si pois o processo Y (t)
contém componentes em frequéncias mais altas do que as de X (t). De fato, o espectro
de Y (t) seré o espectro de X (t) expandido por um fator k.

Este exemplo mostra claramente que a fdp de primeira ordem nao é suficiente para
especificar completamente um processo estocastico. O conteido de freqiiéncias de um
processo depende da velocidade com que as amplitudes variam com o tempo. Isto pode
ser medido correlacionando amplitudes em ¢ e t; + 7. Se o processo varia lentamente,
as amplitudes em ¢; e t; + 7 devem ser similares (Figura 8.8a). Por outro lado, se o
processo varia rapidamente, as amplitudes em ¢; e t; +7 nao terao nenhuma semelhanga
(Figura 8.8b). Podemos usar a correlagao para medir a similaridade das amplitudes em
tl e tQ = tl + 7.
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Definigao 8.11. Func¢do de autocorrelagao. Se as varidveis aleatorias X (t1) e
X (t2) sao denotadas por X1 e Xo respectivamente, entao para um processo estocdstico
real, a funcao de autocorrelagio Rx(t1,t2) € definida como

Rx (t1,t2) = E[X (t1) X (t2)]

Esta é a correlagao das v.a.’s X (t1) e X(t2) e é calculada multiplicando-se as ampli-
tudes em t; e to de uma funcdo amostra e entdo fazendo a média deste produto sobre
o conjunto.

No exemplo acima, pode-se ver que para um valor pequeno de 7, o produto X7 X»
seré positivo para a maioria das fungoes amostra de X (¢), mas o produto Y;Ys podera
ser tanto positivo como negativo. Desta forma, F[X; X5] serd maior que E[Y;Ys]. Além
disso, X1 e X5 irdo mostrar correlagao para valores de 7 consideravelmente grandes,
enquanto que Y] e Y5 irdo perder a correlagao rapidamente mesmo para valores pequenos
de 7, como mostrado na Figura 8.10.

Ry(7)
4

Figura 8.10: Fungoes de autocorrelagdo para os processos X (t) e Y (t).

Entao Rx(t1,t2), a fungdo de autocorrelagao de X (t), fornece informagoes impor-
tantes sobre o contetido de freqiiéncias do processo, e pode ser derivada da fdp conjunta
de X; e X5. Esta é a fdp de segunda ordem.

Em resumo, para especificar um processo aleatério, precisamos nao s6 da fdp de
primeira ordem mas também da fdp de segunda ordem .

Em geral, precisamos da medida de interdependéncia de n varidveis x1,T9,..., Ty,
nos instantes ty,to, ..., t,. Esta informagao é fornecida pela fdp de ordem n,
fxixox, (1,22, ..., xy). A determinagdo desta fdp é uma tarefa formidavel, mas

felizmente, na maioria dos casos, iremos precisar apenas das estatisticas de primeira e
segunda ordens.

Podemos sempre derivar a fdp de ordem inferior a partir de fdp’s de ordem superior
por simples integracao. Por exemplo,

+o0
fx, (w1) :/ [x1x, (21, 2) dzo

o0

Entao, quando temos a fdp de ordem n, nao é necessério especificar as fdp’s de
ordem menor que n.
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8.9.1 Momentos

Definigao 8.12. Seja um processo estocdstico X (t) e seja também X;, = X(t;). O
n-éstmo momento da v.a. Xy, € definido como

BIx) = [ ot el da

—00

O primeiro momento é chamado de média de um processo estocéstico, e é definido
como

Definigao 8.13. A média E[X(t)] de um processo estocdstico pode ser determinada
da fdp de primeira ordem usando a sequinte expressao

+oo

BXO) = [ afs(aityds

— 00

Em geral, o valor do n-ésimo momento ird depender do instante de tempo t; se
a fdp de X;, depender de ¢;. Quando o processo ¢ estacionario, entretanto, fx(x¢,) =
fx(x¢, +1t) para todo t. Portanto, a fdp ¢ independente do tempo e, como conseqiiéncia,
0 n-ésimo momento também o é.

8.9.2 Funcgao de autocovariancia

Definigao 8.14. A funcao de autocovariincia € definida como

Kx(t1,t2) = E[(Xt, —m(t1)) (Xe, — m(t2))] = Rx(t1,t2) — m(t1)m(t2)

onde m(ty) e m(ta) sao as médias de Xy, e Xy,, respectivamente.

Momentos conjuntos de ordem superior de duas ou mais v.a.’s derivadas de um pro-
cesso estocéstico sao definidos da mesma maneira. Entretanto, com a possivel excecao
do processo gaussiano, para o qual os momentos de ordem superior podem ser expressos
em termos do primeiro e segundo momentos, estes momentos de ordem superior sdo
encontrados com pouca frequéncia na pratica.
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8.10 Classificagcao dos processos estocasticos

8.10.1 Processos estocasticos estacionirios e nao estacionarios

Definicao 8.15. Um processo estocdstico cujas caracteristicas estatisticas nao variam
com o tempo € classificado como um processo estocdstico estaciondrio. Para um
processo estactondrio, podemos dizer que uma mudanca da origem de tempo serd
impossivel de detectar; o processo ird parecer o mesmo.

Suponha que determinemos fx, (z1;t1), desloquemos a origem para ty e calculemos
novamente fy, (z1;t1). O instante ¢y na nova referéncia é dado por to = ¢; + tp na
referéncia antiga. Desta forma, as fdp’s de X em 1 e to = t1 + to precisam ser as
mesmas. Portanto, para um processo estacionario, fx,(z1;t1) e fx,(x2;t2) precisam
ser idénticas. Isto é possivel somente se fx,(z1;t1) é independente de ¢. Entao, a
densidade de primeira ordem de um processo estocastico estacionario pode ser expressa
como

fx(x;t) = fx(x)

De forma similar, podemos ver que a fungao de autocorrelacao Rx (¢, t2) precisa ser
funcao apenas de t9 — t1. Desta forma, para um processo estacionério real

Rx(t1,t2) = Rx(t1 —t2) = Rx (1), 7 =11 —12

Rx(1)=E[X(t)X(t+ 7)] (8.13)

Também a funcao de autocovaridncia pode ser simplificada para

Kx(ti,t2) = Kx(t1 — t2) = Kx(7) = Rx (1) — E*[X]

onde 7 = t1 — tog.

Para um processo estacionario, a funcao densidade de probabilidade conjunta para
1 e To precisa também depender somente de to—t1. Similarmente, fungoes densidade de
probabilidade de ordem mais alta tais como fx, x,...x, (€1, Z2,...,2,) onde z1 = X (&;),
sao todas independentes da escolha da origem.

Exemplo 8.10. O processo aleatorio X (t) que representa a temperatura de uma cidade é
um exemplo de processo estocdstico nao estaciondrio, pois as estatisticas da temperatura
(valor médio por exemplo) dependem da hora do dia. Por outro lado, um processo
estocdstico representado por um ruido branco € um processo estaciondrio, porque suas
estatisticas nao se alteram com o tempo.

Em geral nao é facil determinar se um processo é estacionério, pois isto envolve a
investigacao das estatisticas de ordem n (n — o0). Na pratica, podemos determinar a
estacionariedade se nao houver mudangas no mecanismo de geracao do sinal.
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8.10.2 Processos estacionarios no sentido amplo

Um processo pode nao ser estacionario no sentido estrito, mas pode ainda apresentar
estacionariedade para as estatisticas de primeira e segunda ordem. Quando isto acon-
tece, temos um processo estocastico estacionério no sentido amplo. Abaixo tem-se uma
definicao formal.

Definigao 8.16. Processos estaciondrios no sentido amplo (ou fracamente
estaciondrios) sao aqueles que tém um valor médio e uma fun¢ao de autocorrelagao
que sao independentes de deslocamento na origem de tempo, ou seja

E[X(t)] = constante

Rx(t1,t2) = Rx(7), T=1t1 —ty

Note que a estacionariedade é um condigao muito mais forte do que a estacionari-
edade no sentido amplo: todos os processos estacionarios sao estacionarios no sentido
amplo, mas o inverso nao é necessariamente verdade.

Assim como néo existem sinais senoidais na pratica, nao existem também processos
estacionarios. Todos os processos reais sao nao estacionarios desde que tém duracao
finita, isto é, tém um inicio e um final. Um processo estacionédrio precisaria iniciar
em t = —oo e durar para sempre. Entretanto, muitos processos apresentam-se como
estacionarios para o intervalo de tempo de interesse, e a suposicao de estacionariedade
permite que usemos um modelo mateméatico tratavel.

Exemplo 8.11. Mostre que o processo aleatdrio X (t) = Acos(wct + ), onde 0 é uma
v.a. uniformemente distribuida na faiza (0,27), € um processo estaciondrio no sentido
amplo.

Solugao. O conjunto da Figura 8.11 consiste de sendides de amplitude A e freqiiéncia
we constantes, mas a fase 0 é aleatéria. Para qualquer funcdo amostra a fase pode ter
qualquer valor no intervalo (0, 27), com distribuigao uniforme.

Pelo fato de € ser uma v.a. uniformemente distribuida sobre a faixa (0, 27), podemos
determinar fx(z;t) e, portanto, E[X (t)].

Para este caso particular, entretanto, E[X (¢)] pode ser determinada diretamente:

E[X(t)] = AE[cos(wct + 6)]
E como cos(wet 4 0) é uma fungado de uma v.a. €, temos
2
E[cos(w.t + 0)] = / cos(wet + 0) fp(0) dO
0

mas fp(f) = 1/27 no intervalo (0,27) e 0 fora dele, de modo que podemos reescrever a
equacao acima como

1 2
Elcos(wct + 0)] = — / cos(wct + 0) do
0

™
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v

X(t.C,)

X(1,¢,)

v

v

X(1,¢5) a

X(t,C,) >
X(t,C,) >
t=0
Figura 8.11: Processo aleatorio X (t) = A cos(w.t + ).
E portanto

E[X(t)] =0

Desta forma, a média do conjunto das amplitudes das fungoes amostra em qualquer
instante t é zero.

A funcao de autocorrelagao para este processo pode também ser determinada dire-
tamente a partir da Equagao 8.13

Rx (t1,t2) = E [A? cos(wety + 0) cos(weta + 0)]

= A%F [cos(wety + 0) cos(wety + 0)]
A2
= 7E [cos[we(t1 — t2)] + cos|we(t1 + t2) + 26]]

onde usamos a seguinte propriedade: cos Acos B = 3 [cos(4 — B) + cos(4 + B)].
O primeiro termo do lado direito nao contém v.a.’s, e desta forma

Elcos|we(t1 — t2)] = cos|we(t1 — t2)]

O segundo termo é funcao da v.a. 0, e sua média é

2T
Elcoslwe(ty + t2) + 20]] = %/ cosleou(t1 + t2) + 20]d8 = 0
0

Portanto,
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A2
Rx(tl, tg) == 7 COS[WC(tl — tz)]

ou

A2
Rx (1) = - cos(weT), T =1t —ty

E portanto X (¢) é um processo estacionario no sentido amplo.

Propriedades da fungao de autocorrelacao para processos estacionarios no
sentido amplo:

1. A fungao de autocorrelagao é par: Rx(7) = Rx(—7)

Demonstrag¢ao. Rx(t) = E[X(t)X(t+7)] = Rx(—7) = E[X({)X(t — 7)]
Fazendo o =t — 7, temos Rx(—7) = E[X (0 + 7)X(0)] = Rx(7)

2. Rx(0) = E[X?]

Demonstragio. Rx(0) = E[X(t)X(t+0)] = E[X(t)X(t)] = E[X%(t)] = E[X?]

O
3. Rx(0) >0
Demonstracio. Rx(0) = E[X(t)X ()] = E[X?%(t)].
Desde que X?2(t) > 0, E[X?(t)] > 0, devemos ter E[X2(t)] > 0. O
4. Se Z(t) = X(t) + Y (t) entdao Rz(7) = Rx(7) + Ry (1) + Rxy (1) + Ry x(7)
Demonstracao.
Ry(1) = E[Z(1)Z(t + 7)]
= E[(X() +Y@O)(X(t+7) +Y(t+7))]
=EXOXE+7)+XO)Yt+7)+YO)XEt+7)+ Y)Y (t+ 7)]
= Rx(7) + Rxy(7) + Ryx (1) + Ry (7)
O

5. Se um processo estocastico tem um componente periddico, entdo a funcgao de
autocorrelagao também é periddica:

X(t)=X({t+nT)= Rx(r) = Rx(t +nT)
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6. Se X (t) ndo tem componentes periodicos, entao

lim Rx(7) = F*[X]

T—00

Demonstracao. A demonstragao é bastante complexa, mas podemos dar uma jus-
tificativa plausivel: se X (¢) ndo tem componentes periddicos, entdo podemos con-
siderar que as variaveis aleatorias em X (t) e X (t 4+ 7),7 — oo sao independentes.
Desta forma:

lim Rx(7) = EIX()X(t + 7)) = EIX()]E[X(t + 7)) = F?[X]
7. Rx(0) > |Rx(7)|.
Demonstracio. E[(X(t) £ X(t+7))?] >0
Expandindo o quadrado, temos
E[X2(t) £2X(O)X(t+7)+ X2(t+7)] >0
que pode ser reescrita em termos da funcao de autocorrelagao como

2Rx(0) £ 2Rx (1) > 0 = Rx(0) > |Rx(7)]

8.10.3 Processos ergoddicos

Até agora estudamos a média e a funcao de autocorrelacdo de um processo aleatoério.
Estas sao médias de conjunto de algum tipo. Por exemplo, X (¢) é a média de con-
junto das amplitudes das fungbes amostra em ¢, e é a média de conjunto do produto
das amplitudes das fungoes amostra X (t1) e X(t2). Podemos também definir médias
temporais para cada fungdo amostra.

Definigao 8.17. A média temporal, X (t,¢;), de uma fungao amostra X (t,(;) € dada
por

T/2

. 1
X(t,G) = lim — s X(t,¢G)dt

Similarmente, temos
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Definigao 8.18. A fung¢ao de autocorrelagao temporal Rx (7,(;) € dada por

T/2

1
= lim — X(t,G) X :
BT | s (t,G) X (¢ +7,¢) dt

Rx(T, Cz) = X(t, Cz)X(t + 7, Cz)

Agora temos condigbes para definir um processo ergodico.

Definicao 8.19. Processos ergidicos sao aqueles para os quais as médias de conjunto
sa@o iguais as médias temporais de qualquer funcdo amostra. Entdo para um processo
ergodico X (t)

EX(®)] = X(t,6)

Rx (1) =Rx(1,G)

Estas sao apenas duas das médias possiveis. Para um processo ergédico, todas as
possiveis médias de conjunto sdo iguais as médias temporais correspondentes de uma de
suas fungoes amostra. Pelo fato de uma média temporal ndo poder ser uma funcao do
tempo, é evidente que um processo ergédico é necessariamente um processo estacionéario,
mas o inverso nao é verdadeiro. Na Figura 8.12 tem-se um diagrama com a classificagao
dos processos estocasticos quanto & estacionariedade e ergodicidade.

processos estocasticos

estacionarios no sentido amplo

estacionarios no sentido estrito

Figura 8.12: Classificagdo dos processos estocasticos.

A exemplo da estacionariedade, é dificil testar se um processo é ergddico ou néo,
pois precisamos testar as médias de conjunto e temporais para todas as ordens possiveis.
Contudo, na pratica muitos dos processos estacionarios sao usualmente ergédicos com
relacdo pelo menos as estatisticas de segunda ordem, tais como a média e a funcao de
autocorrelagao.

Exemplo 8.12. Mostre que o processo do exemplo anterior é ergddico para estatisticas
de até segunda ordem.
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Solugao.

Rx(t)=XO)X({t+71)

= AZcos(wet + 0) cos(we(t +7) + 0)
2
=5 {cos(?wct + wer + 20) + cos(—wcT)]

AQ
=35 {COS(2wct + wer +20) + COS(WCT)}
A2
=5 cos(w,T)

Exemplo 8.13. O conceito de ergodicidade pode ser explicado por um exemplo simples
de semdforos de trinsito em uma cidade.

Suponha que uma cidade € bem planejada, com todas as suas ruas nas diregoes
norte-sul e leste-oeste, e com semdforos em cada inteserc¢do. Assuma que cada semd-
foro permanega verde 0,75 minutos na direcao leste-oeste e 0,25 minutos na diregdo
norte-sul, e que a mudanca em um semdforo € independente de outro.

Se consideramos uma certa pessoa dirigindo um carro e que chega a um semdforo
aleatoriamente na direcdo leste-oeste a probabilidade de encontrar um farol verde serd
de 0,75, ou seja, na média, 75% do tempo ele ird observar uma luz verde.

Por outro lado, se considerarmos um grande niumero de motoristas que chegam ale-
atoriamente em um semdforo na direcdo leste-oeste simultaneamente em algum instante
t, entao 75% dos motoristas ird encontrar um farol verde, e os 25% restantes irao en-
contrar um farol vermelho.

Entao, a experiéncia de um unico motorista chegando aleatoriamente vdrias vezes
em um farol ird conter a mesma informagao estatistica (estatisticas de fungoes amostra)
da experiéncia de um grande numero de motoristas chegando simultaneamente em vdrios
semdforos (estatisticas de conjunto para um dado instante).

A nocao de ergodicidade é extremamente importante, porque na pratica ndao temos
um grande namero de fun¢des amostra disponivel para calcular estatisticas de conjunto.
Se sabemos que um processo é ergddico, entao precisamos apenas de uma fun¢do amostra
para calcular as estatisticas de conjunto.

8.11 Exercicios

1. Seja o processo estocastico definido por

z(t)=ax +b



Processos Estocasticos 167

onde b é uma constante e a é uma variavel aleatéria uniformemente distribuida
na faixa (0,100).

(a) Esboce o conjunto deste processo.

(b) Apenas observando o conjunto, determine se este é um processo estocastico
estacionario ou nao estacionério. Justifique sua resposta.

2. Desenhe algumas fungdes amostra do processo estocastico definido por
z(t) = Acos(wt + ¢)

(a) Se A ¢é a variavel aleatoria uniformemente distribuida na faixa (-1,1).
(b) Se w é a variavel aleatoria uniformemente distribuida na faixa (0,10).

(c) Se ¢ & a variavel aleatoria uniformemente distribuida na faixa (—m, ).

3. Mostre que para o processo
x(t) = k cos(wot + 6)

onde 6 é uma variavel aleatoria uniformemente distribuida sobre o intervalo (0, 27),
a funcao de autocorrelagao temporal é dada por

S kQ
Rx(t)=z(t)z(t+ 1) = 5 cos(woT)

4. Para o processo estocastico
x(t) = (sen(wt + @)
onde w e ¢ sao constantes e ( é uma variavel aleatéria qualquer:

(a) Calcule a média, a fungao de autocorrelagao e a fungao de autocovariancia.

(b) Este processo é estacionario no sentido amplo?

Resp:

| = Bl¢Jsen(wt + )
ty) = E[¢?] sen(wt1 + @) sen(wts + )

5. Encontre uma expressao para E [(Xt2 — th)Q] em termos da fungao de autocor-
relagao.

Resp: E[(Xy, — X1,)?] = Rx(ta, t2) — 2Rx (ta, 1) + Rx (t1,t1)

6. No receptor de um radio AM, o sinal recebido contém uma portadora cossenoidal
com frequéncia f, e fase aleatéria © que é uniformemente distribuida no intervalo
[0,27]. O sinal de portadora recebido é

X(t) = Acos(2nf.t + ©)
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(a) Determine o valor esperado e a fungao de autocorrelagao do processo X (t).
(b) Este processo é estacionario no sentido amplo?
Resp:
(a) E[X(t)] =0
A2
Rx(tl, tg) = 7 COS(QT('fC(tl — tg))
(b) sim
7. Seja o processo estocastico
x(t) = Acos(wt + 0)
onde w e # sdo constantes e A é uma variavel aleatéria uniformemente distribuida
no intervalo (-1,1).
(a) Esboce o conjunto deste processo.
(b) Apenas pela observagao do conjunto, determine se este processo ¢é estaciona-
rio ou ndo estacionario. Justifique sua resposta.
Resp:
(a)
(b) Nao. Em wt + 6 = 7/2 + nm, o processo vale 0. Nos demais pontos, vale
Acos(wt + 0)
8. Seja o processo estocéstico definido por
X(t) = Acoswt + Bsenwt
onde A e B sdo v.a.’s iid de média zero.
(a) Mostre que X (t) é estacionério no sentido amplo.
(b) Mostre que X (t) ndo é estacionario no sentido estrito. Dica: Considere
ELX3(1)].
Resp:
(a) E[X(t)] =0
Rx(tl, tz) = E[AQ] cos(w(tl — tQ))
(b) E[X3(t)] = E[A3](cos?(wt) + sen?(wt))
9. Seja um processo estocastico X (t) dado por

X(t) =Y coswt, t>0

onde w é uma constante e Y é uma v.a. distribuida uniformemente no intervalo
(0,1). Para este processo, calcule:
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(a) A media E[X(t)].
(

)
b) A funcao de autocorrelagao Rx(t1,t2).
(¢) A funcao de autocovariancia Kx (t1,t2).
)

(d) Este processo é estacionario?

(a) E[X(t)] = %cos(wt)
(b) Rx(t1,t2) = %cos(wtl) cos(wtq)

(c) Kx(t1,t2) = % cos(wty) cos(wta)

(d) nao

10. Em uma linha de produgao de resistores de 1000€2, a resisténcia real de cada re-
sistor é uma variavel aleatéria R com distribuicao uniforme entre 9502 e 105012.
Assuma que os valores das resisténcias dos diferentes resistores sao independentes.
A companhia tem uma encomenda de resistores de 1% de tolerancia (resisténcias
entre 9902 e 101092). Um testador automético toma um resistor por segundo e
mede sua resisténcia exata (este teste demora 1 segundo). O processo estocastico
N(t) denota o nimero de resistores com tolerancia de 1% encontrados em t se-
gundos. A variavel aleatoria T, segundos é o tempo decorrido até encontrarmos

resistores com tolerancia de 1%.

(a) Calcule p, a probabilidade de um resistor ter tolerancia de 1%.

(b) Qual é a fmp de N(t)?

(c) Calcule E[T}], o tempo esperado para encontrar o primeiro resistor com

tolerancia de 1%.

(d) Qual é a probabilidade de o primeiro resistor com tolerancia de 1% ser en-

contrado em exatamente 5 segundos?

(e) E[T,|Ty = 10], a esperancga condicional do tempo necessario para encontrar
o segundo resistor com tolerancia de 1%, dado que o primeiro foi encontrado

em 10 segundos.
Resp:
(a) 0.2
(b) Py (n) = {

(c) 5
(d) (0,8)%(0,2) ~ 0,08192
(e) 15

(fl)p”(l -p)t n=01,...
0, caso contrario
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Para uma sequéncia de varidveis aleatorias Gaussianas iid X,, de média zero e
varidncia unitaria, encontre a fdp conjunta de Xq, ..., X,,.
1

= e (@itetad,)/2
(27T)m/2

Resp: fX(l),...,X(m)(l“l, ey T) =

Pacotes de dados transmitidos por um modem sobre uma linha telefonica formam
um processo de Poisson de taxa 10 pacotes/segundo. Usando M para denotar o
nimero de pacotes transmitidos na k-ésima hora, encontre a fmp conjunta de M;
€ MQ.

m1+m26—2a

a
—, m1=0,1,...; ma=0,1,...

Resp: par m,(mi, ma) = mylmg! T T
0, caso contrario

Seja X (t) um processo movimento Browniano com varidncia Var[X(t)] = at.

Mostre que Y (t) = X (t)/+/aé um processo movimento Browniano com variancia
Var[Y (t)] = t.

Sejam dois processos estocasticos X (t) e Y (¢) dados por:

X(t) = Acos(wt + O) Y (t) = Asen(wt + ©)
onde A e w sdo constantes e © é uma v.a. com distribui¢do uniforme no intervalo
0,27. Calcule Rxy (1), Ryx(7), e mostre que Rxy (1) = Ryx(—7).

Resp:
A2
ny(tl, t2) == 7 sen(w(tg — tl))

A2
Ryx(tl,tQ) == —7 sen(w(tz — tl))

Seja X () um processo estacionario no sentido estrito.

(a) Y(t) = X(t 4+ a) é também um processo estocastico estacionario?

(b) Z(t) = X(at), a # 0, é também um processo estocéstico estacionario?
Justifique suas respostas.
Resp: (a) sim (b) sim.

Considere um processo estocéstico X (t) definido por

X(t) =Ucost+ Vsent, —00 <t< o0

onde U e V sao varidveis aleatoérias independentes, e cada uma assume os valores
-2 e 1 com probabilidades 1/3 e 2/3, respectivamente.

(a) Calcule E[X (t)].
(b) Calcule Rx(t1,t2).

(c) Este processo é estacionario no sentido amplo?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Resp: (a) 0 (b) 2cos(ta —t1) (c) sim.

Pacientes chegam a um consultério de acordo com um Processo de Poisson de
taxa A = 1/10 pacientes por minuto. O doutor nao ird atender um paciente até
que pelo menos trés pacientes estejam na sala de espera.

(a) Encontre o tempo médio de espera até que o primeiro paciente seja admitido
pelo doutor.

(b) Qual é a probabilidade de que ninguém seja atendido na primeira hora?

Resp: (a) 30 minutos (b) 25 -6

Considere o processo estocastico X (t) = Y cos(wt),t > 0, onde w é uma constante,
e Y uma variavel aleatoria uniformemente distribuida no intervalo (0, 1).

(a) Calcule a média E[X (t)].
(b
(c

(d) Este processo ¢é estacionario no sentido amplo? Justifique sua resposta.

Calcule a fungao de autocorrelagdo Rx (t1,t2).

Calcule a fungao de autocovariancia Kx(t1,t2).

)
)
)
)

Resp: (a) %Cos(wt) (b) écos(wtl) cos(wta) (c) % cos(wty) cos(wta)

Um processo estocéstico v(t) é formado pela soma de um processo estocastico
estacionario no sentido amplo £(t) com um processo deterministico s(t) = Spe®.
v(t) é estacionario no sentido amplo? Justifique sua resposta.

Resp: nao.

Seja um processo estocastico v(t) = £(t) +n, onde £(t) ¢ um processo estocastico
ergodico, e 1 é uma variavel aleatoria. Verifique se v(t) é ou nao estacionario no
sentido amplo.

Resp: sim.

Suponha que uma secretaria receba chamadas que chegam de acordo com um
processo de Poisson a uma taxa de 10 chamadas por hora. Qual é a probabilidade
de a secretaria atender a todas as chamadas, dado que ela esté fora de seu escritorio
nos 15 minutos iniciais e finais de cada hora?

Resp: e5.

Considere os seguintes processos autorregressivos:

Wyp=2W,_1+ X, Wy =0

1
Zn:§ n—1+ Xn,Zo =0
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Encontre W,, e Z,, em termos de X,, X,,_1,...,X;, e entao encontre E[W,] e
E[Z,].

Resp:
W, =31 2n7iX, EW,] = (2" — 1)E[X]
Zo=Y00 8" X, BlZa) =201 (1/2)" ) E[X]

23. Seja Zy,Za, ..., Zy, um conjunto de variaveis aleatorias iid, com P[Z, = 1] =pe
P[Z, = —1] = ¢ =1 — p para todo n. Seja

n
Xn=) Zin=12,...
i=1

e Xo = 0. A colegao de variaveis aleatorias {X,,n > 0} é um processo aleatorio,
conhecido como caminhada aleatéria simples em uma dimensao X (n).
(a) Construa uma sequéncia amostral tipica de X (n).
(b) Sabendo que para este processo, a fdp de primeira ordem é dada por:
pa(k) = Rz
(n+k)/2
calcule a probabilidade de X (n) = —2 depois de 4 passos.

(c) Comprove o resultado do item b) enumerando todas as sequéncias possiveis
que levam ao valor X (n) = —2 depois de 4 passos.

Resp: P[X(4) = —2] = 4pg®

24. Seja X,,n > 0 uma sequéncia de variaveis aleatorias iid com média 0 e varidncia
1. Mostre que {X,,,n > 0} é um processo estacionario no sentido amplo.



Capitulo 9

Processamento de Sinais Aleatorios

Neste capitulo vamos utilizar os modelos do Capitulo 8 para representar sinais elétricos
como fun¢Ges amostra de processos estocasticos estacionérios no sentido amplo. Usamos
esta representacao para descrever os efeitos de filtros lineares. Em particular vamos
derivar a fungdo de autocorrelagdo do processo estocéstico na saida de um filtro em
termos da funcao de autocorrelagao do processo de entrada e da resposta a impulso do
filtro. Vamos definir também a funcao espectro densidade de poténcia de um processo
estocastico.

9.1 Sistemas lineares e invariantes no tempo

Antes de entrarmos no escopo da matéria, vamos definir alguns conceitos essenciais a
compreensao do assunto:

Definigao 9.1. Linearidade: Um sistema € linear se atende ao Teorema da Super-
posicao, isto €

Tlaz1(t) + bws(t)] = aT[z1(t)] + 0T [za(t)] (9.1)

onde x1(t) e x2(t) sao sinais de entrada arbitrdrios, e a e b sao constantes arbitrdrias.

Definigao 9.2. Invaridncia no Tempo: Se y(t) € a resposta & entrada z(t), entdo
o sistema € dito invariante no tempo se para x(t — 7) temos y(t — 7).

Definigao 9.3. Resposta Impulsiva: A resposta impulsiva h(t) de um sistema
linear e invariante no tempo € definida por

h(t) = T5(1)] (90.2)

onde §(t) é uma funcao impulso unitdrio aplicada no intstante t = 0.
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A resposta do sistema para uma entrada arbitraria z(t) é entao a convolugao de z(t)
com h(t):

+00 +oo
y(t) = h(t) xx(t) = /_ h(s)x(t — s)ds = /_ h(t — s)x(s)ds (9.3)
para sinais continuos no tempo, e
y[n] = hln]* xln] = Z hljlzln — j] = Z hln — jla[j] (9.4)

para sinais discretos no tempo.

Definicao 9.4. Causalidade: Um sistema € causal se a resposta no instante t
depende apenas de valores de entrada passados, isto €, se

h(t) =0, Vt<0 (9.5)

9.2 Filtragem linear de um processo estocastico

Em muitas aplicagoes de processamento de sinais é interessante representar os sinais
como func¢odes amostra de um processo estocastico. Nestas aplicagoes, é impossivel saber
antecipadamente qual sinal ird4 aparecer. Entretanto, podemos obter informagoes sobre
os modelos probabilisticos destes sinais. Nas aplicacbes mais frequentes, os processos
estocasticos sao estacionarios no sentido amplo, e desta forma as informagoes disponiveis
consistem das estatisticas de primeira e segunda ordem, ou seja, a fdp ou fmp fx(z) e
a funcao de autocorrelacgdo Rx (7).

Consideremos um filtro linear invariante no tempo com resposta a impulso h(t). Se
a entrada é um sinal deterministico v(t), a saida w(t) é dada pela integral de convolucao

w(t) = /OO h(u)v(t — u) du (9.6)

—00
Esta relacdo pode também ser expressa no dominio da frequéncia em termos da
transformada de Fourier.

Definigao 9.5. Transformada de Fourier. As funcoes g(t) e G(f) sao chamadas
de um par de transformadas de Fourier se

cth- | Tty e g(t) = / TG e 0.7)

—00

Se um filtro linear tem resposta a impulso h(t), a transformada de Fourier H(f) é
chamada de resposta em frequéncia do filtro. A convolugao entre a entrada v(t) do
filtro e a sua resposta a impulso A(t) no dominio do tempo torna-se uma multiplicagao
o dominio da frequéncia, isto é, se v(t) é a entrada de um filtro linear invariante no



Processamento de Sinais Aleatorios 175

tempo com resposta a impulso h(t), a transformada de Fourier da saida do filtro W (f),
esta relacionada & transformada da entrada, V(f) e a resposta em frequéncia do filtro

H(f) por

W(f)=H(V(S) (9:8)

Se as possiveis entradas do filtro sao fungdes amostras de um processo estocastico
X(t), entao para uma entrada particular x(¢; s), a saida sera dada pela convolugao

y(t,s) = /OO h(u)x(t —u;s) du (9.9)

—00

Pelo fato de y(t;s) estar associada a um resultado s de um experimento, y(¢;s) é
uma fun¢ao amostra de um processo estocastico Y (¢). Portanto, o modelo de filtragem
linear completo consiste dos seguintes passos

e Realizagao do experimento e observacao de um resultado s.

e Para o processo estocéstico X (t) estacionario no sentido amplo, usa-se a fungao
amostra x(t; s) como entrada para um filtro linear invariante no tempo com res-
posta a impulso h(t).

e Observagao da saida y(t; s) do filtro.

Definigao 9.6. Processo de saida de um filtro linear invariante no tempo.
X(t) € a entrada de um filtro linear invariante no tempo com resposta a impulso
h(t), e Y(t) € a saida se todas as entradas do filtro sao fungoes amostra de X (t) e
as saidas sao fungoes amostra de Y (t). Y (t) estd relacionado com X (t) pela integral
de convolugao

Y(t) = /OO h(u)X (t —u) du = /OO h(t —u) X (u) du (9.10)

—0o0 —00

o
A notacdo matematica da Definicdo 9.6 indica que a v.a. Y(ty) = / h(to —

—00
u) X (u) du & uma fungao de todas as v.a.’s X (u), para co < u < 0o. Desde que Y (tg)
é uma v.a., tem valor esperado

[e.e]

B () =& |

—0o0

h(u)X (tg — u) du]

Para avaliar o valor esperado desta integral, lembremos que esta corresponde ao
limite

Y (tg) = Algnwz h(nA)X (tg — nA)A

Desde que a esperanca da soma é igual & soma das esperancas, temos para valores
pequenos de A,
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E[Y(t))] =~ E

> h(nA)X(tg —nA)A| = h(nA)E[X (tg — nA)|A

Isto sugere que & medida que A — 0, temos

o0 o0

ElY ()] = E { / h(u)X (to — u) du} _ / h(u) E[X (to — w)]du (9.11)
—0oQ —0o0

Embora o argumento acima nao seja uma prova, contém a idéia béasica que uma
integral é o limite de uma soma a qual podemos trocar de posi¢ao com a esperanga. O
seguinte Teorema usa a Equagao (9.11) para relacionar o valor médio py e a fungao de
autocorrelagao Ry (7) com h(t) e os parametros correspondentes de X ().

Teorema 9.1. Se a entrada de um filtro linear invariante no tempo com resposta a
impulso h(t) é um processo estaciondrio no sentido amplo X (t), a saida é um processo
estaciondrio no sentido amplo Y (t) com valor médio e fungao de autocorrelagao dados
por

ny = ux /_OO h(t) dt = /L)(H(O) (9.12)
Ry (1) = /_OO h(u) /_OO h(v)Rx (T +u — v) dvdu (9.13)

Demonstragao. Primeiramente, observemos que a média de Y (¢) é

py =E [ / T )X (- 7) dT] - / " W) EX(t — u)du

—o0 —00
Desde que E[X(t)] = px para todo t (pois X (t) é estacionario no sentido amplo),
[e.9]
Hy = / h(u)px du = px H(0). Para encontrar Ry (t,7) = E[Y (t)Y (¢t + 7)], usamos

—00
a Definigao 9.6 para escrever

o0

Ry(t,7)=E [/OO h(w) X (t — u) du/ h(v)X (t + 7 — v) dv

—00 —00

= /OO h(u) /OO h(V)E[X(t —u) X (t + 7 — v)]dvdu

—00 —00

Como X (t) é estacionario no sentido amplo, E[X (t—u)X (t+7—v)] = Rx(T—v+u)
de modo que

Ry (t7) = Ry (r) = / ) / T () Rx (7 — v+ u) dvdu

—00 —00
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Quando a entrada e a saida de um filtro s@o deterministicas, a relacdo no dominio da
frequéncia W(f) = H(f)V(f) avaliada em f = 0 leva a W(0) = H(0)V (0). Para sinais
deterministicos, V' (0) e W(0) sao conhecidas como as componentes DC (frequéncia zero)
de v(t) e w(t).

Por analogia, podemos interpretar a Equacao (9.12) no Teorema 9.1 chamando ux
e py de componentes DC dos processos X (t) e Y (¢).

A interpretacdo da segunda parte do Teorema 9.1 é menos direta. Além disso,
usando o Teorema 9.1 para calcular Ry (7) a partir de Rx(7) e h(u) é extremamente
dificil. Neste caso, é mais facil trabalhar no dominio da frequéncia.

Exemplo 9.1. X(t), um processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo com valor
esperado px = 10 volts, € a entrada de um filtro linear invariante no tempo. A resposta
a impulso do filtro €

102 0<¢<0,1
HORS SO
0 caso contrdrio
Qual € o valor esperado do processo Y (t) de saida do filtro?

Solugao. Aplicando o Teorema 9.1 temos

L) 0,1 0,1
Hy = ,uX/ h(t)dt = 10/ /02t = 2 /02 . = 2(%® — 1) = 1,30 volts
—00 0

9.3 Espectro densidade de poténcia

Assim como para sinais deterministicos, é instrutivo considerar a filtragem linear de
processos estocasticos no dominio da frequéncia.

Definicao 9.7. Espectro densidade de poténcia. Para um processo estocdstico
X (t) estaciondrio no sentido amplo, a fungao de autocorrelagao e o espectro densidade
de poténcia Sx(f) sao o par de transformadas de Fourier

sx() = [ Bx@e ar Ry = [ sc(ery

Pelo fato de Sx(f) e Rx(7) serem um par de transformadas de Fourier, se tivermos a
expressao de uma, podemos sempre derivar a expressao da outra. O espectro densidade
de poténcia tem algumas propriedades importantes.
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Teorema 9.2. Para um processo estocdstico X (t) estaciondrio no sentido amplo, o
espectro densidade de poténcia Sx(f) tem as sequintes propriedades:

0) E[X(1)] = Rx(0) = / TSkl df
b) Sx(—f)=5Sx(f)

Demonstrag¢ao. A primeira propriedade é demonstrada considerando 7 = 0 para Rx (7)
na Defini¢ao 9.7.

Para provar a segunda propriedade, observemos que Rx(7) = Rx(—7) implica

Sx(f) = / " Rx(—n)e i irdr

Fazendo 7/ = —7 temos
Sx(f) :/ Rx (r)e 12 (—dr') :/ Ry (r)e 9N 4! = Sy (—f)

O

Quando interpretamos E[X?(t)] como a poténcia média de X (t), a primeira parte do
Teorema 9.2 sugere que Sx(f) é uma medida da poténcia por unidade de frequéncia de
X(t). Quando passamos X (t) através de um filtro linear h(t), encontramos o espectro
densidade de poténcia de Y (¢).

Teorema 9.3. Quando um processo X (t) estaciondrio no sentido amplo é a entrada
de um filtro linear invariante no tempo com resposta em frequéncia H(f), a densidade
espectral de poténcia da saida Y (t) €

Sy (f) = [H(f)PSx(f) (9.14)

Demonstracdo. Do Teorema 9.1, podemos escrever

Sy(f) = / Z ( / O; / Z h(u)h(v)Rx (T +v — u) dudv) e 12T dr

Fazendo ’7'/ =7+ v — u temos

h(v)ej2”fvdv/ Rx(T/)eijzﬂfT/dT/

—00

Sy(f) = / h h(u)e 72 ¢ dy / h

—00 —00

1) HA(f) Sx(f)
= [H(f)I*Sx(f)
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Estamos prontos agora para fazer novas interpretagoes sobre o espectro densidade
de poténcia. Como mostrado na Figura 9.1, suponha que H(f) é um filtro passa faixa
ideal com largura de banda B centrada em fj, isto é

H(f):{1 |f % fol < B/2

0 caso contrario

B

1 g

>
T T »

—fo Jo f

Figura 9.1: Filtro passa faixa ideal H(f) com frequéncia central fy e largura de banda
B Hz.

Neste caso, se passamos um processo estocéstico X (¢) através do filtro H(f) teremos
na saida uma forma de onda Y (t) que esta na banda de passagem do filtro H(f). Como
mostrado acima, o espectro densidade de poténcia da saida do filtro é

Sy (f) = [H(f)*Sx(f)

Além disso, a poténcia média de Y (t) satisfaz

/ Sy(f)df = /MB/Q (f)df + /f "R et

fo—B/2 0—B/2

Desde que Sx(f) = Sx(—f), quando B ¢ pequeno, temos'

E[Y?(t)] = 2BSx(fo) (9.15)

Podemos ver que a poténcia média da saida do filtro é aproximadamente o espectro
densidade de poténcia da entrada na frequéncia central do filtro vezes a largura de faixa
do filtro. Desta forma podemos concluir que Sx (fp) caracteriza a poténcia por unidade
de frequéncia de X () nas frequéncias proximas de fj.

Além disso, E[Y2(t)] > 0 para qualquer frequéncia fy e largura de banda B nao
nula. No limite para B arbitrariamente pequeno, a aproximagao da Equagao (9.15)
torna-se uma igualdade. Isto implica que BSx(fy) > 0 para todo B nao nulo. Segue
entao que Sx(f) > 0 para todo f. Embora este argumento nao seja uma prova, fornece
uma intui¢ao para o seguinte teorema:

Teorema 9.4. Para um processo estocistico X (t) estaciondrio no sentido amplo, o
espectro densidade de poténcia Sx(f) > 0 para todo f.

1Sx(f) é aproximadamente constante quando B é pequeno.
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Exemplo 9.2. Um processo estaciondrio X (t) no sentido amplo com fungao de auto-
correlagio Rx (1) = eIl ¢ aplicado a um filtro RC com resposta a impulso

—t/(RC) ¢ >
h(t) = {e =

0 caso contrdrio

Assumindo que b > 0 e b # 1/(RC), encontre Sy(f) e Ry(r) da saida Y (t) do

filtro. Qual € a poténcia média do processo estocdstico na saida do filtro?

Solugao. Por conveniéncia, fagamos a = 1/(RC). Desta forma, a fungao de transfe-
réncia do filtro é

1

H — * —at —j27rftdt:
(f) /0 e T

Portanto

1 1 1
a+72nf a—j2rf a?+ (2nf)2

O espectro densidade de poténcia do sinal de entrada é

[H(f)I? = H(f)H*(f) =

Sx(f) = / e trle=i2m T gr

0 [e'¢)
:/ ebTe—]QFdeT+/ e—b’re—]27rf7'd7_
—00

0
1 1
= - + .
b—jg2nf b+ j2nf
B 2b
@2rf)2 42

Usando o Teorema 9.3, escrevemos

2b _20/(b* —a?)  2b/(b* — a?)
(27 f)2 +a?|[2nf)2 +02]  (2nf)2+a®  (2nf)2 + D2

onde a ultima igualdade foi obtida através de fracGes parciais.
Reconhecendo que para qualquer constante ¢ > 0, eIl e 2¢/((2mf)? +c?) sdo pares
de transformadas de Fourier, obtemos a expressao para a funcao de autocorrelagao de

Y(t)

Sy(f) =

b/a 1

- —b
Ry(T) _ o alt| o a2€ |7
A poténcia média é obtida pelo Teorema 9.2
_bfa—-1 1

E[YQ(t)] = RY(O) T g2 a(b+ a)
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9.4 Correlacoes cruzadas

Vimos que qundo passamos um processo estocastico X (¢) através de um filtro linear
H(f), a saida Y (¢) ¢ um novo processo estocastico. Para duas v.a.’s X e Y, a fdp ou
fmp conjunta é um modelo de probabilidade completo. Para dois processos estocasticos
X (t) e Y(t), um modelo de probabilidade completo consiste de uma fdp ou fmp conjunta
das v.a.’s

X(t1), X(t2), ..., X(tn), Y (1), Y (t5), ..., Y (t})

para todo n, k,t1,ts,...,t, € tll, t/2, . ,t;c. Tal funcao de probabilidade conjunta contém
informacao suficiente para responder qualquer questao de engenharia sobre os processos
estocasticos combinados X (t) e Y (¢). Entretanto, encontrar e trabalhar com tal fungao
¢é em geral extremamente custoso e dificil. A excecdo principal é o caso de processos
independentes.

Definigao 9.8. Processos independentes. Os processos estocdsticos X (t) e Y (t)

sGo independentes se para qualquer colecao de amostras de tempo, ti,to,...,t, €
oty ot
fX(tl),...,X(tn),Y(t/l),...,Y(t/m)(mh ey Ty Y1,y e s 7ym)

= fX(t1),...,X(tn)(:U1’ cee ,xn)fy(t’l)7___’y(t;1)(y1’ cee aym)

9.4.1 Funcao de correlagao cruzada

Para obter ferramentas tteis para analisar um par de processos dependentes, lembremos
que a covariancia e a correlacao de um par de v.a.’s fornecem informacoes valiosas sobre
a relacdo entre as v.a.’s. Portanto, para os processos X (t) e Y (t), trabalhamos com a
correlagao e a covariancia das v.a.’s X (t) e Y(t + 7). Desde que as v.a.’s dependem das
suas variaveis temporais t e 7, a correlacdo das duas variaveis é uma func¢ao do tempo.

Definicao 9.9. Funcao de correlacao cruzada. A correlagio cruzada dos pro-
cessos X (t) e Y (t) € dada por

Rxy(t,7) = E[X(t)Y (t +7)]

Definida a correlagao cruzada, vamos agora apresentar dois conceitos importantes
no estudo dos processos estocésticos:
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Definigao 9.10. Processos descorrelacionados. Dois processos X (t) e Y (t),
estaciondrios no sentido amplo, sao ditos descorrelacionados se sua funcao de corre-
lacao cruzada € tgual ao produto de suas médias, isto €

Rxy(r)=Xt)Y(t+7)=XY

Isto implica que as v.a.’s x(t) e y(t + 7) sao descorrelacionadas para todo t e 7.

Definigao 9.11. Processos incoerentes ou ortogonais. Dois processos X (t) e
Y (t), estaciondrios no sentido amplo, sao ditos incoerentes ou ortogonais se

Rxy (1) =0

Observe que os processo ortogonais sao processos descorrelacionados com X = 0
e/ouY =0.

Assim como para a autocorrelacdo, existem muitas aplicagOes praticas nas quais a
correlacdo cruzada depende somente da diferenga entre dois instantes de tempo 7.

Definicao 9.12. Processos conjuntamente estaciondrios no sentido amplo.
Os processos estocdsticos X (t) e Y (t) sao conjuntamente estaciondrios no sentido

amplo se cada um deles € estaciondrio no sentido amplo, e a correlagdo cruzada
satisfaz

ny(t,T) = ny(T)

Propriedades da fungao de correlagao cruzada

Vimos anteriormente que a fun¢ao de autocorrela¢ao é par, ou seja, Rx(7) = Rx(—7).
A correlacao cruzada de processos estocasticos conjuntamente estacionéarios tem uma
simetria ligeiramente diferente:

Teorema 9.5. Se X(t) e Y(t) sao conjuntamente estaciondrios no sentido amplo
entao

ny(T) = Ryx(—T)

Demonstragao. Da Defini¢ao 9.9, Rxy (1) = E[X (t)Y (t+7)]. Fazendo u = t+7, temos
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Rxy(r) = FE[X(u—7)Y(u)] = E[Y (v)X(u —7)] = Ry x(u,—7)

Desde que X () e Y (t) sdo conjuntamente estacionarios no sentido amplo, podemos
concluir que Ry x(u, —7) = Ry x(—7) O

Teorema 9.6. Se X(t) e Y(t) sao conjuntamente estaciondrios no sentido amplo
entao

|Rxy (7)| < {Rx(0)Ry (0)}'/2

Demonstra¢ao. Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Equagao (3.34)), segue que
{EIXOY (t+7)]}* < E[X*@)]EY(t + 7))

Reescrevendo esta equacao em termos da fungao de autocorrelagao, temos:

[Rxy (7)]” < Rx(0)Ry (0) = |Rxy (7)| < v/Rx(0)Ry (0)

Teorema 9.7. Se X(t) e Y(t) sao conjuntamente estaciondrios no sentido amplo
entao

|Rxy(7)] < 5 [Rx(0) + Ry (0)]

N |

Demonstracao.
E{X®t)-Y(t+7)}>0

Expandindo o quadrado, temos

E[X?(t) —2X()Y(t+71)+Y?(t+7)] >0

E[X*@#)] —2E[XO)Y(t+7)]+E[Y?(t+7)] >0

Reescrevendo esta equagao em termos das fungoes de autocorrelagao e correlagao cru-
zada, temos

Rx(O) — 2ny(7') + Ry(O) >0= ny(T) < [Rx(O) + Ry(O)]

N |
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Teorema 9.8. Se X e Y sao v.a.’s independentes, entdo

Rxy(r)=Ryx(r)=XY

Demonstracao.

Rxy (1) = E[X®#)Y(t + 7)]

Como X e Y sao independentes, podemos escrever

EXO)Y(t+7)=EX®EY(t+7)]=XY

9.4.2 Densidade espectral cruzada

Quando X (t) e Y (t) s@o conjuntamente estacinarios no sentido amplo, podemos estudar
a correlacao cruzada no dominio da frequéncia.

Definigao 9.13. Densidade espectral cruzada. Para processos X (t) e Y (t) con-
juntamente estacindrios no sentido amplo, a transformada de Fourier da correlacao
cruzada leva a densidade espectral cruzada

[e.9]

Sxy(f) = / Ryy (1)e 2™ dr

—00

Como a densidade espectral cruzada é a transformada de Fourier da funcgdo de
correlagdo cruzada, podemos mostrar o seguinte teorema:

Teorema 9.9. Para os processos X (t) e Y (t) conjuntamente estaciondrios no sentido
amplo, a densidade espectral cruzada apresenta a sequinte simetria

Sxy(f) = Syx(—f)

Encontramos correlagdes cruzadas em experimentos que envolvem observagoes rui-
dosas de um processo estocéstico X (t) estacionario no sentido amplo.
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Exemplo 9.3. Suponha que estejamos interessados em X (t) mas sé podemos observar

Y(t) = X(t) + N(t)

onde N(t) é um processo estaciondrio no sentido amplo com média zero, que interfere
com nossa observacao de X (t). Assumimos que X (t) e N(t) sao conjuntamente estaci-
ondrios no sentido amplo. Para caracterizar Y (t), encontre a média E[Y (t)], a fun¢ao
de autocorrelagao Ry (T), € o espectro densidade de poténcia Sy (f).

Solugao. Desde que o valor esperado de uma soma é igual & soma dos valores esperados,

EY (1)) = E[X(1)] + EIN()] = E[X(?)]

desde que E[N(t)] = 0 (dado do problema).
Para a funcao de autocorrelagao, temos

Ry(t,7) = E[Y ()Y (t +7)]
=E[(X({t)+ NO)X{Et+7)+N({t+71))]
= Rx(7) + Rxn(t,7) + Rnx(t,7) + Rn(T)
Quando X (¢) e N(t) s@o conjuntamente estacionarios no sentido amplo Rxn(t,7) =
Rxn(7) e Rnx(t,7) = Ryx (7). Entao podemos reescrever a equagao acima como

Ry(t,T) = Rx(T) + RXN(T) —I—RN)((T) + RN(T)

O lado direito desta equagao indica que Ry (¢, 7) depende somente de 7. Isto implica
que Y (t) é estacionario no sentido amplo com fungao de autocorrelagdo Ry (t,7) =
Ry (7). Tomando a transformada de Fourier de ambos os lados, obtemos a densidade
espectral de poténcia de Y (t)

Sy (f) = Sx(f) +Sxn(f) + Svx(f) + Sn(f)

Exemplo 9.4. Continuando o Ezemplo 9.3, suponha que N(t) seja um processo de
média zero, independente de X (t). Encontre a fun¢ao de autocorrelag¢io e a densidade
espectral de poténcia da observagao Y (t).

Solucao. Neste caso,

Rxn(t,7) = EIX{N(t +7)] = E[X®)]E[N(t +7)] = 0

Similarmente, Ryx (t,7) = 0. Isto implica

Ry(T) = Rx(T) + RN(T)

Sy (f) = Sx(f) +Sn(f)
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9.4.3 Filtragem de processos estocasticos

A fungao de autocorrelagao e a densidade espectral de poténcia sdo particularmente tteis
na caracterizacao da entrada e saida de um filtro linear invariante no tempo. Quando
X (t) e Y(t) sao os processos de entrada e saida de um filtro linear invariante no tempo
h(t), podemos usar a Definigdo 9.6 para calcular a correlagdo cruzada Rxy (¢, 7).

Teorema 9.10. Quando um processo X (t) estaciondrio no sentido amplo é a entrada
de um filtro linear invariante no tempo h(t), a correlagio cruzada entre entrada e
saida € dada por

oo

ny(t,T) = ny(T) = / h(u)Rx(T — u) du

—00

[e.e]

Demonstragao. Da Defini¢ao 9.6, Y (t+7) = / h(u) X (t+ 7 —u) du. Isto implica que

— 00
a correlacao cruzada entre a entrada e a saida do filtro é

O

Quando a entrada X (t) de um filtro linear invariante no tempo é um processo
estacionario no sentido amplo, o Teorema 9.1 diz que a saida Y (¢) é também um processo
estacionario no sentido amplo, e o Teorema 9.10 diz que a correlagao cruzada Rxy (t,7)
depende somente de 7. Estes dois resultados implicam no seguinte teorema.

Teorema 9.11. Quando um processo X (t) estaciondrio no sentido amplo é a en-
trada de um filtro linear invariante no tempo, a entrada X (t) e a saida Y (t) sao
conjuntamente estaciondrias no sentido amplo.

No Teorema 9.10 vimos que a correlagao cruzada entre a entrada e a saida é dada
pela convolugao entre a func¢ao de autocorrelacdio Rx(7) da entrada e a resposta a
impulso h(t) do filtro. Entao podemos pensar em Rxy (7) como a saida do filtro h(t)
quando Rx(7) ¢ a entrada. No exemplo a seguir veremos que calcular a correlacgao
cruzada antravés de convolugoes tende a ser um processo complicado.

Exemplo 9.5. Um processo X(t) estaciondrio no sentido amplo com fungao de auto-
correlagio Rx (1) = eVl ¢ 4 entrada de um filtro RC' com resposta impulsiva
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0 caso contrdrio

—t/(RC) t>
i) — {e >0

Assumindo que b > 0, encontre a correlagiao cruzada Rxy (T) entre a entrada e a
saida.

Solugao. Seja a = 1/(RC). Do Teorema 9.10, a correlagao cruzada é

Rxy (1) = /OO h(u)Rx (T — u) du = /OO e~ el gy,

—00 0

Para 7 > 0, esta integral pode ser escrita como

—br

T oo 2be—aT
— —(a—b)u—de —(a+b)u+de — € _
Rxy (1) /0 e u—|—/T e U=

Quando 7 <0ewu >0, entdo |7 —ul=u—r7e

eb’T

a+b

Rxvy (1) :/ e e ) gy =
0

Uma expressao completa para a correlagao cruzada entre a entrada e a saida é

br
e
<0
a+b 4
Rxy (1) =
ebe 2he =0T -0
T

a—b a2— b2 -

O Teorema 9.10 nos encoraja a reexaminar o Teorema 9.1 desde que a integral dupla
para Ry (7) pode ser expressa em termos da correlagao cruzada Rxy (7)

Teorema 9.12. Quando um processo X (t) estaciondrio no sentido amplo é a entrada
de um filtro linear h(t) invariante no tempo, a func¢ao de autocorrelagao da saida'Y (t)
€ dada por

Ry(T) = /OO h(—w)ny(T — w) dw

—00

Demonstracao.

Ry (7) = /Oo h(u) /Oo h(w) R (7 + 1 — v) dv du /OO h(u)Rxy (7 + ) du

—00 —00 —0o0

Rxy (t+u)

A substituicdo w = —u na integral acima completa a prova. O
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O Teorema 9.12 diz que ao passarmos o sinal deterministico Rxy (7) através de um
filtro linear invariante no tempo h(—t) obtemos a func¢ao de autocorrelagao Ry (7).

Observemos que um filtro com resposta a impulso h(—t) pode também ser repre-
sentado como um filtro de resposta em frequéncia H*(f). No dominio da frequéncia, os
Teoremas 9.10 e 9.12 tém as seguintes consequéncias

Teorema 9.13. Seja X (t) uma entrada estaciondria no sentido amplo para um filtro
linear invariante no tempo H(f). A entrada X (t) e a saida Y (t) satisfazem

Sxy (f)=H(f)Sx(f) Sy(f) = H"(f)Sxy(f)

As relagoes entre Rx (1), Rxy (7) e Ry (7), bem como entre Sx(f), Sxy(f) e Sy (f)
sao mostradas na Figura 9.2.

Rxy (1)
Rx(r) ———— h(7) h(—7)

Ry (1)

Sxy(f)
Sx(f) ————— H(f) H*(f)

Sy (f)

Figura 9.2: A correlagao cruzada entre a entrada e a saida de um filtro linear invariante
no tempo é a convolugao da resposta a impulso do filtro com a func¢ao de autocorrelagao
da entrada. A densidade espectral cruzada entre a entrada e a saida é o produto do
espectro densidade de poténcia da entrada com a funcéo de transferéncia do filtro. A
densidade espectral de poténcia da saida é o produto da densidade espectral cruzada
da entrada e da saida e o complexo conjugado da funcao de transferéncia do filtro.

9.5 Processos gaussianos

Um processo gaussiano tem a propriedade de que toda colecao de valores de amos-
tras é descrita pela fdp Gaussiana multidimensional. Isto é, uma cole¢do de amostras
X(t1), X(t2),...,X(tr), tem uma fdp conjunta descrita por um vetor pux = [ux(t1),
px(t2), ..., ux(te)]t e uma matriz C cujo i, j-ésimo elemento

Cij = COx(ti,tj — ;) = Rx(ti, t; — t;) — px () ux(t))

é a covariancia entre X (t;) e X (¢;). Usando o vetor x = [z1,...,z%]", o vetor de valores
médios py, a matriz de covaridncia C e seu determinante |C|, podemos definir a fdp
Gaussiana multidimensional.
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Definigao 9.14. Processo Gaussiano: X (t) é um processo estocdstico Gaussiano
se a fdp conjunta de X (t1),...,X(tg) tem densidade Gaussiana multidimensional

1

Lix_ —1(x_
fX(tl)...X(tk)(x17...,xk) = W672( Hx)tc 1( mx)

Embora esta expressao possa parecer bastante complicada, pode ser reduzida para
expressoes familiares em varios casos. Por exemplo, quando k& = 1, a matriz C é
simplesmente o escalar Cx (t1,0) = Var(X (1)) = o2., o vetor px é o escalar E[X (t1)] =

w1 e a fdp conjunta pode ser simplificada para a densidade Gaussiana ordinaria

1 _(e1-p1)?

fX(tl)(xl) = \/W 2o
1

e 1
Similarmente, para k = 2, X(t1) e X(t2) apresentam distribui¢do Gaussiana bidi-
mensional

(m—m )2_ 2p(z1—pq)(z2—p2) +<w2—u2 )2
o1 0109 o2
2(1-p?)

exp | —

T1,%2) =
fX(tl)X(tQ)( 1 2) 2mo109 1—/72

onde X(t1) e X (t2) tém coeficiente de correlagao p = Cx (t1,t2 —t1)/(0102) €

EX(t1)]=m  E[X(t2)] = p2 Var[X (t1)] = of Var[X (t)] = 03

Um tultimo caso importante para a fdp Gaussiana conjunta ocorre quando X (¢1), ...,
X (t;) sdo mutuamente independentes. Neste caso, o elemento (7, j) da matriz de cova-
ridncia C é dado por

Cij = Ox (ti t; — ti) = .
0 caso contrario

{Var[xui)] i=j

Isto é, a matriz C é uma matriz diagonal. Neste caso, C™! é também diagonal, com
0 i-ésimo elemento da diagonal dado por C;;' = 1/Var[X(t;)]. Usando y; e o? para
denotar a média e a varidncia de X (¢;), observamos que o vetor de valores médios é

px = [p1,- .., px]t e que o expoente da distribuigio Gaussiana conjunta é
1 _ 1/ (z — 2 T — )2
2 2 o o

Neste caso, a fdp conjunta torna-se

f ( ) ef(mlf/»ll)Q/(QO'%) e*(mkflu,k)Q/@g%)
X(t1),, X () \ L1y ooy Tk) =

= Ix@)(@1) - fx(e) (k)
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Um fato importante a ser observado da distribuicdo Gaussiana multidimensional
geral ¢ que a fdp ¢ completamente especificada pelas médias px(s,),-- -, x(t,) € as
covariancias Cx (t;,t;—t;). Ou seja, um processo estocéstico Gaussiano é completamente
especificado pelas estatisticas de primeira e segunda ordens (ux ) e Cx(t,7)).

Nosso interesse principal estd nos processos Gaussianos estacionarios no sentido
amplo. Neste caso, E[X(t;)] = px para cada t; e Cx(t;,t; — t;) = Rx(t; — t;) — pu%-
Isto é, quando o processo Gaussiano é estacionario no sentido amplo, sua distribuigao é
completamente especificada pela média py e a fungao de autocorrelagao Ry (7).

Teorema 9.14. Se X(t) é um processo Gaussiano estaciondrio no sentido amplo,
entao X (t) € um processo Gaussiano estaciondrio no sentido estrito.

Demonstracao. Sejam 1 e C o vetor média e a matriz de covaridncia do vetor aleatério
[X(t1),...,X(tx)]'. Sejam 1’ e C’ as mesmas quantidades para o vetor aleatério deslo-
cado no tempo [X(t1 +T),..., X (tx + T)]'. Desde que X (t) é estacionério no sentido
amplo,
ElX(t)] = E[X(ti +T)] = px
O elemento (i,7) de C é

/

Cl'j = Cx(ti,tj) = Cx(tj —tl') = Cx(tj + T — (ti +T)) = Cx(ti —{—T,t]’ —|—T) =C

ij

Entao, =7’ e C = C’, 0 que implica em

Ix ), Xte) (T15 - k) = FX (47, X (tgtT) (T15 - - 5 k)
Portanto X (¢) é um processo estacionario no sentido estrito. O
A Definigao 9.14 é bastante dificil de usar na pratica. Uma definigdo equivalente de
um processo Gaussiano refere-se a uma v.a. que é um funcional linear de um processo

estocastico X (t). Especificamente, se integramos X (¢) ponderada por uma funcao g(t)
sobre um intervalo (0,7"), obtemos a v.a.

T
Y = /0 g(t)X (t) dt

T
Teorema 9.15. X(t) é um processo estocdstico Gaussiano se'Y = / g(t)X(t)dt €
0

uma v.a. Gaussiana para todo g(t) tal que E[Y?] < 0o.

Este teorema nos permite mostrar facilmente que a filtragem linear de um processo
Gaussiano gera um outro processo Gaussiano.
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Teorema 9.16. Passando um processo X (t) estaciondrio Gaussiano através de um
filtro linear h(t), gera-se na saida um processo estocdstico Gaussiano Y (t) com média
e funcao de autocorrelacdo dados pelo Teorema 9.1.

Demonstragao. A saida Y (t) é dada pela integral de convolugao

o
Y(t) = / h(t — )X (1)dr
—0o0
Para mostrar que Y (¢) ¢ um processo Gaussiano, mostramos que um funcional linear
de Y (t) é sempre Gaussiano pois ¢ um funcional linear de X (¢), isto &,

/OT Y ()g(t) di /OT /_Z h(t — 7)X(7) dr g(t) dt = /_ZX(T) [/OT h(t — 7)g(t) dt} ir

No lado direito temos um funcional linear de X (¢) o qual é uma v.a. Gaussiana.
Desta forma mostramos que um funcional linear de Y (¢) é uma v.a. Gaussiana, o que
implica que Y (t) € um processo estocastico Gaussiano. [l

9.6 Processo ruido branco gaussiano

Em engenharia elétrica é comum o estudo de ruido: ruido térmico em resistores, ruido
em sistemas de comunicagoes, etc. O ruido é uma forma de onda imprevisivel que é
normalmente modelado por um processo estocastico Gaussiano estacionario W(t). O
ruido nao tem componente DC, de modo que

EW(t)] = pw =0

Além disso, para enfatizar a natureza imprevisivel do processo de ruido, assumimos
que para qualquer cole¢ao de instantes de tempo distintos t1,...,tx, W(t1),..., W(tg)
é um conjunto de v.a.’s independentes. Neste caso, o valor do ruido no instante ¢
nao diz nada sobre o valor do mesmo no instante ¢;,j # ¢. Uma consequéncia desta
independéncia é que para 7 # 0,

Ry (1) = E]W ()W (t + 7)) = E[W(O)]E[W (t +7)] =0

Para completar nosso modelo de W (t), temos que encontrar Ry (0). Para isto,
vamos considerar a fungao densidade espectral de poténcia Sy (f) da Definigao 9.7

o
Sw(f) = / Ry (r)e *™Tdr
— 0o

Com Ry (1) = 0 para 7 # 0, Sw(f) é uma constante para todo f. Ainda, a
constante é igual a zero a menos que Ry (7) = (7). Portanto, Ny é a poténcia por
unidade de largura de banda do processo estocastico Gaussiano branco. Embora o
processo ruido branco Gaussiano seja um modelo matematico bastante ttil, ele nao se
conforma com nenhum sinal real. Note que a poténcia média do ruido é
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EW0) = rw©) = [ swindr= [ Srar—o

Isto é, o ruido branco tem poténcia infinita, o que é fisicamente impossivel. O
modelo é 1til quando se imagina que é um modelo de ruido na entrada de um sistema
fisico. Todo sinal de ruido Gaussiano observado na pratica pode ser visto como um sinal
de ruido branco Gaussiano filtrado. Passando um processo ruido branco através de um
filtro h(t) geramos um processo de ruido

Y(t)= /0 h(t — )W (7)dr

Ao contrario do processo branco W (t), o processo de ruido Y (¢) tem poténcia média
finita.

Exemplo 9.6. Um processo Gaussiano branco com Ny = 10~ W/Hz € inserido em
um filtro linear invariante no tempo com resposta a impulso

21106e=2710°t ¢ >
hty=4"" = |
0 caso contrdario

Encontre as sequintes propriedades do processo de saida Y (t).

(a) A fungao densidade espectral de poténcia Sy (f).
(b) A fungao de autocorrelagio Ry ().
(c) A poténcia média E[Y?(t)].
Solugao. Resolvemos este problema usando o Teorema 9.3. A funcéo densidade espec-

tral de poténcia da entrada é Sx(f) = 1071°/2 W /Hz para todo f.
A magnitude ao quadrado da resposta em frequéncia do filtro é dada por

(2106)2
(27 )2 + (27109)2

Portanto, a funcdo densidade espectral de poténcia da saida é dada por

[H ()] =

1015 27106)2 71079 2(2710°
Sy (f) = |H(f)|2SX(f) ~— 9 (27Tf§2 n (237106)2 -9 (27Tf)2( + (27T)106)2
2(2710)

. . , _ox108
A transformada inversa de Fourier de ¢ dada por e 2™19°I7l Isto

(27 f)? 4+ (27106)2
implica que

7107 o i1
Ry (r) = = — e >0

A poténcia média no processo de saida é, portanto, Ry (0) = 7/2 x 1079 W.
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9.7 Exercicios

1. Mostre que se o espectro densidade de poténcia de um processo estocastico é
limitado em banda a B Hz, e se as amostras do sinal sao descorrelacionadas em
7 =n/(2B), para todos os valores integrais de n, entao o processo precisa ter um
espectro densidade de poténcia com distribui¢ao uniforme sobre a banda (0, B).
Em outras palavras, o processo precisa ser um ruido branco limitado em banda.

2. Suponha que em um sistema de comunicacao existem dois sinais sendo transmi-
tidos: x(t) e y(t). Na transmissao, devido ao ruido de canal, n(t), chegam ao
receptor os sinais z(t) + n(t) e y(t) + n(t). Explique como podemos decidir qual
sinal foi recebido, se o receptor conhece as formas de onda de z(t) e y(¢).

3. Um processo estocéstico Y (t) é relacionado ao processo estocéstico X (t) por

Y (t) = X(t) cos(wot + 0)

onde # é uma varidvel aleatoria independente uniformemente distribuida sobre o
intervalo (0,27). Mostre que

Ry(r) = 5 Rx(7) cos(or)

Sy () = 1S (w+ we) + Sxlew —we)]

Esta é a extensao do teorema da modulagao para processos estocasticos.

Dica: se dois processos estocasticos z(t) e y(t) sao independentes, entao

w(t)gt)z(t +7)g(t +7) = w2t +7) g(t)g(t +7) = Rx (1) Ry(7)

4. Dois processos estocésticos sao dados por

x(t) = Acos(wit +¢) e y(t) = Bcos(wat +6)

onde A, B, w1 e we sdo constantes. As fases iniciais ¢ e 0 estao relacionadas
pela equacao 0 = 2¢ e a variavel aleatoria ¢ é uniformemente distribuida sobre o
intervalo (0, 27). Mostre que a funcao de correlagao cruzada e o espectro densidade
de poténcia cruzada dos dois processos sao zero.

5. Sejam os processos estocasticos

x(t) = Acos(wot + ) e y(t) = Bcos(nwot + nyp)

onde A, B e wy sdo constantes e ¢ é uma variavel aleatéria uniformemente distri-
buida no intervalo (0,27). Mostre que os dois processos sao incoerentes.
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6. Seja h(t) um filtro passa baixas com resposta a impulso

et t>0

h(t) = N .

0 caso contrario
A entrada do filtro é X (t), um processo estacionéario no sentido amplo com valor
esperado pux = 2 e fungdo de autocorrelagdo Rx(7) = 0(7). Calcule a média e a
fungao de autocorrelagao do processo Y (t) na saida deste filtro.

1

Resp: E[Y(t)]=2  Ry(r) = 5@*“'

7. Seja um processo X (t) estacionario no sentido amplo e de média zero com fungao
de autocorrelacao dada por Rx(7) = (7). Se passarmos este sinal por um filtro
linear invariante no tempo com resposta a impulso

—2t

e t>0

h(t) = N .

0 caso contrario

qual serd a densidade espectral de poténcia da saida Y (¢)?
1
Resp: S =
esp Y(f) 4+ 47T2f2
8. O processo X (t) estacionario no sentido amplo é a entrada de um filtro “tapped
delay line”
H(f) = a1e-92791 4 qye—327ft2
Encontre a densidade espectral cruzada Sxy (f) e a correlagao cruzada Rxy (7).
Resp:
Sxy (f) = are 7?11 Sx (f) + age ™2 Sx (f)
ny(T) = ale(T — tl) + ang(T — tg)
9. X(t) é um processo estocastico Gaussiano de média zero com fungao de autocor-
relagdo Ry (7) = 2717l Qual ¢ a fdp conjunta de X (t) e X (t 4 1)?
1
Resp: fx () x (1) (w0, 21) = e~ s(ab=romtap)
’ 32
10. Um processo ruido branco Gaussiano N (t) com densidade espectral de poténcia de
t
a W/Hz é passado através de um integrador gerando a saida Y (t) = / N(u) du.
0
Calcule a fungao de autocorrelagao Ry (¢, 7).
Resp: Ry (t,7) = amin{t,t + 7}
11. Verifique quais das fungoes abaixo podem ser consideradas espectro densidade de

poténcia de um processo estocastico real. Em caso positivo, calcule a poténcia do
processo.
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12.

13.

14.

1 . 1
(@) 75 ) il —wo) +ow+wo)] (0) 5T
. 2 3
w Jw w
q f) —/——s——=
N T T TR ENE

Resp:

(b) Nao
(¢) Sim. P = \/i;\/%/g ~ 0,0282.
(d) Nao
(e) Nao
(f) Nao

A fungéo de autocorrelagao de um sinal telegréafico é dada por

Rx(r) = e~ 2l
Calcule o espectro densidade de poténcia deste processo.

4
Resp: Sx(f) = W((XQ?TW

Um processo estocastico X (t), estacionario no sentido amplo, com funcao de au-
tocorrelagao

Ry(r) = e
onde a é uma constante positiva real, é aplicado & entrada de um sistema linear
invariante no tempo com resposta a impulso

h(t) = e bhu(t)

onde b é uma constante real positiva. Encontre a funcao de autocorrelacao da
saida Y () do sistema.

1 —b|T —alT
Resp: RY(’T) = m |:(Z€ bl ‘—be | |]

Seja um processo ruido branco cujas componentes de frequéncia sdo limitadas a
faixa —W < f < W. Determine:

(a) O espectro densidade de poténcia.
(b) A funcao de autocorrelacao.

(c) A poténcia média do processo.

Resp:
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No
5 < w
@ sx(n=42" "
0, caso contrario
(b) Rx (1) = NoW sinc(2Wr)
(C) P = NQW
15. Dois processos estocasticos X (t) e Y'(t) sdo dados por
X(t) = Acos(wt+0©) Y (t) = Asen(wt + O)
onde A e w sdo constantes e © é uma v.a. com distribuigdo uniforme sobre o
intervalo (0, 27).
(a) Encontre a correlagao cruzada entre X (t) e Y (¢).
(b) Mostre que Rxy (1) = Ryx(—7)
Resp:
A2
(a) Rxy(t,t+71)= - sen(wT)
A2
Ryx(t,t+71)= 5 sen(wT)
(b)
16. Mostre que o espectro densidade de poténcia de um sinal real é real e par.
17. Seja Y(n) = X(n) + W(n), onde X(n) = A (para todo n) e A é uma v.a. com
média zero e varidncia 0%, e W(n) é um ruido branco discreto de poténcia média
o2, Assuma também que X (n) e Y (n) sdo independentes.
(a) Mostre que Y'(n) é estacionario no sentido amplo.
(b) Encontre o espectro densidade de poténcia de Y (n).
Resp:
(a) E[Y(n)] =0
Ry (n,n+k) = o4 + o%5(k)
(b) Sy(w) =2m0%6(w) +0%, —7T<w<m
18. Um processo estocastico Y (¢) é definido por

Y (t) = AX(t) cos(w.t + ©)

onde A e w, sdo constantes, © é uma v.a. com distribui¢do uniforme no intervalo
(—m,m), e X(t) é um processo estocéstico de média zero, func¢ao de autocorrelagao
Rx(7), e espectro densidade de poténcia Sx(w). Ainda, X(t) e © sdo indepen-
dentes. Mostre que Y (t) é estacionario no sentido amplo e encontre o espectro
densidade de poténcia de Y ().
Resp:

A2

Sy (w) = T [Sx(w —we) + Sx (w + we)]
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19. Na entrada de um filtro, tem-se um processo estocastico com espectro densidade
de poténcia Sg(w).

(a) Determine a resposta em frequéncia (amplitude) de um filtro para que a saida
seja um ruido branco, ou seja, Sy (w) = Sp.
(b) Idem para um processo de entrada com Se(w) = Spexp [—28(w — wp)?].
S()Oé2

Id de entrad S =—-.
(c) Idem para um processo de entrada com Sg(w) TP

Se(w) Sy(w) = So

H(jw)

Resp: (a)

(b) eflw—wo)? () 1, /2 + a2
a

Se(w)

20. Na entrada do circuito mostrado na Figura abaixo tem-se um ruido branco com
Sy = 120uV?/Hz. Dados Ry = Ry = 10°Q e L = 1072H, calcule o espectro
densidade de poténcia, a funcao de autocorrelagao e a poténcia do processo de
saida.

L
NN
U1 % R2 u2

Dica: a funcdo de transferéncia deste filtro € dada por
. Uz(w) . R2 (6% R2 L

H(w) = = = , a=—2_ T=——
W=7z @) Ri+tRtjwl 144wl "7 Ri+ Ry Ry + Ry
S(]Oé2 a250 _ 7l OZQS()

Resp: SY(W) = m RY(’T) = oT e T E [YQ(t)] = T

21. Seja Y (t) = X(t — d), onde d é um atraso constante e X (¢) ¢ um processo esta-
cionério no sentido amplo. Calcule Ry x(7), Syx(f), Ry (7) e Sy (f), em funcao
de Rx(7) e Sx(f).

Resp:
Ryx (1) =Rx(t+d) Syx(f)=Sx(f)cos(2rfd) — jSx(f)sen(27fd)
Ry(7) = Rx(7) Sy (f) = Sx(f)

22. Seja X (t) um processo estocastico diferenciavel, estacionario no sentido amplo.
Seja também
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23.

24.

Y(t) = %X(t)

Encontre uma expressao para Sy (f) e Ry (7) em funcao de Sx(f) e Rx(7).

Dica: Para este sistema: H(f) = j2nf.

Resp: Sy(f) =4n*f?Sx(f)  Ry(r) = — o fix(7)

Dois processos estocésticos X (t) e Y (t) sao dados por

X(t) = Acos(wt + ) Y (t) = Asen(wt + 0)

onde A e w sao constantes, e # é uma variével aleatéria com distribui¢ao uniforme
no intervalo (0, 27).

(a) Encontre a fungao de correlagao cruzada entre X (t) e Y (¢).
(b) Mostre que Rxy(—7) = Ryx(7) .

A2
Resp:Rxy (1) = -5 sen(wT)

Em relagao ao espectro densidade de poténcia Sy (w):

(a) Mostre que Sx(w) é real.
(b) Mostre que Sx(w) é par.

Dica: use a identidade de Euler: /% = cos(f) + j sen(d) e os conceitos de fungoes
pares e impares.



Capitulo 10

Cadeias de Markov

Em geral, uma variavel aleatéria dentro de um conjunto, definindo um processo estocas-
tico, ndo é independente e de fato pode ser estatisticamente dependente de varias formas
complexas. Neste capitulo sera introduzida a classe dos processos aleatérios de Markov
que tem uma forma simples de dependéncia e é bastante utilizada em modelamento de
problemas encontrados na préatica.

10.1 Processos de Markov

Definigao 10.1. Um processo aleatério X (t) é um processo de Markov se o futuro,
dado o presente, € independente do passado, isto €, para instantes arbitrdrios t1 <
by <+ 0 <t < tpi,

P[X(tn_H) = $n+1’X(tn) = xn,X(tn_l) =Tp_1,--- ,X(tl) = 1‘1] =
PX(tnt1) = 2na| X (tn) = 2n] (10.1)

se X(t) assume valores discretos, e

Pla < X(tnt1) < b X(tn) = @, X(tn—1) = Tn—1, ..., X (t1) = x1]
= Pla < X(tp4+1) < b X(t,) =z, (10.2)

se X(t) assume valores continuos.

Se as amostras de X (t) sao conjuntamente continuas, entao a equagdo (10.2) € equi-
valente a

fX(tn+1)(5'3n+1|X(tn) =Tp,...,X(t1) =21) = fX(tn+1)($n+1|X(tn) =zn) (10.3)

Chamaremos as equagoes (10.1), (10.2) e (10.3) como a propriedade de Markov.
Nas expressoes acima t,, é o presente, t,41 o futuro, e t1,...,%,_1, o passado.
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Desta maneira, para os processos de Markov, as fmp’s e fdp’s que sdo condicionadas
a varios instantes de tempo, sempre se reduzirao a fmp’s e fdp’s condicionadas apenas
ao mais recente instante de tempo. Por esta razao nos referimos ao valor de X () no
instante ¢ como o estado do processo no instante ¢.

Exemplo 10.1. Verifique se o processo de soma

Sn:X1+X2++Xn: n—1+Xn

onde 0s X;’s sdo uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas e onde So = 0, é um processo de Markov.

Solugao. Sn é um processo de Markov, pois

P[Sn—l—l = Sn-l—l’Sn = 3n7Sn—1 = Sn—1,-- -751 = 31] = P[Xn—l—l = Sn+1 - Sn]
= P[SnJrl = 5n+1|5n = Sn]

Exemplo 10.2. Considere média mdovel de uma sequéncia de Bernoulli

1
Yn - §(Xn + Xn—l)

onde os X; sao sequéncias independentes de Bernoulli, com p = 1/2. Verifique se Yy, é
ou nao um processo de Markowv.

Solugao. A fmp de Y,, é

P[Y, = 0] =P[X, = 0, X,_; = 0] =
1
P[Y, = 1/2) =P[X, = 0, X1 = 1]+ P[X, = 1, X1 = 0] = 5

PY,=1=P[X,=1X,_1=1]=

Al Y o=

Consideremos agora as seguintes probabilidades condicionais para dois valores con-
secutivos de Y,,:

PV, =1,Y, 1 =1/

PY, =1V, =1/2] =

PV =1/
 PXu=1,X, 1 =1,X, 9 =0
1/2
(1/2)° 1
T 12 4

Suponhamos agora que temos um conhecimento adicional sobre o passado:
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PlY,=1,Y,1=1/2Y,_5=0]
PYp1=1/2Y, 5=0]

PlX,=1,Xn1=1Xp0=0,X,_3=0]
PXp1=1X, 2=0,X,_3=0]

1161

/8 2

1
PlY, = 1|Yn71 = §aYn72 =0| =

Desta forma,

1 1
P Y= 1Yo =5, Yoo = 0] 4P [Yn =1[Yo1 =5

e este nao é um processo de Markov.

Definicao 10.2. Um processo de Markov que assume somente valores inteiros €
chamado de Cadeia de Markov.

No restante deste capitulo iremos nos ater as Cadeias de Markov.
Se X (t) é uma cadeia de Markov, entao a fmp conjunta para trés instantes de tempo
arbitrarios é

onde usamos a defini¢cdo de probabilidade condicional e a propriedade de Markov. Em
geral, a fmp conjunta para n + 1 instantes de tempo arbitréarios é

P[X(tn—i—l) = xn—l—hX(tn) = Tny- - 7X(t1) - .%'1]
= P[X(tn+1) = Tny1| X (tn) = 2] P[X (tn) = 20| X (tn-1) = Tp—1] - - - P[X (t1) = 21]
(10.5)

Desta forma a fmp conjunta de X (t) em instantes de tempo arbitrarios é dada pelo
produto da fmp do instante de tempo inicial e as probabilidades para as transi¢oes de
estado subsequentes. Evidentemente, as probabilidades de transicao de estado determi-
nam o comportamento estatistico de uma cadeia de Markov.
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10.2 Cadeias de Markov de Tempo discreto

Seja X, uma cadeia de Markov de tempo discreto, que comega em n = 0 com a seguinte
fmp

>

pi(0) = P[Xg=4], j=0,1,2,... (10.6)

Da equagao (10.3) a fmp conjunta para os primeiros n+ 1 valores do processo é dada
por

P[Xn = in7Xn—1 - in—h o 7X0 = 20] =
P[Xn - Z.n’)(n—l - Z.n—l]P[AXn—l - Z‘n—l‘AXn—Q - Z‘n—Q]' t
P[X = i1|Xo = ig| P[Xo = ig] (10.7)

Desta forma a fmp conjunta para uma sequéncia particular é simplesmente o produto
da probabilidade para o estado inicial com as probabilidades para as transi¢oes de um
passo subsequentes.

Definigao 10.3. Probabilidades de transi¢cao homogéneas: Uma cadeia de Mar-
kov X, tem probabilidades de transi¢ao homogéneas se as probabilidades de transi¢do
para um passo sGo fixas e nao variam com o tempo, isto €

P[Xn+1 == ]|Xn == Z] == pij,Vn (108)

A fmp conjunta para X,, X,,_1,...,Xo é entdao dada por

P[Xn = in, Xn—l = in—ly e ,Xo = 20] = pin—hin . 'pimilpio(o) (109)

Desta forma X, é completamente especificado pela fmp inicial p;(0) e pela matriz
de probabilidades de transicao de um passo P
[ poo Po1 Po2 |
P10 P11 P12

p— ¢ 1 - (10.10)
Pi-10 DPi-1,1 DPi-12 "°°
bio bi1 Di2

A matriz P é chamada de matriz de probabilidade de transicao. Note que a
soma de cada linha de P deve ser igual a 1

1= PXpp1 =j1Xn =1 =) py (10.11)
j j




Cadeias de Markov 203

Exemplo 10.3. Um modelo de Markov para transmissdo de voz por pacotes assume
que se 0 n-ésimo pacote contém siléncio, a probabilidade de siléncio no préximo pacote
é (1 — a) e a probabilidade do pacote conter voz é c.

Similarmente, se o n-ésimo pacote contiver atividades de voz, a probabilidade do
prozimo pacote conter voz € (1 — ), e a probabilidade de siléncio é B. Esboce uma
cadeta de Markov para este problema.

Solugao. Supondo X, a funcdo que indica a atividade voz em um determinado pacote
no instante n, entao X,, é uma cadeia de Markov de 2 estados e matriz de probabilidade
de transicao como mostrado abaixo.

10.2.1 Probabilidade de transicao para n passos

Para avaliar a fmp conjunta em instantes de tempo arbitrarios (veja equagao 10.5), pre-
cisamos conhecer as probabilidades de transicao para um nimero arbitrario de passos.
Seja P(n) = {pij(n)} a matriz de probabilidades de transicao para n passos, onde

pij(n) = P[Xpqp = j| X =1], n,i,j>0 (10.12)

Note que P[X, 4+ = j| X =i = P[X,, = j|Xo =] Vn >0,Yk > 0, desde que as
probabilidades de transicao nao dependem do tempo.

Consideremos primeiramente as probabilidades de transi¢do para dois passos. A pro-
babilidade de ir do estado ¢ em t = 0, passando pelo estado k em ¢ = 1, e terminando
no estado jemt =2 ¢

PXo =j,X1 =k Xy =1

P[X2:]aX1:k|X0:Z] = P[XOZ’L]

P[Xy = j| X1 = k|P[X1 = k[Xo = i]P[Xo = 1]
PIXy = i]

= P[X, = j|X, = k|P[X1 = k| Xo = i]

= pir(1)p; (1)
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Note que p;r(1) e pr;(1) sdo componentes de P, a matriz de transicao de um passo.
Obtemos p;;(2), a probabilidade de ir do estado ¢ em ¢ = 0 para o estado j em ¢t = 2,
somando sobre todos os possiveis estados intermediarios k

pij(2) = pir(Dprj(1) Vi, j (10.13)
K

O conjunto de equagoes fornecido pela equagao (10.13) afirma que a matriz P(2) é
obtida pela multiplicagao das matrizes de transicao de um passo

P(2) = P(1)P(1) = P? (10.14a)

Através dos mesmos argumentos utilizados acima, verifica-se que P(n) é encontrada
multiplicando-se P(n — 1) por P

P(n)=P(n—1)P (10.14b)
As equagbes (10.14a) e (10.14b) juntas implicam que

P(n) = P" (10.15)

isto é, a m-ésima matriz de probabilidades de transi¢do é a n-ésima poténcia da matriz
de probabilidades de transicao de um passo.

10.2.2 Probabilidades dos estados

Consideremos agora as probabilidades dos estados no instante n. Seja p(n) = p;(n)
o vetor (linha) de probabilidades de estados no instante n. A probabilidade p;(n)
relaciona-se a p(n — 1) através da expressao

pi(n) = PXn=jlXna = P[Xp 1 =1
’ (10.16)
= Zpijpi(n -1

A equagao (10.16) afirma que p(n) é obtida pela multiplicagao do vetor linha p(n—1)
pela matriz P

p(n) =p(n—1)P (10.17)
Similarmente, p;(n) esta relacionada a p(0) por
pi(n) =>_ P[X, = j|X; = i]P[Xo =i

i

(10.18)
= pij(n)pi(0)
i
e em notagao matricial

p(n) =p(0)P(n) =p(0)P" n=12,... (10.19)
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Entao a fmp de um estado no instante n é obtida multiplicando-se a fmp do estado
inicial por P™.

Exemplo 10.4. Seja o = 1/10 e 8 = 1/5 no Ezemplo 10.3. Encontre P(n) para
n=248,16

Solugao.

2 _ [09 0177 _ [083 017
~ o2 08| T | 034 066

i _ [09 017" _ [07467 02533 ]
~ |02 08| T | 05066 04934 |

s _ [09 007% _ [06859 03141 ]
~ o2 08| T | 06282 03718 |

pio _ [09 007° _ [06678 03322 ]
~ o2 08| T | 06644 03356 |

Existe uma clara tendéncia aqui: & medida que n — oo,
2/3 1/3
Pn
- { 2/3 1/3 ]
De fato, podemos mostrar com um pouco de algebra linear que
o 1 [ﬁ a}_ﬁ_(l—a—ﬁ)”[ a —a}
a+p |8 « a+fp -8 B

que claramente aproxima

w55 0] =[5 s

Exemplo 10.5. No exemplo 10.4 sejam as probabilidades iniciais para os estados dadas
por

P[Xo = 0] :po(O) e P[Xo = 1] =1 —pQ(O)
Encontre as probabilidades dos estados a medida que n — oo.

Solucao. O vetor de probabilidades de estados no instante n é

p(n) = [po(0),1 — po(0)] P"
A medida que n — oo, temos que
() = (0.1 -0 | 373 V3 | = [3:3)

Podemos ver que as probabilidades dos estados nao dependem das probabilidades
do estado inicial, & medida que n — oc.
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10.2.3 Probabilidades em regime

O exemplo 10.5 é tipico de cadeias de Markov que entram em regime estacionario depois
que o processo esta em vigor durante um longo tempo. A medida que n — 0o, a matriz
de transicao de n passos aproxima-se de uma matriz para a qual todas as linhas sao
iguais & mesma fmp, isto é

pij(n) — wj,Vz' (1020)

A medida que n — 0o, a equacio (10.18) torna-se

pj(n) — Z?iji(()) =Ty (10.21)

Definigao 10.4. Sistema em equilibrio ou regime permanente. Uma cadeia
de Markov estd em equilibrio ou regime permanente quando, & medida que n — 00,
a probabilidade do estado j aproxima-se de uma constante independente do tempo e
das probabilidades do estado inicial:

pj(n) = m;,Vj (10.22)

A . ~
Podemos encontrar a fmp w = {r;} (onde = i;3 um vetor linha) na equagio (10.22)
(quando existir) notando que & medida que n — oo, pj(n) = m; e pi(n — 1) = m;, de
modo que a equagao (10.16) aproxima

T = Zpijﬂ'i (10.23&)
[

que em notacao matricial fica
w=mnP (10.23Db)

Em geral, a equagdo (10.23b) tem (n — 1) equagoes linearmente independentes. A
equacao adicional necessaria é dada por

d mi=1 (10.23c)

Nos referimos a 7w como a fmp de regime permanente da cadeia de Markov. Se
iniciamos a cadeia de Markov com fmp de estado inicial p(0) = 7, entéo pelas equagoes
(10.19) e (10.23b) temos que o vetor de probabilidades de estados ¢ dado por

p(n) =wP" =m, Vn (10.24)

O processo resultante é estacionario, desde que a probabilidade da sequéncia de
estados g, 41, ..., 1, iniciando no instante k é, pela equagao (10.7)
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P[Xpip =in,..., Xk =1p] =
= P[Xpik = in| Xnyp—1 = ina1] -+ P[X1yp = 02| Xy = i0] P[X) = o] (10.25)
= Din_1,in "~ " Pio,i1Tio
a qual é independente do instante inicial k. Entao as probabilidades sao independentes
da escolha da origem dos tempos, e o processo é estacionario.

Observagao:

Note que, como o processo esta em regime, as Equagdes (10.23) e (10.24) sdo equiva-
lentes. Em outras palavras, em regime permanente, as probabilidades dos estados sao
sempre as mesmas, independentemente do nimero de transicoes efetuadas.

Exemplo 10.6. Encontre a fmp estaciondria de estados para o processo do exemplo
10.3

Solugao. A equagao (10.23a) fornece

m = (1 —a)m + Bm
m =am+ (1 —p)m

o que implica que amy = fm; = B(1 —my) desde que mo+ 7 = 1. Entao, para o = 1/10
e f=1/5, temos

@

Q

Q

+

=@
Wl
L

+

@
Wil

10.3 Cadeias de Markov em tempo continuo

Na secao 10.2 vimos que a matriz de probabilidades de transi¢ao determina o compor-
tamento de uma cadeia de Markov de tempo discreto. Nesta secao iremos ver que o
mesmo acontece com cadeias de Markov de tempo continuo.

A fmp conjunta para (k+1) instantes de tempo arbitrarios de uma cadeia de Markov
é dada pela equagao (10.5)

P[X(thrl) = $n+1,X(tn) = Tpy--- ,X(tl) = 561]
= P[X(tnt1) = Tp1| X (tn) = 2p] - P[X(t2) = 22| X (1) = 2:1] P[X (t1) = 1]
(10.26)

Este resultado vale independente do processo ser de tempo discreto ou de tempo
continuo. No caso continuo, a equagao (10.26) requer que saibamos as probabilidades
de transicao no intervalo entre um instante de tempo arbitrario s e outro instante de
tempo arbitrario s 4+ ¢:

P[X(s+1t)=j|X(s)=4i], t>0
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Assumimos aqui que as probabilidades de transicdo dependem somente da diferenga
entre os dois instantes de tempo:

P[X (s +1t) = j|X(s) = i] = P[X(t) = j|X(0) = i] = pi;(t), ¢>0,Vs  (10.27)

Dizemos que X (t) tem probabilidades de transicao homogéneas.

Teorema 10.1. Seja P(t) = {pi;j(t)} a matriz de probabilidades de transicio em um
intervalo de comprimento t. Desde que p;;(0) =1 e p;;(0) =0 para i # j, temos

P(0) =1 (10.28)

onde I é a matriz identidade.

Exemplo 10.7. Para o processo de Poisson, as probabilidades de transicao satisfazem

pij(t) = P[j — i eventos em t sequndos]
= Po,j—i(t)
(at)jii —at

_ .
G- 0

Portanto

e~ atem  (at)?e /2! (at)de=t/3
0 et ate™ (at)?e=at /2!
pP= 0 0 et ate™ ot

A medida que t — 0, e ~ 1 — at. Entdo para um intervalo de tempo pequeno 8,

1—ad ad 0
0 1—ad ad
P~ 0 0 1—asd

onde todos os termos de ordem 8% ou superior foram negligenciados. Entio a probabili-
dade de mais de uma transicdo em um intervalo de tempo bastante curto € desprezivel.

Exemplo 10.8. Para um processo telegrdfico aleatdrio, X (t) muda com cada ocorréncia
de um evento em um processo de Poisson. Vimos na secao 8.7 que as probabilidades de
transicao para este processo Sao
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P(X(t) =alX(0) =a] = % {14 e
P[X(t) = a|X(0) :b]:%{l_e—Qat}7 oty

Entao a matriz de probabilidade de transicao é

[ 12{1 v et} 1/2{1 — e 20t}

P#) = 1/2{1 —e 2} 1/2{1 + e~ 2!}

10.3.1 Tempos de ocupagao de estados

Desde que o sinal telegréafico aleatério muda de polaridade com cada ocorréncia de um
evento em um processo de Poisson, segue que o tempo em que o sistema permanece em
cada estado é uma varidvel aleatéria exponencial. Desta forma esta é uma propriedade
do tempo de ocupacao de estados para todas as cadeias de Markov de tempo
continuo, isto é: X (t) permanece em um dado valor (estado) para um intervalo de
tempo aleatério exponencialmente distribuido.

Para ver como isto acontece, seja T; o tempo gasto no estado i. A probabilidade de
gastar mais de t segundos neste estado é entao

PIT; > 1]

Suponha agora que o processo ja tenha estado no estado i por s segundos; entdo a
probabilidade de gastar mais ¢ segundos neste estado é

P[T; >t +s|T; > s] = P[T; > t + s|X(s') = 4,0 < 8" < ],

desde que {T; > s} implica que o sistema tem estado no estado ¢ durante o intervalo
de tempo (0, s). A propriedade de Markov implica que se X (s) = i, entdo o passado é
irrelevante e podemos ver o sistema como sendo reiniciado no estado ¢ no instante s:

PIT; > t+ s|T; > s] = P[T; > t] (10.29)

Somente a variavel aleatoria exponencial satisfaz esta propriedade de ser sem memé-
ria. Entao o tempo gasto no estado ¢ é uma variavel aleatéria exponencial com alguma
média 1/v;:

P[T; > t] = e "i! (10.30)

O tempo médio de ocupagao de estado 1/v; ird geralmente ser diferente para
cada estado.

O resultado acima nos da uma outra maneira de olhar para cadeias de Markov
de tempo continuo. A cada vez que um estado ¢ é alcancado, seleciona-se um tempo
de ocupacao de estado T; exponencialmente distribuido. Quando o tempo se esgota, o
préximo estado j é selecionado de acordo com uma cadeia de Markov de tempo discreto,
com probabilidades de transicao ¢;;. Entao o novo tempo de ocupagao de estado é
selecionado de acordo com 7T}, e assim por diante. Chamamos ¢;; de uma cadeia de
Markov embutida.
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Exemplo 10.9. O sinal telegrdfico aleatdrio do exemplo 10.8 gasta um tempo exponen-
cialmente distribuido com média 1/a em cada estado. Quando uma transicao ocorre, a
transicao € sempre do estado presente para um unico outro estado, entdo a cadeia de
Markov embutida é

qoo =0 o1 =1
gio =1 g1 =0

10.3.2 Taxas de transicao e probabilidades de estados dependentes de
tempo

Considere as probabilidades de transigdo em um intervalo de tempo bastante curto de
duracao § segundos. A probabilidade de o processo permanecer no estado ¢ durante o
intervalo é

P[T; > §] = e ¥°

_1 ;0 vi252
= _F+ TR
:1—1)2‘5-1-0(5)

onde 0(d) denota os termos que se tornam despreziveis em relagdo a 6 & medida que
§ — 0. As distribuicoes exponenciais para os tempos de ocupacao de estados implicam
que a probabilidade de duas ou mais transicoes em um intervalo de duragao d é o(9).
Entao para ¢ pequeno, p;;(d) é aproximadamente igual & probabilidade de o processo
permanecer no estado ¢ por § segundos:

pii(0) = P[T; > 6] =1 — v;0 4 0(0)

ou equivalentemente,

1-— pzz(é) = UZ‘6 - 0(5) (1031)

Chamamos v; a taxa na qual o processo X (t) deixa o estado 1.
Uma vez que o processo deixa o estado i, ele entra no estado j com probabilidade
qij- Entao

pij(0) = (1 = pii(9))dij
= vidijé — 0(5) (10.32)
= ’yij(s — 0(5)

Chamamos 7;; = v;¢;; a taxa na qual o processo X (¢) entra no estado j partindo do
estado i. Definimos v;; = —v;, e pela equacao (10.31),

g(h)
h

"Uma fungdo g(h) é o(h) se }ILIH%) =0, isto &, se g(h) tende a zero mais rapido do que h.
—
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pii(6) — 1 =16 — o(J) (10.33)

Se dividirmos ambos os lados das equagoes (10.32) e (10.33) por ¢ e tomarmos o
limite § — 0, obtemos

pi;j (6)

li = ;i | £ 10.34
lim =2 =35, i # (10.34a)
e

. pi(6) =1

lim ———— = ~;;, 10.34b

550 0 7 (10-34b)
desde que

lim®:0

5—0 0§

pois o(9) é de ordem superior a .
Podemos entao desenvolver um conjunto de equagoes para encontrar as probabilidades
dos estados no instante ¢, que serao denotados por

pi(t) 2 PIX(1) = j).

Para ¢ > 0, temos (veja Figura 10.1)

pj(t+0) = P[X(t + ) = j]
= Z P[X(t+6) = j|X(t) = i|P[X (t) = i] (10.35)

= ZPij(@Pi(ﬂ

X(t) X(t +6)
i’ pirj(0)
o J
i i (6)
I T
t t+06

Figura 10.1: Transicoes para o estado j.

Se subtrairmos p;(t) de ambos os lados, obtemos
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pi(t+6) —p;t) = sz‘j(fS)Pz‘(t) —p;(t)

= 0 (O)pi(t) + p;;(0)p;(t) — py(t)
oy

= pi(O)pi(t) + (pj;(8) — V)p;(2) (10.36)
oy

Se dividirmos ambos os membros por §, aplicarmos (10.34a) e (10.34b), e fizermos
6 — 0, obtemos

pi(t) =Y ipi(t) (10.37)

(2

A Equagao (10.37) é uma das formas das Equagoes de Chapman-Kolmogorov
para cadeias de Markov de tempo continuo. Para encontrar p;(t) precisamos resolver
este sistema de equagoes diferenciais com condigoes iniciais especificadas pela fmp de
estado inicial {p;(0),7 =0,1,...}.

Importante:

Note que se resolvemos a Equacao (10.37) com a suposi¢ao de que o sistema estava no
estado ¢ no instante inicial, isto é, com condicao inicial p;(0) =1 e p;(0) = 0 para todo
J # i, entao a solucao é de fato p;;(t), a componente ij de P(t). Entao a Equagao (10.37)
pode também ser utilizada para encontrar a matriz de probabilidades de transicao. Veja
o exemplo abaixo:

Exemplo 10.10. Um sistema de filas alterna entre dois estados. No estado 0, o sistema
estd livre e esperando a chegada de um cliente. FEste tempo desocupado € uma v.a.
exponencial com média 1/a. No estado 1, o sistema estd ocupado servindo um usudrio.
O tempo no estado ocupado € uma v.a. exponencial com média 1/5. Encontre as
probabilidades dos estados po(t) e p1(t) em termos das probabilidades dos estados iniciais

p0(0) e p1(0).

Solugao. O sistema passa do estado 0 para o estado 1 a uma taxa «, e do estado 1
para o estado 0 a uma taxa (:

Yoo = —& Yo1 =«
Y10 = B 7M1= -0

A Equacao (10.37) fornece entao

po(t) = —apo(t) + Bpi(t)
p(t) = apo(t) — Bpi(t)

Desde que po(t) + p1(t) = 1, a primeira equagao torna-se
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po(t) = —apo(t) + B(1 — po(t))

que é uma equacao diferencial de primeira ordem:

po(t) + (a+ B)po(t) = B po(0) = po

A solucao geral desta equagao é

g

)= 2 —(at+B)t
polt) = = 5T Ce
Obtemos C fazendo t = 0 e resolvendo em termos de pp(0). Assim, encontramos
po(t) = L (po(O) - —) e~ (TP
a+fp a+fp

Similarmente, temos que

p1(t) = - i 5 + (pl(O) - i 5) o~ (atp)t

Note que & medida que t — oo

I53 «
e t) —
Pz nt) = 3
Entao, & medida que t — 0o, as probabilidades dos estados se aproximam de valores
constantes que sao independentes das probabilidades iniciais dos estados.

po(t) —

Exemplo 10.11. Encontre as probabilidades dos estados para o processo de Poisson.

Solucao. O processo de Poisson move-se somente do estado ¢ para o estado ¢+ 1 a uma
taxa a. Entao

Yii = —« Yiji+l = &

A Equagao (10.37) fornece entao

po(t) = —apo(t), j=0

p;(t) = —ap;(t) + apj-1(t), ji>1

A condigao inicial para o processo de Poisson é py(0) = 1, de modo que a solugao para
a primeira equagao é

po(t) =e

Para a segunda equagao, temos

pi(t) = —ap(t) + ae™, p1(0) =0

que também é uma equacao diferencial de primeira ordem, cuja solugao é
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at
pi(t) = Fe

—at

Adicionalmente pode-se mostrar através de inducao que a solucao para o estado j é
dada por

(at)’
pi(t) = e
Note que para qualquer j, p;(t) — 0 a medida que ¢ — co. Entao para o processo de
Poisson, a probabilidade de qualquer estado finito tende a zero & medida que t — oc.

Isto é consistente com o fato de que o processo cresce de forma constante com o tempo.

—at

10.4 Probabilidades de Estados em Regime e Equacoes de
Balancgo Globais

A medida que t — 00, as probabilidades dos estados do sistema de filas do Exemplo 10.10
convergem para uma fmp que nao depende das condigOes iniciais. Este comportamento
é tipico de sistemas que alcancam uma condicao de “equilibrio” ou ‘regime permanente”.
Para tais sistemas, p;(t) — p; e p;(t) — 0, de modo que a Equagao (10.37) torna-se

0= Z%’jpz‘, vJ, (10.38a)
7
ou equivalentemente, lembrando que v;; = —vj,
vipj = Y Vigpis Vi (10.38b)
i#]

A Equacao (10.38b) pode ser reescrita como

pi | D i | = vipi (10.38¢)

i#j i#j
desde que

v = Z Vji
i#]

O sistema de equagoes lineares dado pelas Equagoes (10.38b) ou (10.38¢) é chamado
de Equagoes de Balango Global. Estas equagoes afirmam que, em equilibrio, a pro-
babilidade do fluxo para fora do estado j, dada por v;p;, € igual & probabilidade do fluxo
para dentro do estado j, como mostrado na Figura 10.2. Resolvendo este conjunto de
equagoes lineares podemos obter a fmp dos estados do sistema em regime permanente
(quando existir).

Referimo-nos a p = {p;} como a fmp estacionaria dos estados da cadeia de
Markov. Desde que p satisfaz a Equagao (10.37), se iniciamos a cadeia de Markov com
uma fmp inicial dada por p, entdo as probabilidades dos estados serao
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Figura 10.2: Balango global de fluxo de probabilidade.

pi(t) = pi, Vt

O processo resultante é estacionario, desde que a probabilidade da sequéncia de
estados ig,i1,...,%, nos instantes t < t; +t < --- < t, +t é, pela Equagao (10.26),

P[X(t) =i, X(tr +t) = i1, , X(tn +1) = ip] =
P[X(tn —i—t) = in’X(tn_l —i—t) = in—l] s X P[X(tl —i—t) = Z'l‘X(t) = ZQ]P[X(t) = io]

As probabilidades de transicdo dependem somente da diferenca entre os tempos
associados. Entao a probabilidade conjunta acima depende da escolha da origem apenas
através de P[X(t) = ig]. Mas P[X(t) = iy] = pi, para todo t. Portanto concluimos que
a probabilidade conjunta acima é independente da escolha da origem dos tempos e que
0 processo é estacionario.

Exemplo 10.12. Encontre a fmp de estado estaciondrio para o sistema de filas de dois
estados do Exemplo 10.10.

Solugao. A Equacao (10.38b) para este sistema fornece

apg = fp1 e Bp1 = apg

Notando que pg + p1 = 1, obtemos

po:a+ﬂ

Exemplo 10.13. Sistema de filas de servidor dnico M/M/1. Considere um
sistema de filas no qual os clientes sao servidos um de cada vez pela ordem de chegada.
O tempo entre chegadas de clientes € exponencialmente distribuido com taza A, e o tempo
requerido para atender um cliente € exponencialmente distribuido com taxa p. Encontre
a fmp para o numero de clientes no sistema quando este estd em regime permanente.
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Solugao. As taxas de transi¢do de estados sao as seguintes. Os clientes chegam a uma
taxa A, entao

ryi,iJrl:)\ i:051,25"'

Quando o sistema nao esté vazio, os clientes saem a uma taxa p. Entao

Vii—1 = 1 =1,2,3,...

O diagrama de taxa de transi¢do é mostrado na Figura 10.3.
A A A A A A A
u H H u H u u
Figura 10.3: Diagrama de transi¢do de estados para o sistema M/M/1.

As Equacgoes de balango global sao

Apo = pp1, j =0 (10.39a)

(A +p)p; = Apj—1+ ppj1, J=1,2,... (10.39b)

Podemos reescrever a Equagao (10.39b) como segue:

ADj — Upj+1 = Apj—1 — upj, j=1,2,...

o que implica que

Apj—1 — pp; = constante, j=1,2,... (10.40)
A Equagao (10.40) com j = 1, juntamente com a Equacao (10.39a), implica que

constante = Apg — up1 =0
Entao a Equagdo (10.40) torna-se

Apj—1 = [p;

ou equivalentemente,

bj = pPPj—1, 32152’

e por inducgao

pj = P'po
onde p = \/pu. Obtemos py notando que a soma das probabilidades precisa ser igual a
um:

1
L—p

[e.e]
1= pj=0+p+p"+ - )po = Po
j=0
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onde a série converge se e somente se p < 1. Entao

pj=0—-p)p’, j=1,2,... (10.41)

A condicéo para a existéncia de uma solucdo de regime permanente tem uma expli-
cagao simples. A condicdo p < 1 é equivalente a

A< p

isto é, a taxa na qual os clientes chegam precisa ser menor que a taxa na qual o sistema
possa atendé-los. Caso contrario, a fila cresce sem limite & medida que o tempo passa.

Exemplo 10.14. Um processo de nascimento e morte ¢ uma cadeia de Markov
para a qual ocorrem transicées apenas entre estados adjacentes, como mostrado na Fi-
gura 10.4. O sistema de filas discutido no exemplo anterior € um exemplo de um processo
de nascimento e morte. Repita o exercicio anterior para um processo de nascimento e
morte geral.

Ag A Ay Ay Ay A; A
Hy U, 13 4 i +1 L2

Figura 10.4: Diagrama de taxa de transi¢do para um processo de nascimento e morte
geral.

Solugao. As Equactes de balango global para um processo de nascimento e morte geral
sao

Aopo = p1p1, j =0 (10.42a)

AjPj = Hj+1Pj+1 = Aj—1Dj—1 = WiPjs J = 1,2, (10.42b)

Como no exemplo anterior, segue que

pj =1ipj—-1, J=1,2,...

pj =TTj—1--T1po, J=1,2,...
onde r; = (A\j_1)/p;. Se definirmos
Rj =7“j7°j_1---7°1 € RO = 1,

entao encontramos pg através de
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oo
1= E Rj Po-
Jj=0
Se a série da Equagao acima converge, entao a fmp estacionaria é dada por

>
=0

Se a série nao converge, entao uma fmp estacionéria nao existe, e p; = 0 para todo

bj (1043)

10.5 Classes de estados, propriedades de recorréncia e pro-
babilidades limite

Nesta segao iremos olhar mais de perto a relacao entre o comportamento de uma ca-
deia de Markov e sua matriz de probabilidade de transi¢coes de estados. Primeiramente
iremos ver que os estados de uma cadeia de Markov de tempo discreto podem ser di-
vididos em uma ou mais classes separadas e que estas podem ser de diferentes tipos.
Iremos entao mostrar que o comportamento de longo prazo de uma cadeia de Markov
esté relacionada aos tipos de suas classes de estados. Finalmente, usaremos estes resul-
tados para relacionar o comportamento de longo prazo de cadeias de Markov de tempo
continuo com o de sua cadeia de Markov embutida.

10.5.1 Classes de estados

Definicao 10.5. Acessibilidade. Dizemos que o estado j € acessivel a partir do
estado i se para algum n > 0, p;j(n) > 0, isto €, se existe uma sequéncia de transi¢oes
de i para j com probabilidade nao nula.

Definigao 10.6. Comunicabilidade. Os estadosi e j se comunicam se i € acessivel
a partir de j e j € acessivel a partir de i. Representamos este fato com a sequinte
notacao: i <> j.

Note que um estado se comunica consigo mesmo desde que p;;(0) = 1.

Se o estado ¢ se comunica com o estado j, e o estado j se comunica com o estado k,
isto é, se i > j e j < k, entdo o estado i se comunica com o estado j. Para verificar
isto, note que 7 «> j implica que exite um caminho de probabilidade nao nula de i para
7, e j < k implica que existe um caminho subsequente de probabilidade nao nula de j
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para k. Os caminhos combinados formam um caminho de probabilidade nao nula de @
para k. Existe um caminho de probabilidade nao nula na direcao reversa pelas mesmas
razoes.

Definigao 10.7. Classes de estados: dizemos que dois estados pertencem a uma
mesma classe se estes se comunicam entre si.

Note que duas classes de estados diferentes precisam ser disjuntas desde que se
tiverem um estado em comum, isto implicaria que os estados de ambas as classes se
comunicariam entre si. Entdo os estados de uma cadeia de Markov consistem de uma
ou mais classes de comunicacao disjuntas.

Definigao 10.8. Cadetia Irredutivel: Uma cadeia de Markov que consiste de uma
unica classe € dita irredutivel.

Exemplo 10.15. A figura abaizo mostra o diagrama de transicao de estados para uma
cadeia de Markov com trés classes: {0}, {1,2} e {3}

E

N

10

9 4

10 5
1

5

Exemplo 10.16. Abaizo tem-se o diagrama de transicdo de estados para uma cadeia
de Markov periddica com apenas uma classe {0,1,2,3}. Entao esta cadeia é irredutivel.

Exemplo 10.17. Neste exemplo, temos o diagrama de transicao de estados para um
processo de contagem binomial. Pode-se ver que as classes sao: {0}, {1}, {2}, ...
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1

1-p 1-p 1-p 1-p 1-p
E p E p E p p E p E p

Exemplo 10.18. A figura abaixo mostra o diagrama de transicao de estados para o
processo de caminhada aleatoria. Se p > 0, entdo o processo tem apenas uma classe
{0,£1,42,---}, de modo que € irredutivel.

p p p p P
v
1-p 1-p 1-p 1-p 1-p

10.5.2 Propriedades de recorréncia

Definigao 10.9. Estado recorrente: O estado i é chamado recorrente se o pro-
cesso retorna a ele com probabilidade um, isto ¢,

fi = Plalguma vez retornar ao estado i] =1

Definigao 10.10. Estado transiente: O estado i é chamado transiente se

fi<1

Se iniciamos uma cadeia de Markov em um estado recorrente 7, entdo o estado
ocorre novamente um numero infinito de vezes. Se iniciamos uma cadeia de Markov em
um estado transiente, o estado nao ocorre novamente depois de algum namero finito
de retornos. Cada nova ocorréncia do estado pode ser vista como uma falha em uma
tentativa de Bernoulli. A probabilidade de falha é f;. Entao o nimero de retornos ao
estado i terminando com um sucesso (nao retorno) é uma variavel aleatoria geométrica
com média (1 — f;)~!. Se f; < 1, entdo a probabilidade de um ntmero infinito de
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sucessos é zero. Portanto um estado transiente ocorre novamente um ntmero finito de
vezes.

Seja X, uma cadeia de Markov com estado inicial i, Xy = i. Seja [;(x) uma fungao
indicadora para o estado i, isto é, I;(z) = 1 se X =1, e I;(z) = 0 caso contrario. O
nimero esperado de retornos para o estado ¢ é entao

n=1

desde que

Um estado é recorrente se e somente se ele ocorre novamente um namero infinito de
vezes, entao da Equagao (10.44), o estado i é recorrente se e somente se

> pii(n) = o< (10.45)
n=1

Similarmente, o estado ¢ é transiente se e somente se

> pi(n) < oo (10.46)
n=1

Exemplo 10.19. Dado o diagrama de transi¢ao de estados do Exemplo 10.15 verifique
que o estado 0 € transiente, e o estado 1 € recorrente.

Solugao. O estado 0 é transiente desde que pgo(n) = (1/2)", de modo que

z e A
poo(n 2 B B

Por outro lado, se o processo se iniciar no estado 1, teriamos o processo de dois
estado discutidos no Exemplo 10.4. Para este processo mostramos que

B+al—a—pB)"  1/2+1/4(7/10)"
a+f B 3/4

p11(n) =
de modo que

nilp“ :i<2 7/10))_OO

n=1

Portanto o estado 1 é recorrente.

Exemplo 10.20. Mostre que para um processo binomial de contagem todos os estados
sao transientes.
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Solugao. Para este processo, p;i(n) = (1 — p)", de modo que para p > 0,

D opi(n) =) (1-p)'=—=<oo
n=1 n=1 p

Exemplo 10.21. Para o processo de caminhada aleatoria, verifique se o estado 0 é
transiente ou recorrente.

Solugao. O estado 0 ocorre novamente a cada 2n passos se e somente se os estados
n+1en — 1 ocorrem durante os 2n passos. Isto ocorre com probabilidade

poo(2n) = <2:>p"(1 —-p)"

A formula de Stirling para n! pode ser utilizada para mostrar que

(2:> (1= p) ~ (4p(\1/;_np))"

. QA
onde a, ~ b, quando lim — =1.
n—oo n

Entao a Equacao (10.44) para o estado 0 é

S - (1 —p))"
nzz:lpOO(Qn) nzz:l \/ﬁ

Se p = 1/2, entao 4p(1 — p) = 1 e a série diverge. Segue entdo que o estado 0 é
recorrente. Se p # 1/2, entdo 4p(1 — p) < 1, e a série acima converge. Isto implica
que o estado 0 é transiente. Entdo quando p = 1/2, o processo de caminhada aleatoria
mantém um balango precario em torno do estado 0. Logo que p # 1/2, uma perturbagao
positiva ou negativa é introduzida e o processo cresce ao redor de 4oo.

Se o estado 7 é recorrente entao todos os estados de sua classe irao eventualmente ser
visitados & medida que o processo retorna repetidamente a i. De fato, todos os outros
estados em sua classe sao visitados um ntmero infinito de vezes. Entao recorréncia é
uma propriedade de classe, isto é, se o estado ¢ é recorrente e i <> j, entdo o estado j
também ¢é recorrente. Similarmente, a transitoriedade também é uma propriedade de
classe.

Se uma cadeia de Markov é irredutivel, isto é, se consiste de uma tnica classe de
comunicagao, entao todos os seus estados s@o ou transientes ou recorrentes. Se o nimero
de estados na cadeia é finito, é impossivel para todos os estados serem transientes.
Entao, os estados de uma cadeia de Markok irredutivel com ntmero de estados finito
sao todos recorrentes.

A informacdo sobre quando o estado ¢ pode ocorrer novamente esta contido em
pii(n), a probabilidade de transigdo de n passos do estado i para ele mesmo.
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Definicao 10.11. Periodo de um estado. Dizemos que o estado i tem periodo d
se ele puder ocorrer nos instantes que sao mailtiplos de d, isto €, p;i(n) = 0 quando
n nao € miltiplo de d, onde d é o maior inteiro com esta propriedade.

Pode-se mostrar que todos os estados de uma classe tém o mesmo periodo.

Definigao 10.12. Cadeia de Markov aperiodica. Uma cadeia de Markov irre-
dutivel € dita aperiddica se os estados em sua classe unica tém periodo unitdrio.

Exemplo 10.22. Verifique qual € o periodo da cadeia de Markov do Exemplo 10.15.

Solugao. Para esta cadeia, p;;(n) > 0 para todos os estados, n = 1,2,... Portanto
todas as trés classes na cadeia tém periodo unitario.

Exemplo 10.23. Para a cadeia de Markov do Exemplo 10.16, verifique o valor de seu
periodo.

Solugao. Para esta cadeia, os estados 0 e 1 podem ocorrer novamente nos instantes
2,4,6,... e os estados 2 e 3 nos instantes 4,6,8,... Portanto esta cadeia tem periodo
2.

Exemplo 10.24. Verifigue o periodo do processo de caminhada aleatoria do Exemplo
10.18.

Solugao. Para este processo, um estado ocorre novamente quando o ntmero de sucessos
(+1s) ¢é igual ao namero de falhas (-1s). Isto acontece somente depois de um ntmero
par de eventos, e portanto este processo tem periodo 2.

10.5.3 Probabilidades limite

Se todos os estados em uma cadeia de Markov sao transientes, entdao as probabilidades
de todos os estados tendem a zero 4 medida que n — oco. Se uma cadeia de Markov
tem algumas classes transientes e outras classes recorrentes, como a cadeia do Exemplo
10.15, entao eventualmente o processo ird entrar e permanecer em uma das classes
recorrentes. Assim, podemos nos concentrar nas classes recorrentes para o estudo das
probabilidades limite de uma cadeia. Por esta razao iremos assumir nesta se¢do que
estamos lidando com uma cadeia de Markov irredutivel.

Suponha que iniciemos uma cadeia de Markov em um estado recorrente 7 no instante
n = 0. Sejam T;(1),7;(1) + T;(2),... os instantes aonde o processo retorna ao estado
i, onde T;(k) é o tempo decorrido entre o (k — 1)-ésimo e o k-ésimo retornos (veja
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¢Ti(1)+Ti(2)+Ti(3)%¢7}(4)%kTi(5) ] :

Figura 10.5: Instantes de recorréncia para o estado i.

Figura 10.5). Os T; formam uma sequéncia iid desde que cada instante de retorno é
independente dos instantes de retorno anteriores.
A proporc¢ao de tempo gasto no estado ¢ depois de k retornos a i é

k
TO+LO) + L
Desde que o estado é recorrente, o processo retorna ao estado ¢ um ntimero infinito
de vezes. FEntao a Lei dos Grandes Numeros implica que, com probabilidade um, o

reciproco da expressao acima aproxima-se do tempo médio de recorréncia E[T;] de
modo que a proporcao de longo prazo do tempo gasto no estado ¢ aproxima

proporcao de tempo no estado ¢ = (10.47)

proporcao de tempo no estado ¢ — = (10.48)

E[T}]
onde 7; é a propor¢ao de longo prazo de tempo gasto no estado 1,

Se E[T;] < oo, entdao dizemos que o estado i é recorrente positivo. A Equacao
(10.48) implica entao que

m; > 0, se o estado ¢ é recorrente positivo
Se E[T;] = oo, entao dizemos que o estado i é recorrente nulo. A Equacgao (10.48)
implica entao que
m; = 0, se o estado ¢ é recorrente nulo

Pode-se mostrar que recorréncia positiva e nula sao propriedades de classe.

Estados recorrentes, aperidédicos e recorrentes nulos sao chamados de ergéddicos.
Uma cadeia de Markov ergédica é definida como uma cadeia irredutivel, aperidédica e
recorrente positiva.

Exemplo 10.25. Para o processo do Exemplo 10.16, calcule E[Ty|e mg.

Solugao. Este processo retorna ao estado 0 em dois passos com probabilidade 1/2 e
em quatro passos com probabilidade 1/2. Portanto o tempo de recorréncia média para
o estado 0 é
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1 1
E[Ty] = 5(2) +-(4)=3
Portanto o estado 0 é recorrente positivo e a proporgao de longo prazo de tempo em

que o sistema permanece no estado 0 é

T — =

Exemplo 10.26. No Exemplo 10.21 foi mostrado que o processo de caminhada ale-
atdria € recorrente se p = 1/2.  Entretanto, pode-se mostrar que o tempo médio de
recorréncia € infinito quando p = 1/2 ([Fel68],p.314). Entao todos os estados da cadeia
sao recorrentes nulos.

Os m;’s na Equagao (10.48) satisfazem a equac@o que define a fmp de estado estaci-
onario

m =y mPyj, Vj (10.49a)
%

domi=1 (10.49Db)

Para ver isto, note que desde que 7; é a proporcao de tempo gasto no estado ¢, entao
m; P;; é a propor¢ao de tempo na qual o estado j segue o estado i. Se somarmos sobre
todos os estados i, obteremos a proporgao de longo prazo do tempo no estado j, ;.

Exemplo 10.27. Encontre a fmp de estado estaciondrio para a cadeia de Markov do
Ezxemplo 10.16.

Solugao. Temos das Equagoes (10.49a) e (10.49b) que

1 1
7T0=§7T1+773, T = T0, 772=§7T1, T3 = T2

Estas equagoes implicam que m; = mp e my = w3 = 7p/2. Usando o fato de que a
soma das probabilidadesdeve ser um, obtemos
1 1
1 = T = — e TTo —= TTq = —
1 0 3 2 3 3
Note que m9 = 1/3 foi obtida do tempo de recorréncia médio, calculado no Exemplo
10.26.

Na Secao 10.2 vimos que para cadeias de Markov que exigem um comportamento
estacionario, a matriz de transicao de n passos aproxima-se de uma matriz fixa de linhas
iguais & medida que n — oo (veja Equagao 10.20). Vimos também que as linhas desta
matriz limite consistiam de uma fmp que satisfaz (10.49a) e (10.49b). Iremos agora
definir sob quais condigoes isto ocorre.
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Teorema 10.2. Para uma cadeia de Markov irredutivel, aperiddica e recorrente po-
sitiva,

nli_)ngopij(n) =7j, Vj

onde m; € a inica solu¢do ndao negativa das Equagoes (10.49a) e (10.49Db).

Uma prova deste teorema pode ser encontrada em [Ros83]. O Teorema 10.5.3 afirma
que para cadeias de Markov irredutiveis, aperiédicas e recorrente positivas, as proba-
bilidades dos estados aproximam-se de valores de estado de regime permanente que
sao independentes da condicao inicial. Estas probabilidades de regime permanente cor-
respondem as probabilidades estacionarias obtidas nas Equagoes (10.49a) e (10.49b) e
portanto correspondem & proporc¢ao de longo prazo do tempo gasto no estado dado. Esta
é a razao pela qual cadeias de Markov irredutiveis, aperiédicas e recorrente positivas
sao chamadas de ergbdicas.

Para processos periddicos, temos o seguinte resultado:

Teorema 10.3. Para uma cadeia de Markov irredutivel, periddica e recorrente posi-
tiva com periodo d,

lim pj;j(nd) =dn; Vj

n—oo

onde m; € a inica solu¢do ndao negativa das Equagoes (10.49a) e (10.49b).

Como antes, 7; a propor¢ao de tempo gasto no estado j. Entretanto, o fato de
o estado j ocorrer apenas em miltiplos de d passos implica que a probabilidade de
ocorréncia do estado j é d vezes maior nos instantes permitidos e zero para os demais.

Exemplo 10.28. Calcule as probabilidades de longo prazo para os estados 0 e 2 para a
cadeta de Markov do Exemplo 10.16

Solugao. Nos Exemplos 10.25 e 10.27 vimos que proporcao de longo prazo de tempo
gasto no estado 0 é myp = 1/3. Se comegamos no estado 0, entdo s6 podem ocorrem
estados pares nos instantes de tempo pares. Entao nestes instantes de tempo pares a
probabilidade do estado 0 é 2/3 e a probabilidade do estado 2 ¢ 1/3. Em instantes de
tempo impares, as probabilidades dos estados 0 e 2 sao zero.

10.5.4 Probabilidades limite para as cadeias de Markov de tempo
continuo

Vimos na Segao 10.3 que uma cadeia de Markov de tempo continuo X (t) pode ser vista
como sendo constituida de uma sequéncia de estados determinada por alguma cadeia de
Markov discreta X,, com probabilidades de transicao ¢;; e uma sequéncia de tempos de
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ocupagcao de estados correspondente exponencialmente distribuida. Nesta secao, iremos
mostrar que se a cadeia discreta associada é irredutivel e recorrente positiva com fmp
estacionaria ;, entao a propor¢ao de tempo de longo prazo gasta por X (¢) no estado i
é

m/vi

B Zﬂ']’/vj

onde 1/v; é o tempo médio de ocupagao no estado ¢. Além disso, mostramos que os p;
s@0 as solugoes tnicas das equagdes de balango global (10.38b) e (10.38c).

Suponha que a cadeia de Markov embutida X,, é irredutivel e recorrente positiva,
de modo que a Equagao (10.48) seja valida. Seja N;(n) o namero de vezes que o estado
i ocorre nas primeiras n transi¢oes, e seja T;(j) o tempo de ocupagdo da j-ésima vez
que o estado i ocorre. A proporcao de tempo gasto no estado ¢ depois das primeiras n
transicoes é

Dbi

N;(n)
Z T:(5)
j=1

N;(n)

tempo gasto no estado

tempo gasto em todos os estados

P . (10.50)
Ni(n) 1 ‘=
N > T()

A medida que n — oo, pelas Equagdes (10.48), (10.49a) e (10.49b), com probabili-
dade um,

N;(n
Nln) (10.51)
n

a fmp estacionaria da cadeia de Markov embutida. Adicionalmente, temos que N;(n) —
oo & medida que n — 0o, de modo que pela lei forte dos niimeros grandes, com proba-

bilidade um,

‘ T:(j) — E[Ti] = o (10.52)

=

—_

onde usamos o fato de que o tempo de ocupacao de estado no estado i tem média
1/v;. As Equagoes (10.51) e (10.52) quando aplicadas a (10.50) implicam que, com
probabilidade um, a proporc¢ao de longo prazo do tempo gasto no estado ¢ aproxima

Wi/vi

- Zﬂj/%‘

Di = cmi/v; (10.53)
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onde 7; ¢ a fmp solugao tinica para
mp= Y midiy, Vi (10.54)
i

e ¢ é uma constante de normalizacao.
Obtemos a equagao de balango global (10.38b), substituindo m; = v;p;/c da Equacao
(10.53) e g;j = 7ij/vi na Equagao (10.54):

vp; =Y _pivijs Vi
i#]

Entao os p;’s sao a solugao tinicas das equagoes de balanco global.

Exemplo 10.29. Encontre as probabilidades de longo prazo para os estados da cadeia
de Markov do Exemplo 10.10.

Solugao. Para este sistema

=9 )]

A equacao ™ = m|g;;] implica que

1
Adicionalmente, vg = « e v1 = 5. Entéo
1/2(1/a) I3 «
Po = = S p1 =
1/2(1/a+1/8) a+p a+f

10.6 Exercicios

1. Seja T, o tempo de chegada do n-ésimo cliente a uma estagao de servigo. Seja Z,
o intervalo de tempo entre as chegadas do cliente n e do cliente n — 1, isto é

Zp =Ty —Tp1, n>1

e To = 0. Seja {X(¢),t > 0} o processo de contagem associado com {T},,n > 0}.
Mostre que se X (t) tem incrementos estacionarios, entdo Z,, n = 1,2,... sao
v.a.’s identicamente distribuidas.

2. Desenhe os diagramas de transi¢ao de estados e classifique os estados das Cadeias
de Markov para as seguintes matrizes de transigao.

03 04 0 0 0.3

0 05 0.5 (1) 8 005 065 0O 1 0 0 O
P=]105 0 05 P = 01 0 o0 P = 0 0 0 06 04
05 05 0 01 0 o0 0 0 0 0 1

0o o0 1 0 O
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3. Considere uma cadeia de Markov com espaco de estados {0, 1} e matriz de pro-
babilidades de transicao

P:[1}2 1(/)2]

Mostre que o estado o é recorrente e que o estado 1 é transiente.

4. Considere uma cadeia de Markov de dois estados com matriz de probabilidade de
transicao

P:[l—a a

b 1—b}’0<a<1’0<b<1

(a) Encontre P™.
(b) Encontre P™ para n — oo.

Resp:
(a) P":%M{[Z Z} +(1—a—b)"[_ab _b“H
N

5. Um modelo de Markov para transmissao de voz por pacotes assume que se 0 n-
ésimo pacote contém siléncio, a probabilidade de siléncio no préximo pacote é
(1 — @) e a probabilidade do pacote conter voz é .

Similarmente, se o n-ésimo pacote contiver atividades de voz, a probabilidade do
proximo pacote conter voz é (1 — ), e a probabilidade de siléncio é f.

(a) Esboce uma cadeia de Markov para este problema.

(b) Para o =1/10 e 8 = 1/5, determine a matriz de transi¢ao de estados de um
passo.

(c) Dadas as probabilidades iniciais dos estados pg = p1 = 0,5, determine as
probabilidades dos estados depois de 2 passos.

Resp:

(a)
o P={05 o8 )

(c) p(2) =10,585 0,415 ]

6. Considere uma cadeia de Markov com dois estados e matriz de probabilidade de
transi¢ao de estados dada por

B~ w
e

—_
—_
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(a) Encontre a distribuigao estacionaria de estados p para esta cadeia.

(b) Encontre lim P".

n—o0

=3 1]

7. Um exemplo de uma cadeia de Markov de dois estados é um sistema consistindo
de sequéncias de estagios em cascata de canais de comunicagdo binéarios, como
mostrado na figura abaixo.

Xp1=0 1-aq X, =0

Aqui, X,, denota o digito que deixa o n-ésimo estagio do canal, e Xy denota o
digito que entra no primeiro estagio. A matriz de probabilidades de transigao
deste sistema de comunicacao é geralmente chamado de matriz de canal, e é dada
por

P:[l—a a

b 1_()}, 0<ab<1

Assuma que a = 0,1 e b = 0,2, e que a distribui¢ao inicial ¢ P[Xy = 0] = P[ Xy =
1] =0,5.

(a) Encontre a distribuigao de X,.

(b) Encontre a distribui¢ao de X,, quando n — oo.

Dica:
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Resp:

@ [3- 05

1
3 6 3 6
o5 3

8. Considere uma cadeia de Markov com dois estados e matriz de transi¢do dada por

01
r=[1o]
(a) Encontre a distribuigao de estado estacionario .

(b) Mostre que lim P™ nao existe.
n—oo

Dica: Calcule P%, P3, P*, ... e faca a prova por inducdo.

Resp: (a) [1/2  1/2]
9. Um elétron pode estar em uma de trés possiveis orbitas. A transi¢do da orbita ¢

para a orbita j (i,j = 1,2, 3) ocorre em uma unidade de tempo com probabilidade

Cie M=l x>0

Esboce uma cadeia de Markov para este problema e calcule as constantes C;.

1 1 1

Resp: Ch = — Chp— — - Oy —
- 1 14+ e A4 e 22 27 152 3T T fe A fe 22

10. Dada a cadeia de Markov abaixo, calcule as probabilidades dos estados em regime
permanente (se existirem).

5 2 2
Resp: m= |- — =
esp: m [9 9 9}

11. Uma cadeia de Markov com probabilidades de transicao p;; possui um estado
particular k para o qual p;; = ¢ para todos os estados i. Mostre que px(n) = ¢, Vn.
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12. Uma urna contém inicialmente 5 bolas brancas e 5 bolas pretas. O seguinte
experimento é repetido indefinidamente: uma bola é retirada da urna; se a mesma
é branca ela é recolocada na urna, caso contrario é deixada de fora. Seja X, o
ntmero de bolas pretas que permanecem na urna depois de n testes.

(a) X, é um processo de Markov? Se sim, esboce uma cadeia para este processo.
(b) As probabilidades de transi¢cao dependem de n?

(c) Calcule P(n), n — oo, e encontre uma explica¢do para o resultado obtido.
Resp:

(a) Sim. Para k=1,2,...,5: Plk—1|k] =k/(5b+ k) =1 — P[k|k], P[0]0] = 1.
(b) Nao.

13. Seja X (n) um processo de caminhada aleatoéria unidimensional.

(a) Mostre que X (n) é um processo de Markov.

(b) Encontre a matriz de transigdo de um passo para este processo.

p, J=i+l
Resp: P=<q, j=1—1

0, caso contrario



Apéndice A

Tabelas Matematicas

A.1 Identidades trigonométricas

cos(aw — 3) = cosaccos 8 + sen asen

sen 2a0 = 2sen o cos «

cos2a = cos? o —sen?a = 2cos’a — 1 =1—2sen’
senasen § =  feos(a — ) — cos(a + )]
cos avcos 3 ; [cos(ar — B) + cos(a + B)]
sen avcos B = % [sen(a + B) + sen(a — 3)]
cosasen § = o [sen(ar + ) — sen(a — )

1
sen’ a = 5(1 — cos 2ar)

1
cos’a = 5(1 + cos 2av)

e’ = cosa + jsen«

eI* + eI

cosq = ———
2

eja _ efja

senoqy = ——
2j

sena = cos(a — 7/2)
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A.2 Coeficientes Binomiais

)= ()

=0 paran <k

)= ()= ()~

> < > < k=pouk+ p=n (binomiais complementares)

n+1 ~ .
(k‘ N 1> (k . 1> (relagao de Stiffel)

n
k

3 3

3

k

y

A.3 Derivadas

+

(i
(
(
(
(

Nas expressoes a seguir, u, v e w sao funcoes de z; a, b e ¢ sdo constantes.

d
%(C) =
%(cx) =c
d
dx(cx ) = nex™ 1
d du dv @ dw
d du
@(cu) = c@
Dy e
o w) = ud vd
i(uvw) = d—uvw + u@w + uvd—w
dx - dx dx dx
d <E> _ v(du/dx) — u(dv/dx)
dx \v/) v2
d ny _ n—ldu
@(u ) = nu o
dy dy du
dr  dudx

du
%sen(u) = cos(u)%

du

o cos(u) = —sen(u)@
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d logq(e) du

4 _ 09a18) ou 1

o og,(u) ” dm,a>0ea7é

d d 1du

il — - -

dzx n(w) dzx 0. (u) udx

d ., u du

i =a ln(a)@,a>0

de dx

v 2 vin(u vin 1 _ v—12"
LU= e e x(v n(u)) = vu g
L arctigu) = — 0

dz O T T e

A.4 Integrais indefinidas

udv = uv — /vdu, onde u e v sdo fungdes de .

n+1
+1

"dr = , exceto para n = —1

2 e =Ilnx

IS
8

o
2
g8

Q
&
|

@ |

Inzdr =ax2Inz —x

1 1 1T
/a2+x2 dz = atan -
Inx)” 1
/(nx) dx = (Inz)"+?
T n+1
xn+1 wn+1
"1 dx = 1 -
/:U n(ax)dx p—— (ax) 1)
/we“xdx = e (aa; )
a
az (2,2 —9 2
/mze“xdm: e (a“x - ax + 2)
/sen(a:v) dx = —— cos(ax)
a
/cos(am) dx = —sen(ax)
a
2
/sem2 (ax)dr = % - senflaam)
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xsen(ax)dr = %(sen(aaﬁ) — ax cos(ax))

2 sen(az)ds = 2az sen(ax) + 2cos(az) — a*z? sen(ax)

a3
x  sen(2ax)

/
/
/cosz(a:v)d:n =3 + 1a
/
/
A

1
x cos(ax)dr = —(cos(az) + ax sen(ax))
a

22 cos(ax)dr = — (2az cos(ax) — 2sen(ax) + a’z? sen(ax))
a

.5 Integrais definidas

° T
/ tnle= (et Dt gy — ﬂ n>0a>-1
0 (a+1)"
I(

n)=(n—1)! sen éum inteiro positivo

(o] 2
—(ax? T b7—dac
e (@t tbet) gy — [ D T
—o0 a



Apéndice B

Tabelas de transformadas de

Fourier

B.1 Definicao

[e.e]

G(f) = Flg(t)} = / g(t)e=i2m gt

[e o]

o) = FHGW) = [ cnertar

B.2 Propriedades

Linearidade:
Escalonamento no tempo:
Dualidade:

Deslocamento no tempo:

Deslocamento em frequéncia:

Diferenciacao:

Integragao:

Multiplicacao no tempo:

Convolugao no tempo:

F{agi(t) + bga (1)} = aGr(f) + bGa(f)
F{glat)} = G(f/a)/lal

se F{g(t)} = G(f) entao F{G(1)} = g(-f)
F{g(t = to)} = G(f)e~ 9>/t
F{g(t)e*™h} = G(f — fo)

F{g (1)) = j2mfC(f)
7 { / g(s)ds} — G/ G2nf) + (G(0)/2)5(F)

F{a1(t)g2(t)} = G1(f) * G2(f)

F{a1(t) * g2()} = G1(f)G2(f)
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B.3 Pares de transformadas

g(t) G(f)
1, =T/2<t<T/2 T sen(w fT)
0, caso contrario wfT
sen(2rW't) I, W< f<W
2W 2nWit {O, caso contrario
1—%', [t| <T Tsenz(ﬂ'fT)
0, caso contrario (mfT)?
e~ u(t), a>0 _
’ a+ j2rf
2a
—alt| e
e, a>0 a’?+ (2w f)?
efTrt2 efﬂf2
o(t) 1
1 5(f)
5(t —to) e I2mlto
2ot 5(f = fo)
1
cos(27 fot) 3 O0(f — fo) +0(f + fo)]
sen(27 fot) % [6(f = fo) +6(f + fo)l
1 1
u(t) 500+ Tonf




Apéndice C

Séries de Taylor

C.1 Série de Taylor para funcoes de uma variavel

/ f”(a)(x — a)2 f(nfl)(a)(x — a)(n—l)
fl@) = fla) + fla)(w —a) + ———+ -+ = 'R,

onde R, o resto ap6s n termos, é dado por qualquer das formas seguintes:

)z —a)"

Forma de Lagrange R, =

n!
Forma de Cauchy R, = FM(E) (@ =&z —a)
(n—1)!

O valor £, que pode ser diferente nas duas formas, fica entre a e x. O resultado
determina se f(x) tem derivadas contAnuas de ordem n pelo menos.

Se lim,, oo R, = 0, a série é infinita, chamada de Série de Taylor para f(x) em
x =a. Se x = 0, a série é frequentemente chamada de Série de Maclaurin. Estas séries
geralmente convergem para todos os valores de x em algum intervalo de convergA®ncia
e divergem para todos os x fora deste intervalo.

C.2 Expansoes mais utilizadas

2 .3
e$:1+x+§+§+---,—oo<x<oo
| 2 | 3
am:e“n(a):l—i—xln(a)—k(x 112('0,)) +(x r;('a)) +-,—00 < <00
) = (271) 4 L x—12+1 m—13+ 1
n(x) = — — B _
x 2 x 3\ = T2
2 a2l
sen(m):x—y—i—a—ﬁ—k---,—oo<x<oo
z?2 gt af
cos(x):l—g Z—E—i-- ,—00 < T < 00
2 a2
senh(z)=z4+ —4+ —=+ =+ ,—0<r<x©

31 50 7!
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Séries de Taylor

1.2 .%'4 .%'6

cosh(z) =14+ 4+ —+ —+---,-00 <z <0

20 4! 6!

2 $4 $5

esen(m)zl_’_x_i_x____

5 T

2 4 6
peos(a) — o (1 v 3l
2 6 720

oo < <00

+ --),—oo<:v<oo



Apéndice D

Variaveils aleatorias discretas

D.1 Bernoulli

Sx ={0,1}

EX]=p  Var[X]=p(l-p)
Gx(z) = (g + p2)

Observagoes: a varidvel aleatoria de Bernoulli é o valor da fungao indicadora I4 para
algum evento A; X = 1 se A ocorre, e 0 caso contrario.

D.2 Binomial

Sx =40,1,...,n}

n _
= f pk(l—p)"k k=0,1,...,n

E[X]=np  Var[X]=np(l —p)
Gx(z) = (g +p2)"

Observacoes: X é o ntumero de sucessos em n testes de Bernoulli, e portanto a soma de
n varidveis aleatoérias iid com distribuicao de Bernoulli.

D.3 Geométrica

Primeira versao
Sx =40,1,2,...}

pe = p(1 —p)k kE=0,1,...

1—
ElX]=—2  vVa[x] =
P p

Gx(z) =L

1—qz

Observacoes: X € o numero de falhas antes do primeiro sucesso em uma sequéncia de
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testes de Bernoulli independentes. A varidvel aleatéria geométrica é a unica variavel
aleatoria discreta sem memoria.

Segunda versao

Sy =1{12,...}
p=pl—pF1 k=12,
/ 1 / 1 —p
EX]|=- Var[X | =
[(X'] ’ [(X'] e
Gx(2) = 1

~ / , . . . .
Observacoes: X = X + 1 é o nimero de tentativas antes do primeiro sucesso em uma
sequéncia de testes de Bernoulli independentes.

D.4 Binomial negativa

Sx ={r,r+1,...} onde r é um inteiro positivo

k—1
PE = <T_1>pr(1—p)kr k=rr+1,...,n

_r arlx] = T —=P)
BX]=2 VarlX] pe
Gx(z) - (1822)7"

Observacoes: X é o numero de tentativas até o r-ésimo sucesso em uma sequéncia de
testes de Bernoulli independentes.

D.5 Poisson

Gx(z) = e(z=1)

Observagoes: X € o niimero de eventos que ocorrem em uma unidade de tempo quando
o tempo entre os eventos segue uma distribui¢do exponencial de média 1/cv.



Apéndice E

Variaveils aleatorias continuas

E.1 Uniforme

Sx = [a,8]

fx(w)zbia a<z<b

Elx] =2 ; b Vax = O 12“)2
px(iw) = S

jwlb—a)

E.2 Exponencial

Sx =10,00)
fx(z) = e A>0
1 1
. A
Vx (jw) = N e

Observagoes: A variavel aleatoria exponencial é a tnica varidvel aleatéria continua sem
memoéria. Em geral é usada para modelar o tempo entre eventos consecutivos em um
processo de Poisson.

E.3 Gaussiana (Normal)

Sx = (_OO’ OO)
1 _(=-w)?

fx(@) = o o >0
2ro

EX]=un Var[X] = o2

Ux (juw) = et
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Observagdes: Sob uma grande gama de condigoes, X pode ser utilizada para aproximar
a soma de um grande nimero de varidveis aleatorias independentes.

E.4 Gama
Sx = (0,00)
B )\()\x)a—le—)\a:
fx(ﬂf)—T a>0,A>0
. 1
R T

E.5 m-Erlang

Sx = (0,00)
by -z A m—1
fx(x) = % A > 0, m inteiro positivo.
m —1)!
m m

Vx (jw) = <)\ _)\jw>m

Observagoes: Uma variavel aleatéria m-Erlang é obtida pela adicdo de m varidveis
aleatorias iid com distribuicao exponencial de pardmetro A. Pode ser obtida a partir da
distribuicao gama, fazendo o = m, onde m é um inteiro positivo.

E.6 Chi-Quadrado (x?)

Sx = (0,00)
L (k=2)/2,-2/2
fx(x) = W onde k é um inteiro positivo.

EX]=k Var[X] = 2k
1 k/2
Vx (jw) = (m)
Observagoes: A soma do quadrado de k varidveis aleatorias gaussianas de média zero

e varidncia unitaria corresponde a uma variavel aleatéria com distribuicao x? com k
graus de liberdade.

E.7 Rayleigh

SX = [0,00)
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fx(@) = S5 e/,

E[X] = a\/g Var[X] = (2 - g) a?
E.8 Cauchy

Sx = (—00,00)

Fx(z) = WQLMZ) a>0

A média e a variancia nao existem.

Px (jw) = el

E.9 Laplace

Sx = (—00,00)

fx(x) = %e*a‘x‘ a>0
EX]=0  Var[X] = %



Apéndice F
Valores da distribuicao normal

Nas tabelas a seguir sao listados os valores da fungao distribuigdo cumulativa ®(z) de
uma variavel aleatéria com distribui¢do normal N (0,1).
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O(2)

O(z)

D(x)

O(x)

-4.00
-3.99
-3.98
-3.97
-3.96
-3.95
-3.94
-3.93
-3.92
-3.91
-3.90
-3.89
-3.88
-3.87
-3.86
-3.85
-3.84
-3.83
-3.82
-3.81
-3.80
-3.79
-3.78
-3.77
-3.76
-3.75
-3.74
-3.73
-3.72
-3.71
-3.70
-3.69
-3.68
-3.67
-3.66
-3.65
-3.64
-3.63
-3.62
-3.61
-3.60
-3.59
-3.58
-3.57
-3.56
-3.55
-3.54
-3.53
-3.52
-3.51

0.000031671
0.000033036
0.000034457
0.000035936
0.000037474
0.000039075
0.000040740
0.000042472
0.000044274
0.000046148
0.000048096
0.000050122
0.000052228
0.000054417
0.000056693
0.000059058
0.000061517
0.000064071
0.000066725
0.000069483
0.000072348
0.000075323
0.000078414
0.000081623
0.000084956
0.000088417
0.000092010
0.000095739
0.000099611
0.000103629
0.000107799
0.000112127
0.000116616
0.000121275
0.000126107
0.000131120
0.000136319
0.000141710
0.000147301
0.000153098
0.000159108
0.000165338
0.000171797
0.000178490
0.000185427
0.000192615
0.000200063
0.000207779
0.000215773
0.000224053

-3.50
-3.49
-3.48
-3.47
-3.46
-3.45
-3.44
-3.43
-3.42
-3.41
-3.40
-3.39
-3.38
-3.37
-3.36
-3.35
-3.34
-3.33
-3.32
-3.31
-3.30
-3.29
-3.28
-3.27
-3.26
-3.25
-3.24
-3.23
-3.22
-3.21
-3.20
-3.19
-3.18
-3.17
-3.16
-3.15
-3.14
-3.13
-3.12
-3.11
-3.10
-3.09
-3.08
-3.07
-3.06
-3.05
-3.04
-3.03
-3.02
-3.01

0.000232629
0.000241510
0.000250706
0.000260229
0.000270087
0.000280293
0.000290857
0.000301790
0.000313105
0.000324814
0.000336929
0.000349463
0.000362429
0.000375840
0.000389712
0.000404057
0.000418891
0.000434229
0.000450087
0.000466479
0.000483424
0.000500936
0.000519035
0.000537737
0.000557061
0.000577025
0.000597648
0.000618951
0.000640952
0.000663674
0.000687137
0.000711363
0.000736375
0.000762194
0.000788845
0.000816352
0.000844739
0.000874031
0.000904255
0.000935436
0.000967603
0.001000782
0.001035002
0.001070293
0.001106684
0.001144206
0.001182890
0.001222768
0.001263873
0.001306238

-3.00
-2.99
-2.98
-2.97
-2.96
-2.95
-2.94
-2.93
-2.92
-2.91
-2.90
-2.89
-2.88
-2.87
-2.86
-2.85
-2.84
-2.83
-2.82
-2.81
-2.80
-2.79
-2.78
-2.77
-2.76
-2.75
-2.74
-2.73
-2.72
-2.71
-2.70
-2.69
-2.68
-2.67
-2.66
-2.65
-2.64
-2.63
-2.62
-2.61
-2.60
-2.59
-2.58
-2.57
-2.56
-2.55
-2.54
-2.53
-2.52
-2.51

0.001349898
0.001394887
0.001441241
0.001488998
0.001538195
0.001588869
0.001641061
0.001694810
0.001750156
0.001807143
0.001865813
0.001926209
0.001988375
0.002052358
0.002118205
0.002185961
0.002255676
0.002327400
0.002401182
0.002477074
0.002555130
0.002635402
0.002717944
0.002802814
0.002890068
0.002979763
0.003071959
0.003166716
0.003264095
0.003364160
0.003466973
0.003572600
0.003681108
0.003792562
0.003907032
0.004024588
0.004145301
0.004269243
0.004396488
0.004527111
0.004661188
0.004798796
0.004940015
0.005084925
0.005233608
0.005386145
0.005542623
0.005703126
0.005867741
0.006036558

-2.50
-2.49
-2.48
-2.47
-2.46
-2.45
-2.44
-2.43
-2.42
-2.41
-2.40
-2.39
-2.38
-2.37
-2.36
-2.35
-2.34
-2.33
-2.32
-2.31
-2.30
-2.29
-2.28
-2.27
-2.26
-2.25
-2.24
-2.23
-2.22
-2.21
-2.20
-2.19
-2.18
-2.17
-2.16
-2.15
-2.14
-2.13
-2.12
-2.11
-2.10
-2.09
-2.08
-2.07
-2.06
-2.05
-2.04
-2.03
-2.02
-2.01

0.006209665
0.006387154
0.006569119
0.006755652
0.006946850
0.007142810
0.007343630
0.007549411
0.007760253
0.007976260
0.008197535
0.008424186
0.008656319
0.008894042
0.009137467
0.009386705
0.009641869
0.009903075
0.010170438
0.010444077
0.010724110
0.011010658
0.011303844
0.011603791
0.011910625
0.012224472
0.012545461
0.012873721
0.013209383
0.013552581
0.013903447
0.014262118
0.014628730
0.015003422
0.015386334
0.015777607
0.016177383
0.016585806
0.017003022
0.017429177
0.017864420
0.018308899
0.018762766
0.019226172
0.019699270
0.020182215
0.020675162
0.021178269
0.021691693
0.022215594




248

Valores da distribuicao normal

O(z)

O(z)

D(x)

D(x)

-2.00
-1.99
-1.98
-1.97
-1.96
-1.95
-1.94
-1.93
-1.92
-1.91
-1.90
-1.89
-1.88
-1.87
-1.86
-1.85
-1.84
-1.83
-1.82
-1.81
-1.80
-1.79
-1.78
-1.77
-1.76
-1.75
-1.74
-1.73
-1.72
-1.71
-1.70
-1.69
-1.68
-1.67
-1.66
-1.65
-1.64
-1.63
-1.62
-1.61
-1.60
-1.59
-1.58
-1.57
-1.56
-1.55
-1.54
-1.53
-1.52
-1.51

0.022750131
0.023295467
0.023851764
0.024419185
0.024997895
0.025588059
0.026189844
0.026803418
0.027428949
0.028066606
0.028716559
0.029378980
0.030054038
0.030741908
0.031442762
0.032156774
0.032884118
0.033624969
0.034379502
0.035147893
0.035930319
0.036726955
0.037537980
0.038363570
0.039203903
0.040059156
0.040929508
0.041815137
0.042716220
0.043632936
0.044565462
0.045513977
0.046478657
0.047459681
0.048457226
0.049471468
0.050502583
0.051550748
0.052616138
0.053698928
0.054799291
0.055917402
0.057053433
0.058207555
0.059379940
0.060570758
0.061780176
0.063008364
0.064255487
0.065521712

-1.50
-1.49
-1.48
-1.47
-1.46
-1.45
-1.44
-1.43
-1.42
-1.41
-1.40
-1.39
-1.38
-1.37
-1.36
-1.35
-1.34
-1.33
-1.32
-1.31
-1.30
-1.29
-1.28
-1.27
-1.26
-1.25
-1.24
-1.23
-1.22
-1.21
-1.20
-1.19
-1.18
-1.17
-1.16
-1.15
-1.14
-1.13
-1.12
-1.11
-1.10
-1.09
-1.08
-1.07
-1.06
-1.05
-1.04
-1.03
-1.02
-1.01

0.066807201
0.068112117
0.069436623
0.070780876
0.072145036
0.073529259
0.074933699
0.076358509
0.077803840
0.079269841
0.080756659
0.082264438
0.083793322
0.085343450
0.086914961
0.088507991
0.090122672
0.091759135
0.093417508
0.095097917
0.096800484
0.098525329
0.100272567
0.102042315
0.103834681
0.105649773
0.107487697
0.109348552
0.111232437
0.113139446
0.115069670
0.117023196
0.119000107
0.121000484
0.123024403
0.125071935
0.127143150
0.129238112
0.131356881
0.133499513
0.135666060
0.137856572
0.140071090
0.142309654
0.144572299
0.146859056
0.149169950
0.151505002
0.153864230
0.156247645

-1.00
-0.99
-0.98
-0.97
-0.96
-0.95
-0.94
-0.93
-0.92
-0.91
-0.90
-0.89
-0.88
-0.87
-0.86
-0.85
-0.84
-0.83
-0.82
-0.81
-0.80
-0.79
-0.78
-0.77
-0.76
-0.75
-0.74
-0.73
-0.72
-0.71
-0.70
-0.69
-0.68
-0.67
-0.66
-0.65
-0.64
-0.63
-0.62
-0.61
-0.60
-0.59
-0.58
-0.57
-0.56
-0.55
-0.54
-0.53
-0.52
-0.51

0.158655253
0.161087059
0.163543059
0.166023246
0.168527607
0.171056126
0.173608780
0.176185542
0.178786379
0.181411254
0.184060125
0.186732943
0.189429654
0.192150202
0.194894521
0.197662543
0.200454193
0.203269391
0.206108053
0.208970087
0.211855398
0.214763884
0.217695437
0.220649946
0.223627292
0.226627352
0.229649997
0.232695092
0.235762497
0.238852068
0.241963652
0.245097093
0.248252230
0.251428895
0.254626914
0.257846110
0.261086299
0.264347292
0.267628893
0.270930903
0.274253117
0.277595324
0.280957308
0.284338849
0.287739718
0.291159686
0.294598516
0.298055965
0.301531787
0.305025730

-0.50
-0.49
-0.48
-0.47
-0.46
-0.45
-0.44
-0.43
-0.42
-0.41
-0.40
-0.39
-0.38
-0.37
-0.36
-0.35
-0.34
-0.33
-0.32
-0.31
-0.30
-0.29
-0.28
-0.27
-0.26
-0.25
-0.24
-0.23
-0.22
-0.21
-0.20
-0.19
-0.18
-0.17
-0.16
-0.15
-0.14
-0.13
-0.12
-0.11
-0.10
-0.09
-0.08
-0.07
-0.06
-0.05
-0.04
-0.03
-0.02
-0.01

0.308537538
0.312066949
0.315613696
0.319177508
0.322758110
0.326355220
0.329968553
0.333597820
0.337242726
0.340902973
0.344578258
0.348268273
0.351972707
0.355691245
0.359423566
0.363169348
0.366928263
0.370699981
0.374484165
0.378280478
0.382088577
0.385908118
0.389738752
0.393580126
0.397431886
0.401293674
0.405165128
0.409045884
0.412935577
0.416833836
0.420740290
0.424654565
0.428576284
0.432505068
0.436440537
0.440382307
0.444329995
0.448283213
0.452241573
0.456204687
0.460172162
0.464143607
0.468118627
0.472096829
0.476077817
0.480061194
0.484046563
0.488033526
0.492021686
0.496010643
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