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UNIDADE |

Espaco e Subespaco Vetorial






TEMA 01

ESPACO VETORIAL

1. 1 Introducgao

O que é Algebra Linear?

Algebra linear é um ramo da Matematica que
estuda vetores, espacgos vetoriais, transforma-
¢Oes lineares, sistemas de equacdes lineares e
matrizes. Todos esses itens servem para um
estudo detalhado de sistemas de equacgdes li-
neares. A invengdo da Algebra Linear tem ori-
gem nos estudos de sistemas de equagoes li-
neares. N&o obstante o fato de a Algebra Linear
ser um campo abstrato da Matematica, ela tem
um grande ndmero de aplicagGes dentro e fora
da Matemética.

Um dos conceitos basicos em Algebra Linear é
o de espaco vetorial ou espaco linear.

A nocdo comum de vetores como objetos com
tamanho, dire¢éo e sentido, juntamente com as
operacdes de adicédo e multiplicagdo por ndme-
ro reais forma a idéia basica de um espaco vetor-
ial. Desse ponto de partida entéo, para definirmos
um espaco vetorial, precisamos de um conjunto
de elementos e duas operacdes definidas sobre
os elementos deste conjunto, adi¢cdo e multipli-
cacao por nimeros reais ou complexos.

Nao é necessario que os vetores tenham inter-
pretacdo geométrica, mas podem ser quais-
quer objetos que satisfagam os axiomas abai-
x0. Polinbmios de grau menor que n formam
um espacgo vetorial, por exemplo, assim como
grupos de m x n e o espaco de todas as
fungdes de um conjunto em outro (com algu-
mas condic¢fes adicionais).

Dessa forma, vamos a definicdo formal de Es-
paco Vetorial.

1.2 Definicdo de Espaco Vetorial

Seja V um conjunto ndo-vazio munido com du-
as operag0es: adicdo, que denotamos por + e
multiplicagdo por um escalar, que denotare-
MOS POr e, isto é:

+:VxV-oV
(yv) > u+v

«IRxV—->V
(A V)P> AV’
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Sendo assim, diremos que o conjunto V acima
com as duas operac0es é dito um espaco veto-
rial real ou um espaco vetorial sobre IR, se as
seguintes propriedades listadas abaixo forem
verificadas, para quaisquer u,v e weV e
ABeIR.

) u+(v+w=@Uu+Vv)+w
i) u+v=v-+u

iii) 36V tal que u + 6 = u (6 é chamado de
vetor nulo)

iv) para cada ueV existe —ueV tal que u-+(-u)
=0

v) A+B)u=2Au+Pu

vi) A.(Uu+Vv)=Au+Av

vii) (A . B).u = A.(B.u)

viii 31€IR talque1.u=u

Se, na definicdo acima, em vez de termos como
escalares numeros reais, tivermos ndmeros
complexos, V serd um espaco vetorial comple-
XO0.

Observacgoes:

Os elementos do espaco vetorial V serdo cha-
mados vetores, independente de sua natureza.
Vejamos alguns exemplos:

a)V é conjunto de matrizes reais m por n

A=(a))nna; €lR1<i<me
V=M, (R)=1, .
1<j<n

b) V é conjunto de todas as fungées de R em R
V=1(IR, IR) = {f: IR = IR, funcgdes reais}

¢) V é conjunto dos nimeros complexos
V==e ={z=a+biabelRei=+-1}

d) V é o conjunto dos nimeros racionais (Q )
V=Q —{x :% a,beZeb iO}, onde repre-

senta Z o conjunto dos ndmeros inteiros.
e) V é conjunto de matrizes complexas m por n

{A =(@))mn;d; €C,1<i<m e}

V=M,,(C)= ,
1<j<n

onde C representa 0 conjunto dos nimeros
complexos.

Daqui por diante, salvo referéncia expressa em
contrario, serdo considerados somente espa-
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¢os vetoriais reais. Assim, quando dissermos
que V é um espaco vetorial, deve ficar bem
claro que V é um espaco vetorial sobre o con-
junto IR dos nimeros reais.

Vamos agora, como exemplo, mostrar que o

conjunto
A=(a)nna; elR1<i<me

V =My.(R) = . '
1<j<n

Munidos das opera¢des adicdo de matrizes e

produto de um escalar por uma matriz respec-

tivamente definidos por:

+:Mp . n(IR) X Mgy o(IR) = M, o(IR)

(AB)—>A+B

e IR XMy, n(IR) > M, «n(IR)

(A,B) > A.B

Sendo A= (aij)mxnl B = (bij)mxn € men(IR) €

A€ IR temos que:

i) A+ B =C=(C)nxn Onde ¢; = a;+ b; para
todol1<i<mel<j<ncom mneN",

i) A.B = C = (Cj)m«n Onde c;= Ab; para todo
1<i<mel<j<ncom mneN~"

Exemplo 1

Mostre que o conjunto M,,, ,(IR) definido aci-

ma, com as operacfes de adicdo de matrizes

e produto de um escalar por uma matriz, € um

espaco vetorial real.

Solucéo:

Como foi definido acima, para todo par de ma-

trizes A = (aij)mxnv B = (bij)mxn € men(lR) €

A€ IR temos que:

i) A+ B=C=(c)nxn Onde c; = a;+ b; para
todol<j<mel<j<ncomm,neN"

i) A.B = C = (Cy)mn ONde c; = Ab; para todo
1<i<mel<j<ncomm,neN"
Basta mostrar que a terna (M,(IR), +, o)
satifaz as seguintes propriedades, para to-
dOS u= (uij)mxn! V= (Vij)mxnl
W= (Wij)mxne men (IR) e 7\'7 BE lR

D u+(v+w=UuU+Vv)+w

i) u+v=v+u

iii) 36eV tal que u + 6 = u (0 é chamado de
vetor nulo).

iv) para cada u € V existe -u € V tal que
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u+(-uy==6

v) A+Bu=Au+B.u

Vi) A .(u+ V) =Au+ Av

vii) (A.B).u = A(B.u)

vii) 31 IR tal que 1.u =u

) u+r(v+w)=(Uu+v)+w
U+ (v + W) = U+ (o + (W) =
= (U + (Vg + Wl = (U + (v W)
U+ V) + W = (U ) + Whr =
= (U + W = (U5 + V) + W =
onde u; + (v;j + wy) = (U + vy) + W
Vu w; €lR

portanto

Vij!

ij»
u+(v+w) = (u+v) +w VYu, v, we M, (IR)
i) u+rv=v-+u
U+ V= (Udnxn+ Vidmxn= (Uj + Vnxn
V+ U= Vdngnt Udmxn= Vj + Udmxn
onde
u+ v =vy+u Vu, velR
portanto
u+v=v-+u

iy 36V tal que u + 6 = u (6 é chamado de
vetor nulo)

Seja 0 = (0;)m«n € M« n(IR) tal que ;= 0V1
<i<me V1<j<n, esta matriz é denomi-
nada de matriz nula .Sendo assim temos:

U+ 0= Udnxnt ODnxn= U+ 0)nyn
Sendo 6;=0V1<i<me V1<j<n,temos

que u; + 6; = u;. De onde concluimos que
u+0=u YueM,,(IR)

iv) para cada ue M,,, ,(IR) existe —ue M, , (IR),
talque u + (-u) =6

Dada a matriz u = (U, x €V, podemos
definir a matriz -1.u = -ue M, ,(IR) pondo

-u= (_uij)mxn'

Dessa forma, temos:

u-+ (—U) = (uij)mxn + (_uij)mxn =

= (Uj+ (U))mxn =0

Poisu;+ (-u) =0 V1i<i<m e Vi<j<m

v) A+B)u=Au+B.u



A+ B)u= A+ B).Upmn = (A + B)-Umn
Au+ Bu = MUpmxn+ BUDm o =AU +
+ (BUm xn =ty + B
onde
A+ B)uj=Au;+ Pu; Vi<i<meV1i<j<n
portanto A+ B)u=A.u+f.u

Vi) A.(u+Vv)=Au+Av
A (U+V) = (Ui xn + V)mxn) = AUy +Vimxn
A(u+V) = AU+ Vi = (A (U V)i cn
AU+ AV = A(U)nxn + AlVimxn =
= (M) xn AWV o = AU+ AV

onde A(u; + v;) = A+ Av; V1<i<m e
V1i<j<n

portanto A(u + v) = A.u + A.v.
vii) (A.B).u = A(B.u)
(AB)-u = AB)-(Upmyn = (AB)-Umxn =
= (A(B-U)mxn = A(Blp)m 0 =
= A (B.(Umxn) = A.(B.1)
vii)3lelRtalque 1 .u=u
Lu=L1U)nxn = QUp)nxn = (Updnxn = U
Exemplo 2

Mostre que o conjunto de todas as fungdes
F = F(IR, IR) = {f : IR=IR, fungbes reais},
com as operacgoes de adigdo de fungdes e
produto de um escalar por uma funcgéo de-
finidas abaixo, € um espaco vetorial real.

+ FxF— F
f,gg>f+g:IR—>IR
x = (f+9)(x) = f(x) + g(x)
VxelR
e
o IRxF—> F
(Ag) > Ag:IR—=IR
X = (A.g)(X) .=.A.g(X)
Vxe IR
Solucéao:

De fato, vamos mostrar que a terna (F, +, o)
satifaz as seguintes propriedades a seguir
para todos u,vweF e A, BeIR.
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) u+(v+w)=UuU+Vv)+w
i) u+rv=v+u

i) 36 F tal que u + 6 = u (6 é chamado de
vetor nulo)

iv) para cada ueF existe —ue F tal que u+(-u) =6
v) A+ Blu=Au+B.u
vi) A(u+Vv)=Au+Av
vii) (A . B).u=A.(B.u)
vij)dleIRtalque 1. u=u
) u+(v+w)=(Uu+v)+w
Aplicando u + (v +w) em x € IR temos que:
U+ (v+w)x) =u®) + (v+wx)=
= u(X)+(V(x) + w(x)) = (U(x) + v(x)) +w(x) =
= U+ V)(X) +w(x) = ((u+v) +w)x)
sendo
(u =+ (v +w)X) = ((u+v)+w)x) VxelR
temos que é valida a propriedade
u+VvV+w)=@Uu=+v)+w Vu,v,weF
i) u+v=v-+u
Aplicando u + v em x € IR, temos que:
(U+V)(X)= u(x) + v(x) = v(x)+u(x) = (v+u)(x)
Sendo
(u+VvV)(X) = (v+ u)(x) VYxe R, temos
u+v=v+u YuveF
i) 36 F tal que u + 6 = u (0 é chamado de
vetor nulo)
Tome 6 F como sendo a aplicagdo nula , ou
sejaf: IR — IR;6(x) =0 VxelR.Logo, para
toda funcédo u € F tem-se
(u+ 8)(x) = ux) + 6(x) = u(x) + 0 = u(x)
Vxe IR, sendo assim temos que u + 6 = u.
iv) para cada u € F existe —-u € F tal que
u+(-u)=26
u:lR —IR
X —>U(X)

Para cada vamos  definir

-u:lR =>IR
. Destas forma temos que:
X = (=u)(x) = -u(x)

(u+(=u))(x) = u(x) + (W)= uXx)+(-u(x)) = 0
Vxe IR

Logo u + (-u) =0 paracadau e F
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v) A+B)u=Au+B.u
Aplicando (A + B).u em xe IR temos que:
(OHB).W)= (A + B)u() = Au(x) + Bu(x) =
= (A)(x) + (Bu)(x) = (Au + Pu)(x) VxelR
Sendo assim
(A+B)u=2Au+PBu VAPBeIR e VueF

vi) A.(u+ V) =Au+ Av
Aplicando A.(u+v) em x € IR temos que:
(A.(U+V))(X)=A.(UX)+V(X))=A.UuX)+A.v(X)=
= (A.u)X) + (AW)(X) = (A.u + AX)(X) VxeIR
Sendo assim A(u + v) = A.u+ Av VAelR
e VYu,veF

vii) (A.B).u = A(B.u)
Aplicando (A.).u em xe IR temos que:
(AB).u)(x) = (A.B).u(x) = L.(Bu(x)) =
= ALBu)x) = A.Bu)(x) VxelR
Sendo assim (A.).u = A.(B.u) VA, BelRe
YueF

viij)3lelRtalque 1 .u=u

De fato tome u € F, logo teremos que 1. u apli-
cado em x € IR serd (1.u)(x) = 1.u(x) = u(x)

Exemplo 3

O conjunto IR® = {(x, y, 2); x,y,z €IR} é um
espaco vetorial com as opera¢des de adicdo e
multiplicag@o por um escalar assim definida:

Yu, velR® e VAeIR temos que u + velR® e
Aue IR, Sendo u = (uy, Uy, Ug) € V = (Vy, Vs, V3)
conhecidos, temos que:
u+v= (u11 u21 U3) + (Vlv V21 V3) =

= (Uy, Vy, Uy + Vy, Ug + Vy)
e AU = MUy, Uy, Us) = (Auy, Au,, Aus)
Vamos deixar a verificagcdo para o leitor como
exercicio.

1.3 Propriedades dos Espacos Vetoriais

Como conseqiiéncia da definicdo de espacgo
vetorial V, decorrem as seguintes propriedades:

i) O vetor nulo (elemento neutro da adicdo)
em V é unico .

Demonstragao:

Temos que J0eV tal que u + 6 = u. Vamos
mostrar que tal vetor é Unico.
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Suponha que exista um outro vetor neutro,
digamos 6eV tal que u +6 = u VueV.
Dessa forma, temos que:

0+0=0e0+0=0=0=0

ii) Para cada u € V, existe apenas um e Unico
simétrico —u € V, tal que u + (-u)= 6.

Demonstracgao:

Suponha que para este ueV, exista um ou-
tro simétrico, digamos beV tal que u + b =
0. Sendo assim, temos:

-Uu=-u+0=-u+UuU+b)y=(-u+u)+b
=0+b=0b

i) Seu+v=u+w=>v=w Vu,v,weV
Demonstracgao:

Por hipétese, u +v =u +w, como u € V
temos que existe —u € V tal que u + (-u) = 0.
Logo,

U+U+Vv)=-u+Uu+w=
= Fu+u+vE-Fu+u)+w =

=0+v=0+w = v=w

/[C EXERCICIOS PROPOSTOS

Sendo V um espaco vetorial, mostre que
-(-U)=uVYueV

Sendo V um espaco vetorial, mostre que
0.u=06 VYue V.

Sendo V um espaco vetorial, mostre que
AD=0 Vie R

Sendo V um espaco vetorial, mostre que
AU=0=A=0 ou u==0.

Para todo ue V temos (-1)u = -u.

Verifique se o IR®, munido das operagdes adi-
¢do (a,bc) + xyz)=(a+x,b+y c+2)e
mutiplicacdo por um escalar A(x,y,z) = (0,0,0),
V(a,b,c), (x,y,2) € IR® e VA € IR € um espaco
vetorial real.

Verifique se o IR?, munido das operacdes
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adicdo (a,b) + (x,y) = (a — x, b +y) e mutipli-
cagdo por um escalar A(xy) = (Axy), V(a,b),
(x,y) € IR?e VA € IR é um espago vetorial real.

Verifique se o conjunto M, , ,(IR) das matrizes
de ordem 2, munido das operagdes adigdo

c d z t) lcz dt e mutiplicagdo

lar a b) (ra Ab
por um escalar e d e ad)’

a b)(x
V(C d]’(z QEMM (IR) e VA€ IR é um espa-

¢o vetorial real.

Algebra Linear Il - Espago e Subespaco Vetorial

TEMA 02

SUBESPACOS VETORIAIS

2.1 Subespacgo vetorial

Definicdo — Seja V um espaco vetorial, e S um
subconjunto nédo vazio de V. Diremos que S é
um subespaco vetorial de V se forem satisfei-
tas as seguintes condicdes:

i) Vu, veStem-seu + veS.
i) YueS e VAeIR tem-se AUES.
Exemplo 1

SejaV =1R?e S = {(x,2x); x€ IR} CIR? uma reta
que passa pela origem dos espagos. Mostre
gue S € um subespaco vetorial de IR?.

Solucéo:

Vamos verificar as condi¢des (i) e (i) da
definicdo de subespaco vetorial.

i) Vu,veStem-se u+ veS.

i) YueS e VAeIR tem-se AueS.

i) Se u={(a, 2a) e v = (b,2b), temos que:
u+v = (a,2a) + (b,2b) = (a + b, 2a + 2b) =
=(a+b,2(a+ h)eS

i) Se u= (a, 2a) e AeIR, temos que:

AU = Aa, 2a) = (Aa, AM2a)) = (Aa,(A.2)a) =
= (Aa,(2.M)a) = (Aa, 2(Aa))eS

Sendo satisfeitas as condi¢des (i) e (ii), temos
que o conjunto S € um subespaco vetorial do
espaco vetorial IR?.

Esse subespaco vetorial representa geometri-
camente uma reta que passa pela origem .

<

Exemplo 2

Mostre que o conjunto S = {(t, t + 1);
te IR}CIR? ndo € um subespaco de IR?
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Solucéo:

Basta mostrar que uma das condi¢cGes dadas
na definicdo ndo é satisfeita.

Por exemplo:
i) YuyveStem-seu+ veS.

Sendou = (a,a+1)ev=(b,b+ 1), temos
que

u+v=(@a+1)+(b,b+1)=
=(a+b,(@a+h)+2¢S
Logo, S ndo é um subespaco vetorial de IR?.

Geometricamente, temos:

S

YA
u+v |

/ 4 \"

/ll
LI//
>

1 X

Exemplo 3

Seja S um subespaco vetorial do espaco veto-
rial V. Sendo 6 é o vetor nulo de V, entdo 6e S.

Solugéo:

Sendo S subespaco vetorial de V, vamos fazer
uso da condicdo (ii) da definicdo de sube-
spaco, que nos diz que Yue S e VA< IR tem-se
AueS.

Fazendo A = 0, teremos 0.u = 0 S.
Observacéo:

O exemplo 2 diz-nos que, se o subconjunto S
nao possui o vetor nulo do espaco vetorial, en-
tdo tal subconjunto ndo pode ser um subes-
paco vetorial.

Exemplo 4
Verifique se o subconjunto

S = {(a®> + 1, b, 0); a, be IR} é um subespaco
vetorial do espaco vetorial V = IR®,

Solugéo:

Uma condic¢&o necessaria para que tal subcon-
junto seja um subespaco é que ele possua 0
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vetor nulo do IR3. Sendo assim, suponha que o
vetor nulo pertenga a S, logo teriamos:

a®?+1=0

(a® +1,b,0)—(0,0,0):>{

O que gera um absurdo, pois a> + 1 # 0 Vag IR.
Donde concluimos que osubconjunto S = {(a*
+ 1,b,0); a,be IR}, ndo pode ser um subespa-
co vetorial do espaco vetorial IR,

Exemplo 5

Seja V = IR* um espaco vetorial, e SCV, dada
por S = {(a,b,c,d)eIR*y a=b +dec=0}

Mostre que tal conjunto, munido das opera-
¢Oes de adicao e produto por um escalar definidas
em V, é subespaco vetorial .

Solucéo:

Observe que podemos reescrever o0 sub-
conjunto S, como sendo

S = {(b + d,b,0,d);b,de IR}

Vamos verificar as condiges (i) e (ii) da defini-
¢do de subespaco vetorial.

i) Yu=(b,+d;b,,0,d,),v=(b,+d,, b, 0,d,)eS
temos que:
u + v = (b,+d;b,,0,d,) + (b,+d,, b,, 0, d,)
u+v=(b,+d,) + (b, + d,), b,+ b,, 0, d,+d,)
u + v = ((b,+b,)+(d,+d,),b,+b,,0, d,+d,)e S

i) Yu=(b+d,b,0,d)eSe VAeIR, temos que:
Au = A(b+d, b, 0, d) = (\(b + d), Ab, A0, Ad) =
= (Ab + Ad, Ab, 0, Ad)e S

Portanto S é um subespaco vetorial de IR*.

Exemplo 6

Seja V = M,,,(IR) o espaco vetorial das matri-
zes quadradas de ordem n, e seja Be M,,(IR)
fixa. Mostre que o subconjunto

S={Ae M,(IR); A.B = 0} das matrizes que ao
multiplicar a esquerda de B é um subespaco
vetorial.

Solucéo:

Vamos verificar as condi¢cdes (i) e (ii) da de-
finicAo de subespaco vetorial, as quais sdo:

i) Vu, veStem-se u + veS.
i) YueS e VAeIR tem-se AueS.

i) VA,A,eStemosqueA;,.B=0¢eA,.B=
0, dessa forma temos:



(A,+A)B=AB+A,B=0+0=0=
A+ A,ES
i) YVAeSe VAeStem-se que AA€S

De fato, VA€ S temos que A.B = 0. Sendo
assim, VA€ S e VAe S tem-se que AA€S, ja
gue (AA).B = A (A.B) = A.0 =0.

Portanto S € um subespaco vetorial de
Myn(IR).

Exemplo 7
Seja V = M,,,(IR) o0 espaco vetorial das
matrizes de ordem 2 e

S—{[z SJ;a,b,CeIR} um subconjunto de

M,,(IR). Mostre que tal subconjunto é um su-
bespaco vetorial.

Solucéao:

Vamos verificar as condi¢des (i) e (ii) da defini-
¢do de subespaco vetorial, as quais sao:

i) Vu, veStem-se u + veS.

i) YueS e VAeIR tem-se AueS.

, u-[2 ¢ (x z
i) Se b o] © V= y 0 elementos

quaisquer de S, podemos concluir que:
ac X z atx c+z

utv= + = €S
o o ol )

ac
i) Seja U_(b Ojes e A€IR, dessa forma

a c ra  AC
termos Au=A = eS
b 0 Ab 0

Portanto S € um subespaco vetorial de
M2y (IR).

/f(j EXERCICIOS PROPOSTOS

Mostre que os subconjuntos do espago vetori-
al IR® sdo subespacos vetoriais.

a) S={xVy.2elR®;x +y =7z}
b) S={(xy.2)eIR®; x-y +z =0}
c) S={(xy.2elR®; x =0}
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Seja V = M, , ,(IR) o espaco vetorial das ma-
trizes quadradas de ordem n, e seja

S = {Ae M,(IR); A" = A} um subconjunto de V.
Mostre que S € um subespaco vetorial de V.

Seja V = M, , (IR) o espaco vetorial das ma-
trizes quadradas de ordem n, e seja

S = {AeM,,(IR); A' = —-A} um subconjunto de
V. Mostre que S é um subespaco vetorial de V.

Seja V = IR® um espaco vetorial munido com
um produto interno, e seja we IR®fixo. Mostre
gue o subconjunto S = {ueIR? uew =0} é um
subespaco vetorial de IR®.

Sejam S,W subespacos vetoriais do espaco
vetorial V e A um valor real fixo. Mostre que:

a) SNW = {u; ue S e ue W}
b) S+W={u=s+w;seSewesW}
c) AS = {As; seS}

sdo subespacos vetoriais do espaco vetorial V.

Sejam V = M,4(IR) e S o conjunto solugdo do
sistema linear homogéneo a trés variaveis defi-
nido abaixo. Dessa forma, mostre que S é um
subespaco vetorial de M,4(IR).

Sejam V = {f:IR —IR;f(x) =a, +Zakxk} 0 es-
k=1

paco vetorial das fun¢Bes polinomiais de grau
<n,comaelR Vi=12,..ne Sumsubcon-
junto das funcdes pares de V definido por S =
{fe V; f(x) = f(-x) VxeIR}. Mostre que S é um
subespaco vetorial .

Sejam V = {f:IR —IR;f(x) =a, +Zakxk} 0 es-
k=1

paco vetorial das fun¢Bes polinomiais de grau
<n,comaelR Vi=1,2,..ne Sum subcon-
junto das fun¢des impares de V definido por

S = {feV; f(-x) = —f(x) Vxe IR} . Mostre que S
€ um subespaco vetorial .

2.3 Intersecdo e soma de subespacos vetoriais

2.3.1 Teorema da intersecdo de subespacos

Seja S a interse¢do dos n subespacos vetoriais



S1,S,,Ss,....S, do espaco vetorial V, ou seja,

n
S:ﬂSk. Sendo assim, temos que S € um
k=1

subespaco vetorial de V.
Demonstracéo:
i) Se u,vsdo elementos quaisquer de S, entdo

u,ve S, Vk=1,2,3,...,n. Logo teriamos que
u + v eS, Vk, emplicando que

utve()S,=S.
k=1

Satisfaz-se, assim, a primeira condi¢ao.

i)y Para qualquer A< IR: se u é elemento quais-
guer de S, entdo ueS, Vk = 1,2,3,...n.
Logo terifamos que Aue S, Vk, emplicando

que Aue(1S,=S.
k=1

Satisfaz-se, assim, a segunda condi¢ao.

n
Sendo assim, temos que S:ﬂSk € um
k=1

subespaco vetorial do espaco vetorial V.

Exemplo 8

V=IR*e S, S, ¢ a reta de intersecdo dos
planos S, e S,, onde S, e S, sdo subespaco
vetoriais do IR3.

zA

S,NS,

Exemplo 9

Seja o espagco vetorial IR*e os subespagos S,
= {(x.y,z,0); x,y,zeIR} e

S, = {(0,b,c,d); b,c,d € IR}. Determine a inter-
secdo de S; com S,.

Solucéo:

Seja (X,X,,%X3,X,)€ S; N S, qualquer. Dessa forma,
teriamos:

(X, X2, X3,X,)E S; € (X,X5,X35,X,4)E S,
=x,=0ex,=0

De onde concluimos que interse¢éo de S, com
S,, é dada por

S: N S, ={(0,X,,X3,0); X,,%;€ IR}.

’) | , EXERCICIOS PROPOSTOS

Sejam S ={(a,b,c,d);a+b=0ec-d=0}e
W = {(a,b,c,d); a- b -c + d = 0} subespacos
vetoriais do espaco vetorial IR*; determine
SNW.

Sendo S={[: Zj tais que ad=0ebc=0} e

ab
W= {c dj taisquea=ceb= d} subespa-

¢os vetoriais do espaco vetorial das matrizes
M,,,(IR), determine SNW.

2.5 Teorema da soma de subespacos

A soma dos n subespacos vetoriais S,, S,,
S,,...,Sn do espaco vetorial V € um subespaco
vetorial do espaco vetorial V. Seja,

S= ZSk = {v eV,v= zsk} onde s,eS,. Te-
k=1 k=1

mos que S é um subespaco vetorial de V.

Demonstracgao:
Seja S=)§, = {V eVv= Zsk} onde s Sy
k=1 k=1

para cada k = 1,2,3,...,n.

Se u e v sdo elementos quaisquer de S, onde

n

u:zn:uk vV=>v,

k=t uES e k=1 Vi E Sy
Vk = 1,2,...n. Dessa forma, temos:
n

u+v :(Zn:uk)+(zn:vk )= (U +v,) €S

k=1

Se Yu,,V,.€S,, temos que u, + V,€S,, pois, por
hipétese, S, é subespaco vetorial Vk = 1,2,...n.
Satisfaz-se, assim, a condi¢do (i) da defini¢cdo
de subespaco vetorial.



n
u=>u
Para qualquer A€ IR e paratodo ~ "% com

ue S, vk =1,2,3,...,n, temos:

=1 u,)=
k=1

k=1

(Au)eS.

Satisfaz-se, assim, a condicao (ii) da defini¢cdo
de subespaco veetorial.

Exemplo 10

Sejam w; e w, dois subespacos do espaco ve-
torial IR, sendo W, e W, duas retas concor-
rentes. Esboge, geometricamente, a soma de
W, com W,.

Solucéao:

Sabemos, da geometria espacial, que duas re-
tas concorrentes determinam um Unico plano,
e esde plano pode ser determinado fazendo
uso da Algebra Linear da seguinte forma:

Os vetores diretores das retas sdo linearmente
independentes, pois as retas sao, por hipéte-
se, concorrentes. Dessa forma, podemos de-
terminar o vetor normal a esse plano fazendo
uso do produto vetorial entre os vetores dire-
tores da retas, determinando, assim, a equa-
¢do normal do plano que passa pela origem.

Sendo assim, temos que a soma dos dois su-
bespacos é um plano que passa pela origem e
que contém as retas.

Geometricamente, temos:
Z

<v

X
Exemplo 11
Sejam S, e S, subespacos vetoriais do espacgo

vetorial das matrizis reais de dimensao 2, defi-
nidas por:
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a b
S, = :a,b,celR
(8 Dancan
S, = {[X OJ; X,Y,Z € IR}.
y z

Mostre que S; + S, = M,,,(IR)

Solucao:

Temos que S; + S, ={u +v | ueS, eveS,}.
Logo

b 0
S1+Sz{u+v[a j+[x ];uesﬂeVGSZ}
0 c y z

+
S1+82{(a X Ci’ j; a+x,b,y,c+26lR}
y z

k b
S1 +Sz = {[y st k,b,y,W € lR} = M2><2(|R)

/f(j EXERCICIOS PROPOSTOS

Sejam S = {(a,b,c,d);a+b=0ec-d=0}e
W= {@b,cd);a-b-c+d=0}
subesapacos vetoriais do espaco vetorial IR%;
determine S + W.

b
Sendo S{(i dj tais que adOech}

b
e W= {(2 d} taisquea=ceb= d} subes-

pacos vetoriais do espaco vetorial das matrizes
M,,»(IR), determine S + W.

Sejam F(IR,IR) = {f:IR —>IR;f(x) =a, +Zakxk} 0
k=1

espaco vetorial das fungdes polinomiais de grau
< n, munido das operacdes usuais de adicédo e
produto por um escalar, S e W definidos abaixo
s80 subespacos vetoriais de F(IR, IR).

S = {feV; f(x) = f(-x) VxeIR}

W = {feV; f(-x) = —f(x) VxeIR}

Mostre que F(IR,IR) = S + W, ou seja, toda
funcdo f de F(IR, IR) pode ser escrita como a

soma de uma funcdo geS com uma funcgéo
heW, isto é, f=g + h.
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2.7 Soma direta de dois ou mais subespacos

vetoriais.
2.7.1 Definicdo de soma direta.

Sejam U,W subespacoes de um espaco vetori-
al V. Diremos que o espaco vetorial V é a soma
direta dos subespaco U,W, a qual sera repre-
sentada por, V= U @ W se as seguintes con-
dicoes forem satisfeitas:

i) Un W = {6}, onde 6 é o vetor nulo de V.

i) V=U+ W, ou seja, para todo veV temos
quev =u + wonde ueU e weW.

Exemplo 12
Se S, = {(x,0); xeIR} e

S, = {(0,y); ye IR} sdo subespacos vetoriais de
IR?, entdo IRZ=S,® S,.

Solugéo:

Diremos que igualdade dada IR* = S,®S, ¢ ver-
dadeira se as seguintes condigcoes forem satis-
feitas:

) S:n'S, ={(0,0)}.

i) IR”*?=S,+ S,, ou seja, para todo ve V, temos
que v=u + wonde UeS, e we S,.

i) Tome s = (a,b)e S, N S, qualquer. Logo
(ab)es,=b=0e(ab)eS,=>a=0.
Sendo assim, Vs(a,b)e S; N S, tem-se que
s = (0,0), logo S; N S, = {(0,0)}.
Satisfaz-se, dessa forma, a condicéo (i).

iy Vv =(xy)elR’temos quev = (X,y) =
= (x,0) + (0,y) = u + w, onde u = (x,0)e S,
ew = (0,y)eS..

Dessa forma, temos que IR = S, + S,, sa-
tisfazendo, assim, a condigao (ii).

Sendo satisfeias as condi¢des (i) e (ii),
temos que IR =S, ® S,.

Geometricamente, temos que:

S
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Exemplo 13 (Teorema)

Se V é a soma direta dos subespacos vetoriais
V, e V,, mostre que todo elemento de V se
escreve de modo Unico como a soma de um
elemento de V,; com um elemento de V..
Solucéao:

Temos, por hipétese, que V=V,®V,;

logo, para todo veV existem v,eV; e v,eV,, tais
que v = v,+v,.

Suponha, entdo, que pudessem existir a e b
vetores tais que v = a + b, com aeV, e beV,.
Dessa forma, teriamos v, + v, = a + b, impli-
candoquev,-a=Vv,-b.
SendoV,nV,={(0)} ev,—-a=b-v, temos
quev,-a=6 eb-v, =86, implicando v, = a
e b =v, poisv, —aV,n V, = {(0)} e
b-v,eV,nV,={0)}

/j ( , EXERCICIOS PROPOSTOS

Sejam F(R,IR) = {f:IR —IR;f(x) =a, +2akxk}
k=1

0 espaco vetorial das fungdes polinomiais de
grau < n, munido das operac¢des usuais de
adicdo e produto por um escalar, S e W
definidos abaixo sdo subespacos vetoriais de
F(R, IR).

S = {feV; f(x) = f(-x) VxelR}
W = {feV; f(-x) = —f(x) VxeIR}
Mostre que F(IR, IR) =S @ W.

Sejam S, e S, subespacos vetoriais do espaco
vetorial das matrizis reais de dimensdo 2,

b
definidas por S, = {[‘3 CJ;a,b,c c IR} e

Sz—{x Oj;X,y,Z€|R}_
y z

Mostre que M,,(IR) =S, ® S,.

Sejam S = {(a,b,cd); a + b = 0} e
W = {(a,b,c,d)}; c - 2d = 0} subespacos veto-
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riais do espaco vetorial IR*. Verifique se S ®
W= R*

Sendo

b
S—{(a ]taisquea—c—Oeb—c—O e
c d

a b ,
W—{( jtalsquea—ceb—d}
c d

subespa-¢os vetoriais do espaco vetorial das
matrizes M,,,(IR). Verifique se S ®@ W = M,,,(R).

Sejam S ={(0,y,2); zye R} e S* = {(x,0,0); x¢ R}
dois subconjunto do R*, Mostre que S e S* séo
subespacos vetoriais. Verifique ainda que
Sest =R

Sejam f : V — W uma funcdo entre os espagos
vetoriais reais V e W, tal que f(x + y) = f(x) + f(y)
e f(Bx) = Bf(x) Vx, yeV e VBe R. Sendo f uma
funcéo bijetiva, S; e S, subespacos vetoriais de
Vcom S, @S, =V, verifique se f(S,) @ f(S,) = W.
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TEMA 03

COMBINACAO LINEAR

3.1 Definigdo de combinacao linear

Sejam v,,v,,...,v,, vetores do espaco vetorial V
e A, A,,..., A, escalares reais ou complexos.

Qualquer vetor veV da forma v=>"%,.v, é
k=1

uma combinacéo linear dos vetores Vv,,v,,...,V,.
Exemplo 1: Sendo v, = (1,0,1), v, = (1,1,0),
v; = (0,0,1) vetores do espaco vetorial IR®
Mostre que o vetor v = (2, -1, 1) de IR?, pode
ser escrito como combinacgéo linear dos veto-
res v, v, e v,.

Solucéo:

Para verificar se o vetorv = (2, -1,1) € IR®
pode ser escrito como combinacéo linear dos
vetores v;, Vv, € v; temos que encontrar

3
escalares reais A, A,, A, tais que v = Zkak_
k=1

(2,-1,1) = A,(1,0,1) + A,(1,1,0) + A5(0,0,1)
(2-1,1) = M+ Ay, Ay + 1)

A tA, =2

hp=—1 = A =8k, =-17A;=-2

Ay thg =1

10 1 -
Exemplo 2: Sendo Vv, = 0 1 WV, = 0 0o

Vg =
e vetores do espaco vetorial M,,,(IR).

. 1 3
Verifique se o0 vetor v—(

1 4} eM,, (R),

pode ser escrito como combinacéo linear dos
vetores Vi, V, € Vs.

Solucéo:

i 1 8
Para verificar se o vetor v = 14

j eM,, (IR)

pode ser escrito como combinagéo linear dos
vetores v,,V, € V,, temos que encontrar escalares
reais a, b e c tais que v =av, + bv, + cv,.

[ &)elo el a)ls f)
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e e e
B e

atb+c=1
-b=3
= a=5b=-3ec=-1
c=-1
atc=4

Exemplo 3: Seja

V= { f:IR —>IR;f(x) =a, +Zakxk} 0 espagco ve-
k=1

torial das fun¢des polinomiais de grau < n, com

aeIRYi=1.2,..,n.

Se f, g, h e p s@o fungbes de V definidas por

fx) = 1, gx) = 2 -x, hx) = x + x* e

p(x) = 2x*> + 3x - 6. Verifique se p pode ser

escrito como combinacéo linear dos vetores f,

geh.

Solucgéo:
Para verificar que o vetor p pode ser escrito
como combinacéo linear dos vetores f, g e h,

temos que encontrar escalares a, b e c reais
tais que p = af + bg + ch.

Como p e af + bg + ch possuem mesmo
dominio e mesmo contra-dominio, verificar que

p(x) = af(x) + bg(x) + ch(x) VxeIR
2x2+ 3x -6 =a.l + b(2 - x) + c(x + x?)
2x2 4+ 3x -6 =a + 2b - bx + cx + cx2

—6 + 3x +2x2 = (a+ 2b) + (-b + ¢c)x + cx2
at+2b=-6
b+c=3 = a=-4b=-1ec=2
c=2

3.2 Subespaco Vetorial Gerado

Fixado v,,v,,...,v, vetores do espaco vetorial V.
Seja W o conjunto de todas os vetores de V tais
que esses vetores se escrevem com combi-
nacao linear dos vetores v,,v,,...,V,.

Vamos denotar tal conjunto por W = [v,,V,,...,V,]
ou W = G(A) onde A = {v;,v,...,v,} oOu

W{VeV|VZaka, a, <R Vk1,2,...,n}_
k=1

Mostraremos que tal conjunto € um subespaco
vetorial de V.
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De fato se:

u= Za vV, e v= Zb V., séo elementos de W
k=1 k=1

quaisquer podemos ter

u+v= Zakv +va fZavk+bkvk)
k=1

n
utv=>(a,v, +b.v,)
k=1

n
Zakker v, e W
k=1

e

A= xz ix v,) = (ra

n
k=1 k=

n
Vi = z By Vi
k=1

au=>YBv, onde B, =2ia, Vk=12..n
k=1

Sendou+veWe AueW VYuveWeie R, te-
mos que W é um subespaco espaco vetorial de V.

Exemplo 4: SejaV = R® veVev#0. Desta
forma , temos que [v] = {x = Av]Ae R} é uma
equacdo da reta que passa pela origem.

z V]

Exemplo 5: SejaV=1IR% u,veV e u#ivV
AcIR. Desta forma , temos que [u,v] = {X =
Au + Bv | A, BeIR} é uma equagdo de um
plano que passa pela origem.
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Exemplo 6: Seja V= R* uyvweVe

u#Av + Bw VA, BelR. Desta forma, temos
que [u,v,w] = {X = Au + Bv + @w]|A, B, o< IR}
é o proprio IR3.

Z
A
IR® I
%
7
= — }y
a Y

Exemplo 7: Determine o subespaco gerado
pelos vetores u = (-1,0) e v = (0,2) perten-
cente ao R?,

Solucéo:

Temos que o subespaco gerado pelos vetores
u = (-1,0) e v=(0,2) é dado por:

[uvl =
Sendo temos que:

w = au + bv = a(-1,0) + b(0,2) = (-a,2b), de
onde concluimos que todo vetor de R? pode

ser escrito como combinacgéo linear dos veto-
res u e v. Sendo assim temos que [u,v] = R?

{we R*|w = au + bv, onde a e beIR}.

Exemplo 8: Sejam u = (1,0,1) e v = (0,-1,1)
vetores do espaco vetorial R°.Determine o
subespaco gerado pelos vetores u e v.
Solucéo:

Observe que u# Av V Ae R, e fazendo uso
do exemplo 2 temos que [u,v] = {X =Au + v
| A, Be IR} é a equacgdo de um plano.

Sendo X = (x,y,z)€ [u,v] temos que:

(x,¥,2) = A(1,0,1) + B(0,-1,1)

xy.z) = AOA) + (0-B,B) = (A, - B, A+ B)
x=Ay=-,z=A+B=z=x-y=x-y-z=0

[uv] = {(x.y.2)eIR®|x -y -z = 0}

Exemplo 9: Mostre que o conjunto A = {u,v,w}
gera o R? sendo u = (1,1,0), v = (0,-1,1) e
w = (2,0,-1).

Solugéo:
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Dizer que o R® é gerado pelo conjunto A,
seguinifica que todo vetor z = (x,y,z) de R°®se
escrevem como combinacgéo linear dos vetores
u=(1,1,0),v=(0-1,1) e w=(2,0,-1), isto &,
existem escalares a,b,ce R tais que z = au +
bv + cw.

xy,2) = a(1,1,0) + b(0,-1,1) + ¢(2,0,-1)
(x,y,2) = (a,a,0) + (0,~b,b) + (2¢,0,—c)
xy,z)=(a+2c,a-b,b-c)

a+2c=x (i
a-b=y (i
b-c=z (i)

Tomando a equacdao (i) temos que a + 2c = x
= a = x -2¢(iv).

Substituindo a equacdo (iv) em (ii) temos:

X—-2c-b=y=-b-2c=y-x

{b—c—z 1
=c=

-b-2c=y-x g(x—y—z) ©

1
b=—2z+x-vy).
3( y)

Substituindo o valor de ¢ em (i), temos

1
a=2 (x +2y +22) Destaforma podemos escre-

ver qualquer (x,y,z) de R*® como combinacéo
linear dos vetores u = (1,1,0), v=(0,-1,1) e
w = (2,0,-1).

Observacdo: Sendo V um espaco vetorial e
A = {V;,V5,V3,V,,...,V,} um subconjunto finito de
‘V. Diremos que V é um espaco vetorial finita-
mente gerado se, e somente se, V = G(A), isto
€, 0 espaco vetorial V é gerado pelo subcon-
junto A.

Exemplo 10: Temos que o R® é um espago
vetorial finitamente gerado, pois existe um sub-
conjunto A < R* tal que G(A) = R,

Solucéo:

De fato , para todo (x,y,z)e R tem-se que:
(x,y,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1)}, logo
tomando A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} temos
que G(A) = R?,

Exemplo 11: Temos que o espaco Vvetorial
M,,,(R?® é finitamente gerado, pois existe um
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subconjunto ACM,,,(R®) tal que M,,(R® =
G(A)

De fato , para toda matriz AeM,,,(R® com

A= (X y} tem-se:
z t

Xy 10 0 1 00 00
=X +y +z +1

z t 00 00 10 0 1

logo tomando
1 0)(0O 1)(0 0)(O O

A= , , , teremos
0 0){0 O0)\1 0)l0 1

que szz(Rg) = G(A).

/IC EXERCICIOS PROPOSTOS

Sejam V= M,,; (R) e

A= 1 0 -1)(1 0 -1)(1 O -1
0 2 0)l0 2 0)0 -2 0
Determine G(A).

Seja V = R®um espaco vetorial. Verifique se o
vetor (3,-4,1)e[(1,-2,0),(0,1,1),(-1,3,0),(0,0,1)].

Verifique se o conjunto A = {u,v,w} gera o
R® sendo u = (1,-2,0), v = (0,-1,1).

Mostre que o R® é um espaco vetorial finita-
mente gerado.

Seja W um subconjunto de R? definido por
w = {(1,0,0),(0,0,-1),(1,0,1),(0,-2,0),(1,-1,2)}.

a) Verifigue se um dos vetores, digamos
(1,-1,2)é a combinagéo linear dos demais
vetores.

b) Verifique se o subconjunto W gera o R?,

c) Encontre um subconjunto A em W, tal que
R®= G(A).
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TEMA 04

INDEPENDENCIA E DEPENDENCIA LINEAR
DE VETORES.

4.1 Definicéo

Seja V é um espaco vetorial € A = {v,,V,,V3,Vy,....Vp }
um subconjunto de V. Diremos que o conjunto
A é Linearmente Independente (L.I) se a equa-

n
céo Zakvkze admite apenas a soloucéo tri-
k=1

vial, ou seja, a, = 0 Vk = 1,2,3,....n. Caso
exista algum a, # 0 na solugao da equacéo

Zakvkze, diremos que tal conjunto € linear-
k=1

mente dependente (L.D).
Exemplo 1: Mostre que o conjunto A {(1,1,0),
(0,1,1)} c IR® é linearmente independente.
Solucéo:
Basta mostrar que a equacdao a(1,1,0) +
b(0,1,1) = (0,0,0) com a,be IR adimite solucéo
trivial, ou seja,a =b = 0.
a(1,1,0) + b(0,1,1) = (0,0,0) = (a,a + b, b) =
(0,00)=a=b=0
Exemplo 2: Verifique se o subconjunto A c IR®
dado por A = {(1,0,1),(0,0,1),(0,-1,00y € L.l, e
se 0 mesmo gera o IR®,
Solucao:
Vamos verificar em primeiro lugar se A é L.1.
Sabemos que um subconjunto A < IR® é L.I
se, e somente se, a equacdo a(1,0,1) +
b(0,0,1) + ¢(0,-1,0) = (0,0,0) admite apenas a
solucgdo trivial, ou sejaa=b =c = 0.
Sendo (a,0,a) + (0,0,b) + (0,-¢,0) = (0,0,0)
temos:
(a,—c, a + b) = (0,0,0)

a=0
=4-€c=0 = a=b=c=0

a+tb=0

onde concluimos que A é L.l

Vamos agora verificar se tal conjunto gera o
IR%. Isto &, todo vetor (x,y,z)€ IR® se escreve co-
mo combinacdo linear dos vetores (1,0,1),
(0,0,1) e (0,-1,0).
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Faca
(x,y,z) = a(1,0,1) + b(0,0,1) + c(0,-1,0)
x,v,2) = (a,0,a) + (0,0,b) + (0,—c,0)
x,y,z2) = (a,-c,a + b)

a=x

—-c=y = a=x,c=-y,b=z-x

atb=z

Sendo assim concluimos que o conjunto A
gera IR®

Exemplo 3: Sejam M,, ,(IR) o espacgo vetorial
das matrizes reais de ordem 2 e

523 2 e 3

conjunto de M, , ,(IR). Verifique se A é L.l
Verifique ainda se A gera M,,,(IR) = G(A).

o

Solucéo:

Sabemos que o conjunto A é L.l se, se
somente se, a equacao abaixo admite apenas
a solucdo trivial, ousejaa=b=c=d =0.

o3 2elo rels o S o)

Sendo assim, temos:

a o0 b 0 c ¢ 00 00
+ + + =

a -a 0 -b 0 -c 0 d 00

atb+c c (0 0
a -a-c-d 00

a+b+c=0
c=0
= a=b=c=d=0
a=0
-a-c-d=0

Vamos verificar se M, ,(IR) = G(A).

X
Tome [z }tlje M,.,(IR) qualquer, logo:

A A A
4 AL A I
G L)

N

TN
N X
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a+b+c=x

a
c=y b=x-y-z
c
d

Il
< X N

a=z

—a—c-d=t =—y-z-t

Onde concluimos que o conjunto A gera
M,,»(IR), isto é M,,,(IR) = G(A).
Exemplo 4: Se

S(IR,IR)—{f:IR%IR,f(x)—aO+iakx"} é o
k=1

espaco das fungdes polinomiais reais de grau
<3 e A = {f,f,,f;,f,} um subconjunto de §
(IR,IR), onde cada f, com i = 1,2,3,4 é definida
por f(x) =1, L,(x) = x + 1, f,(x) =2-x*e
f,(x) = 1 + x + x3. Verifique se A é L.l ou L.D.
Verifique ainda se 3 (IR,IR) = G(A).

Solugéo:

Seja fe S (IR,IR) a funcéo polinomial nula, ou
seja f~(x) = 0 VxeIR. Sendo assim temos que
mostrar que af, + bf, + cf, + df, = f=a=hb
=c=d=0.

De fato, tome:
(af, + bf, + cf, + df,)(x) = f (X)
(@f)(x) + (bf)(x) + (ch)(x) + (df)(x) = F(x) =0
af,(x) + bfy(X) + cfy(x) + df,0) = F(X) =0
al+bXx+1)+c-x)+dl+x+x)=0
a+bx+b+2c-cx*+d+dx+dx*=0
@+b+2c+d)+b+d)x-cx*+dx®*=0

atb+2c+d=0

b+d=0

-c=0

d=0

—a=b=c=d=0

Onde concluimos que A é L..Vamos agora
verificar se ¥ (IR,IR) = G(A), isto € , se o con-
junto A gera o espaco vetorial § (IR,IR).

Sendo assim, tome a equacéo af, + bf, + cf,
+ df, =f V fe § (IR,IR) e mostre que existem
a,b,c,de IR tais que satisfazem a igualdade,
onde f é dada por f(x) = a; + b;x + ¢, x2 + d;x3.
(af, + bf, + cf, + df,)(x) = f (X)

(af))(x) + (bfy)(x) + (cf3)(x) + (df,)(x) = f(x)
afy(x) + bfy(x) + cfy(x) + df,(x) = f(x)

a.l+bx+1)+c-x)+dl+x+x3=
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a, + b, x +c;x2 + d;x3

at+bx+b+2c-cx*+d+dx+x+x3)=
a, + bx +c,x2+ d;x@

(@+b+2c+d) + (b+dx-cx2+dxd=

atb+2c+d=a, [a=a,—-b,+2c,

b+d=b, b=b,—d,
=

-c=c, c=-c,

d=d, d=d,

Onde concluimos que § (IR,IR) = G(A)
Exemplo 5: Sejam M,,,(IR) o espaco vetorial

das matrizes reais de ordem 2 e A = {X,X} um

1 1
subconjunto de A onde X—(O 3). Mostre

que AéL.l
Solucgéo:

De fato, basta mostra que aX + bX' =0 =
a=b =0, sedo 6 a matriz nula de ordem 2.

1 10 00
+b =
31 3)=(o o)
a a +b 0) (0O

0 3a b 3b 00

a+tb a :00

b 3a+3b 00

a+b=0

a=0

b=0
3a+3b=0

aX +bX! —a[1
0

=a=b=0

Sendo assim temos que o conjunto A é L.I.

/j ( , EXERCICIOS PROPOSTOS

Seja W um subconjunto de IR® definido por
W = {(1,0,0),(0,0,-1),(1,1,0),(0,-2,0)}.

a) Verifique se o subconjunto W é L.I ou L.D.
b) Verifique se o subconjunto W gera o IR®.

c) Caso o subconjunto W seja L.D, encontre
um subconjunto S de W tal que S seja L.I.

d) Mostre ainda que o subconjunto S de W
gera o IR,
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2. Se F(R/IR)= {f IR — IR, f(x) = a, +Zslakxk}é )
k=1

espaco das fungBes polindmiais reais de grau
<3 e A = {f f,ff,} um subconjunto de §
(IR,IR), onde cada f, com i = 1,2,3,4é definida
por f,(x) = -2, f,(xX) = x + 2, f3(xX) =1 + x + x2
e f,(x) = 2 + x — x3. Verifique se A é L.l ou L.D.

Sejam M,, ,(IR) o espaco vetorial das matrizes
reais de ordem 2 e A = {X,-X.Y,Y'} um subcon-

2 (3

Mostre que o conjunto A = {(-1,1,2,0),
(0,0,-2,1), (0,1,0,0),(0,0,1,0)} é L.l e gera o IR*.

1
junto de A onde X—(O

Verifique se A é L.I.

4.3 Teorema

Dado um espaco vetorial V e um subconjunto
finito A de V, diremos que tal conjunto ou é L.I
ou é L.D.

Uma forma elegaante de se verificar se tal con-
junto A é L.l ou L.D, pode ser verificado fazen-
do uso do teorema o qual vamos enunciar
abaixo.

Teorema: Seja V um espaco vetorial e A um
subconjunto de V dada por A = {v;,V,,Vs,...,V, }.
Diremos que A é L.D se, e somente se, um des-
ses vetores é a combinacgdo linear dos demais
vetores.

Demonstragao:

Sendo A linearrmente dependente, temos que
n

um dos coificientes da equagéo Zakvk:e é
k=1

diferente de zero. Suponha entdo que a; seja tal

coeficiente, desta forma teremos que
-1 n
(-a,v,) emplicando que

a na
V=2 (v, )+ D (-=v,). Onde concluimos

x

i

Q
i

I

Q

qgue v; € uma combinagdo dos vetores v,
Vo, VooV 1y Vg 150V

Por outro lado , se tivermos {Vv;,V,,Vs,...,V;_ 1,V
1--Vy} tal que para algum j,
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j—1 n
V=D Yt DAY,

k= 1 temos que

j— n

MV H Y DAY, =6

k=1 r=i-1 comA, =-1#0c¢e,

portanto, {Vy,Vy,Va,...,V;_ 1,V ,Vj 4 1,...,V } € L.D.
Uma proposicdo equivalente ao teorema é a
seguinte:

Um conjunto de vetores A é L.| se, e somente se
nenhum deles for a combinag&o linear dos outros.

u

Exemplo 6: Se dois vetores u e v sdo colinear-
es, entdo eles sdo L.D, isto é existe um escalar
Ae R tal que u = Av.

Exemplo 7: Dois vetores u e v coplanares e
nao colineares sao sempre L.I, pois ndo existe
um Ae R tal que u = Awv.

o

Exemplo 8: Trés vetores u, v e w coplanares e
ndo colineares sdo sempre L.D, pois ndo
existe escalares A, Be R tal que w = Au + Bv.

Exemplo 9: Sejam M, , ,(IR) o espacgo vetorial
das matrizes reais de ordem 2 e

A= 1 2, 8 6 um subconjunto
-4 -3)\-12 -9

de M,,,(IR). Verifique se A é L.l ou L.D.
Solucgao:

Afirmo que o conjunto é L.D..Pois ao observar
0 conjunto A que tem apenas dois elementos,
temos que um deles é o multiplo escalar do
outro. Ou seja , existe um ndmero real, neste
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- 1 2) 1(3 6
caso 3 Al 4 3) 3(12 -9

4.4 Propriedades de Dependéncia e da

Independéncia linear
Seja V um espaco vetorial real ( ou complexo)

1) Seja A = {u} um subconjunto de V, com u
#0entdo Aé L.l

Sendo u # 0, temos que a combinacéo lin-
ear au = 6 emplica que a = 0. Logo o con-
junto A é L.I

2. Todo conjunto A c V nao vazio no qual 6 A
éL.D.

Sendo A = {vy,V,,V3,....V; 1,0 Vi 4 g,V ) tal
conjunto, temos que a equacédo
a\VvitaVv,+..+a v +a0+a, v+ t+ay, =0

€ verdadeira para todo
a#0ea,=a=..=a_;=4a,;=3,=0.
Onde concluimos que o conjunto A é L.D.

3. Seja B ¢ V um subconjunto ndo vazio,se B
contém um subconjunto L.D entdo B é L.D.

Seja B = {V;,Vo,Va,..0V _ 1 V3 V) 4 10V}t
subconjunto de V e A = {v;,V,,V,...,V;_1} um
subconjunto de B L.D.

Sendo A = {v;,V,,Vs,...,v;_;} L.D temos que a
equacao a,v; + aV, +..+ v+ ...+ 3V
. = O se verifica para algum a, # 0 com
k=1.2,..,j-1. E para esse mesmo a, # 0
teremos a,v; + aVv +..+ a_,v,_; + 0a;0v,,
.+ 0v,= 0 onde concluimos que B é L.D.

4. Se um conjunto A C V é L.I, entdo qualquer
qualquer parte prépria de A ndo vazia é
também L.I.

Fica como exercicio para o leitor

/} ( , EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Seja W um subconjunto de R?3 dafinido por

w = {(1,0,0),(0,0,-1),(1,0,1),(0,-2,0),(1,-1,2)}.
a) Verifique se o subconjunto W é L.l ou L.D.

b) Verifique se o subconjunto W gera o R3.
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c) Caso o subconjunto W seja L.D, encontre
um subconjunto S de S tal que S seja L.I.

d) Mostre ainda que o subconjunto S de W
gera o R3.

Mostre que o conjunto A = {uvw} c RS,
sendou = (1,1,0), v=(0,-1,1) ew = (2,0,-1) é
L.l

Mostrar que se u,ve wsao L.l,entdou + v, u
+ wev-wsdo também L.I.

Determine o valor de k para que o0 conjunto
1 0\(1 2\(4 1 .

A= , , seja L.D.
1 0){0 -1)12k O

Determine o valor de k para que o conjunto
A ={(1,-2,k),(0,3k,~2),(3,4,-2)} seja L.I.

Seja M,4(R) o espago vetorial das matrizes
2 x 3, verificar de {u,v,w} é L.l ou L.D, sendo

-1 2 1 0 2 1
u= , V= e
0 1 1 2 11

-1 0 1
W:
0 2 1

Considere dois vetores u e v do plano. Mostre
que:

a)Se ad-bc=0entdouevsao L.D.

b) Sead -bc#0entdouevsao L.l
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TEMA 05

BASE E DIMENSAO DE UM ESPACO
VETORIAL

5.1 Definicao

Sejam V um espaco vetorial real (ou complexo)
e B = {vi.,Vs....,v,} um subconjunto de V nio
vazio. Diremos que € uma base de V se:

i) PeéL.l
i) BgeraV

Exemplo 1: Sejam M,,(R) 0 espaco vetorial
das matrizes reais de ordem 2 e

LT T e

conjunto de M,,,(R). Mostre que o conjunto A
é uma base para M,,,(R).

Solucao:

Fazendo uso da resolucdo do exemplo 3 (4.1
Exemplos), afirmo que tal conjunto € uma
base para o espaco vetorial M,,(R).

Exemplo 2: Se
3

F(R,IR) = {f ‘IR —>IRf(x)=a, + Zakxk} é o
k=1

espaco das fungdes polinomiais reais de grau
< 3 e A= {ff,f;,f,} um subconjunto de
§ (IR,IR), onde cada f, com i = 1,2,3,4 é defini-
daporfi(x) =1, f,(xX) = x + 1, f(x) = 2 - x°e
f,(x) = 1 + x + x3. Mostre que o conjunto A é
uma base para J (IR,IR).

Solucao:

Fazendo uso da resolugdo do exemplo 4 (4.1
Exemplos), afirmo que tal conjunto é uma base
para o espago vetorial § (IR,IR).

Exemplo 3: Mostre que o0 conjunto
A = {(1,0,1),(0,0,1),(0,-1,0)} € uma base para
o R®,

Solucéo:

Vamos verificar em primeiro lugar que A é L.1.

Sabemos que o subconjunto ACIR® é L.I se, e
somente se, a equacao a(1,0,1) + b(0,0,1) +
¢(0,-1,0) = (0,0,0) admite apenas a solugdo
trivial, ou sefaa =b =c = 0.

Desta forma temos: (a,0,a) + (0,0,b) + (0,—c,0)
= (0,0,0) temos:
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(a, -c, a + b) = (0,0,0)
a=0

=4-€c=0 =—=a=b=c=0
a+b=0

onde concluimos que A E L.1.

Vamos mostrar que o conjunto A GERA O IR®,
Isto é , todo vetor (x,y,z)e IR® se escreve como
combinacao linear dos vetores (1,0,1), (0,0,1),
(0,-1,0).
Faca
(x,y,z2) = a(1,0,1) + b(0,0,1) + c(0,-1,0)
(x,y,2) = (a,0,a) + (0,0,b) + (0,—c,0)
x,y,z) = (a,—c, a + b)

a=x

-C=y =a=Xx,c=-y,b=z-x

atb=z

Sendo assim concluimos que o conjunto A
gera IR%. Onde concluimos que A é uma base
de R3,

Observasodes:

1. Quando um espaco vetorial V admite uma
base finita, dizemos que V é um espaco
vetorial de dimenséo finita.

2. Seja B = {v.,v,,...,v,} uma base para o es-
paco vetorial V. Pela observacao (1) temos
que V é um espaco vetorial de dimencédo
finita, e neste caso diremos que dimV = n,
no qual é a quantidade de vetores existente
na base neste espago.

/} | , EXERCICIOS PROPOSTOS

Verifique quais dos seguintes conjuntos de
vetores formam base do R?:

a) {(111)!(01_1)}
b) {(1.-2),(3-1)}

o) {(—4,1),(2,—;)}

Mostre que o conjunto

= {a SHESIG UG ) e

base do espaco vetorial M,,(R).



Algebra Linear Il - Combinagéo Linear, Vetores LI e LD. Base de um Espago Vetorial

3. Se J (IR,IR) é o espaco das fungdes polinomi-

ais reais de grau < 3 e A = {f,,f, f;,f,} um sub-
conjunto de 3 (IR,IR), onde cada f, com i =
1,2,3,4 é definida por f,(x) = -1, f,(x) = 2 - x,
f,(x) =1 + x + x% e f,(xX) = x — x%. Mostre que o
conjunto A é uma base para ¥ (IR,IR).

Seja A ={(1,0,1),(0,1,1),(0,0,-1),(2,-1,2),(1,-3,1)}
um subconjunto do R® Determine uma base
para o R® com os elementos do conjunto A.

Complete o conjunto

A 1 1)(0 1)(0 O
o 11 oll1 1 de modo que o

conjunto A, venha a ser uma base para o
espaco vetorial M,,(R).

5.3 Teoremas

5.3.1 Teorema: Sejam v,,v,,...,V,, vetores nao nu-
los que geram um espaco vetorial V. Entdo, entre
esses vetores podemos extrair uma base de V.

Demonstracgao:

Se v,,V,,...,V, sdo linearmente independentes,
entdo eles cumprem as condi¢bes para um
base, logo o teorema estaria demonstrado.
Agora se V;,V,,...,V, sdo linearmente depen-
dentes, entdo existe uma combinacdo linear
deles, com algum coeficientes ndo zero, dando

n
o vetor nulo > 4,v, =6.
k=1

Seja, por exemplo A, # 0. Entdo podemos

n-1
escrever v, = > AV, ou seja v, é a combi-
k=1

nacao linear dos vetores v,,v,,...,V,,; €, portanto
geram V, ou seja G({v;,Vy...,V,1}) = V. Se
V3, V,,...,V,, S@0 linearmente independentes,
entdo eles cumprem as condi¢Bes para um
base, logo o teorema estaria demonstrado.
Agora se V,,V,,...,V,; Sao linearmente depen-
dentes, entdo existe uma combinacdo linear
deles, com algum coeficientes ndo zero, dando
n-1

o vetor nulo > %,v, =6,
k=1

Seja, por exemplo A, ,#0. Entdo podemos
n-2

escrever v, , = » v, OU seja V,, é a combi-
k=1

nacao linear dos vetores v,,v,,...,V,, €, portan-
to geram V, ou seja G{(v,,v,,....V, )} = V. Se
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V1,V,,...,V,, S80 linearmente independentes,
entdo eles cumprem as condi¢cdes para um
base, logo o teorema estaria demonstrado.
Agora se V,,V,,...,.V,, Sao linearmente depen-
dentes, entdo existe uma combinacdo linear

deles, com algum coeficientes ndo zero, dando
n-2
o vetor nulo D %V, =0.
k=1
Seguindo desta forma, apés uma quantidade
finitas de estagios, chegaremos a um subcon-
junto de {v;,v,,...,v,}, formado por r(r < n)
vetores L.l vy,Vp,...,V; que ainda geram V, ou
seja, formaremos uma base.

5.3.2 Teorema: Seja um espaco vetorial V ger-
ado por um conjunto finito de vetores
V1,Vs,...,V,. ENtd0, qualquer conjunto com mais
de n vetores é necessariamente L.D (e, portan-
to, qualquer conjunto L.1).

Demonstragao:

Como G{(vy,Ys,...,V,)} =V, pelo toreoma anteri-

or, podemos extrair uma base para V de

Vi,Vy,...,V,. Seja {vy,v,,...,v,} com r < n, esta

base . Consideremos agora w;,W,,...,W,, m

vetores de V, com m > n. Entdo existem, cons-
r

tais que w;, :Zaika () para cada
k=1

i = 1,2,...,m. Consideremos agora uma combi-

nacdo dos vetores w;,W,,...,.w, dando zero

ixjwj =0-(n.

tantes a;,

Substituindo as relagdes (l) em (ll) e cocoletan-
do os termos, obtemos

m m m
(z A 11Xk, v, + (z A, 12Xk, WVt (Z Ay X, v, =6
e Koot e
Como v4,V,,...,V, sdo L.l, entdo

m
2 BXi,) =0
k=1

m
D A%, =0

ky=1

m
Za(k,)rxk, )V, =0
k1

Temos entdo um sistema linear homogéneo
com r equacdes e m incognitas X;,X,,...,Xy, €,
como r £ n < m, ele admite uma solugao nao
trivial. Portanto w,,w,,...,w,, sdo L.D.
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/j ( , EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Se dimV = n, qualquer conjunto de n vetores
L.l formard uma base de V.

2. Dada uma base B = {v,,V,,...,v,} de V, cada
vetor de V é escrito de modo Unico como com-
binacao linear dos vetores v,,v,,...,V,.

3. Se U e W séo subespacos vetoriais do espago
vetorial V que tem dimisdo dimensdo finita,
entdo dimU < dimV e dimW < dimV. Além disso
dim(U + W) = dimU + dimW - dim(UNnW).

4. Qualquer conjunto de vetores L.I de um
espaco vetorial V de dimenséo finita pode ser
completado de modo a formar uma base de V.

5.5 Coordenadas de vetor

5.5.1 Definicdo

Sejam B = {vy,V,,...,v,} base de V e veV onde

n
V:zaka. Chamamos estes numeros
k=1

a,,a,,...,a, de coeficientes de v em relacdo a
base B3 e denotaremos por

Exemplo 4: Determine os coeficientes do vetor
v = (2-1,3)e R® em relagdo a base f =
{(1,1,0),(0,1,1),(0,0,-2)}.
Solucéo:
Faca
(2,-1,3) = a(1,1,0) + b(0,1,1) + ¢(0,0,-2)
(2,-1,3) = (a,a,0) + (0,b,b) + (0,0,—¢c)
(2,-1,3)=(a,a+ b, b-2c)

a=2

atb=-1=a=2b=-3,c=-3

b-2c=2
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Exemplo 5: Determine os coeficientes do vetor

1 -2
v—( JeM22 (R) em relacdo a base

-1 0
_Jf1 03)(1 0)(1 2)(0 O
p= [o —1}(0 oMo —1}(1 —J '
Solucéo:
Tome

2 2)-aly SJls ofela 2l 2
M A K b bad H P

1 -2) (a+b+c 2c
-1 0 d -a-c-d
+c=1

zc:j —a=2b=0c=-1d=-1
-a-c—-d=0

2

0

ff C EXERCICIOS PROPOSTOS

Determine os coeficientes do vetor
v = (1,-1,2)e R?® em relagdo as bases:

a) a = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
b) B = {(-1,2,0),(1,1,-1),(0,-2,1)}
¢) v = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,-1)}

Determine os coeficientes do vetor he §
(IR,IR), definido por h(x) = 2 + x - x*+ 3xem
relacdo as bases:

a) A = {f,f,f,,fa} onde cada f, com i = 1,2,3,4
é definida por f;(x) = -2, f,(x) = x + 2,
X)) =1+x+x> ef,x) =2+ x-x

b) B = {f,f>,f,,fa} onde cada f, comi=1,2,3,4
¢ definida por f,(x) = 1, f,(x) = x, f(X) = x2
e f,(x) = x5

c) y = {f,,f,f;,fa} onde cada f,com i = 1,2,3,4
é definida por fi(x) = 1, f,(x) = x + 1,
fx)=1+x+x*e ,x) =1+ x+ X%
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Sejam o = {(1,0,-1),(0,2,1),(0,0,-1)} e

B= {(—%,2,—1),(0,1,2),(3,—2,%)} bases do R3.

-1
Determine [v],, sendo [V], =| 2.
-3

Determine os coeficientes do vetor ve M,,,(R)
em relagcdo a base

TR -

1

2

que [v] =| -3 | onde
4
-5

0O 0)Y)(1 1)(1 0Y(O0 O
a‘ = 9 9 b .
0o -1)0 o)1 -1){1 O
SejaT: R®— M,,(R)uma funcéo definida por

a
T(a,b,c) = b
a+b+c

a) Sendo {(-1,0,0),(0,2,0),(0,0,1)} uma base
do R® determine [(3,4,-2)];.

b) Verifique se o = {T(1,0,0),T(0,1,0),T(0,0,1)}
€ uma base de M, (R).

c) Sendo o = {T(1,0,0),7(0,1,0),T(0,0,1)}
uma base de M ,,,(R), determine [T(-1,2,3)].
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TEMA 06

TRANSFORMAGCOES LINEARES

6.1 Introducéo

Vamos estudar um tipo especial de aplicacdo
(funcao), onde o dominio e o contradominio
sd0 espacos vetoriais sobre o0 mesmo corpo
(real ou complexo). Tais aplicagfes satisfazen-
do determinadas condi¢des, sdo determi-
nadas, transformacdes lineares.

Tais fun¢des descrevem um tipo de dependén-
cia entre variaveis. Por exemplo:

Se de um kilograma de soja, sdo extraidos
0,2 litros de de 6leo, de uma producédo de gkg
de soja seriam extraidos 0,2q litros de 6leo. A
aplicacdo matematica que pode descrever tal
problema é o seguinte:

Q(q) = 0,2q

onde Q simboliza a quandidade em litros de
6leo e g simboliza kg a quandidade de
soja.Estes dodos podem ser representado
graficamente por:

Q: R>R
q = Q(q) =0,2q
AQ
Q(q) = 0,2q
qV

Vamos estender
real, ou seja:

a aplicacdo Q para todo q

Vamos analizar neste exemplo simples duas
propriedades importante:

Para calcular a producéo de 6leo fornecida por
(g, + g,)kg de soja, podemos tanto multiplicar
d, + g, pelo fator de rendimento 0,2, como cal-
cular as productes de 6leo de cada uma das
quantidades g, e g, e soméa-los, isto é,

Q(a, + d,) = 0,2(q; + q,) = 0,29, + 0,29, =
Q(gy) + Q(ay)

Se a quantidade de soja for multiplicada por
um fator B (digamos real), a prducdo de éleo
sera multiplicado por este mesmo fator, isto é,

Q(Ba) = 0,2(Ba) = B(0,2q) = BQ(a).
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Essas duas propriedades, aqui apresentadas ser-
vir8o para caracterizar as transformacoes lineares.

6.2 Transformacgdes lineares

6.2.1 Definicdo de Funcgéo

Sejam V e W espacos vetoriais reais(ou com-
plecos) Diremos que T : V — W é uma apli-
cacdo entre os espagos vetoriais V e W, se
para todo vetor veV podemos associar de
modo Unico um vetor we W.
Notacao:
Q: VoW

vV T(v)

% w

| i

A Contra-dominio i
Dominio Conjunto
Imagem

.2.2 Definicdo de Transformacao Linear

Sejam V e W espacos vetoriais reais(ou com-
plecos). Diremos que a aplicagdo T:V —> W é
uma transformacado linear entre os espacos
vetoriais V e W, se as seguintes condicfes
abaixo sdo satisfeitas:

i) Tw+v)=Tu)+Tv) VuveV
i) T(Bu) = PT(u) YueV e VBe R

Exemplo 1: SejaT:V— R é umaaplicagdo do

espaco vetorial V em R, definida por T(v) = 0

Vve V. Verifigue que a plicagdo é linear.

Solugéo:

De fato, basta verificar que T satisfaz as

condicBes (i) e (ii) da definicdo 6.2.2

i) Para todo u,veV temos que T(u) = 0 e
T(v)=0,logoT(u+Vv)=0=0+0=T(u) + T(v).

ii) Para todo ueV temos que T(u) = 0, logo
T(Bu) = 0 = B0 = BT(u) para todo Be R.



UEA - Licenciatura em Matematica

Exemplo 2: Mostre que a aplicacdo T : R* —
R? definida por T(x,y) = (x,~y) é uma transfor-
magcao linear.

Solucdo: Basta verificar, se T satisfaz as
condi¢Bes (i) e (ii) da definicdo 6.2.2.

A y V= (a,b) ALy
b5 1
! T a
Yt — _T
a X ! X
b -+ '
T(v) = (a, -b)

Para todo u = (x,y) e v = (a,b)e R?e para todo
B real, temosqueu+v=(Xx+a y—+b)e
Bu = (Bx,By).

Logo:

) Tu+v)=Tx+ay+b)=(x+a—y+Dhb)
T(u+v) =(x +a,-y-b)=(x,-y) + (@a-h)
T(u+v) =T(x, y) + T(a, b) = T(u) + T(v)
Satisfazendo assim a condicao (i)

i) T(Bu) = T(Bx, By) = (Bx, —(By)) = B(x, - )
T(Bu) = T(Bx, By) = BT(x,y) = BT(u)

Satisfazendo assim a condicao (ii)

Exemplo 3: Mostre que a aplicagdo T: R® — R®
definida por T(x,y,z) = (0,y,z) é uma transfor-
macao linear.

Solucao:

Geometricamente temos:

T(v) = (0,b,c)

Vamos verificar, se T satisfaz as condi¢des (i)
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e (ii) da definicdo 6.2.2.

Sejam u = (x,y,z) e v = (a,b,c) vetores quais-
quer do R*e B um valor real.

i) Tw+v)=T(x+a,y+b,z+c)
Tu+v)=0,y+2z,z+¢cC)
T(u +v) = (0,y,2) + (0,b,c)
T(u + v) = T(u) = T(v)
i) T(Bu) = T(Bx,By.Pz)
T(Bu) = (0,By.p2)
T(Bu) = (BO,By.2)
T(Bu) = B(0.y.2)
T(Bu) = BT(u)
Sendo satisfeitas as condi¢des as condicdes (i)
e (ii) da definicdo 6.2.2. Temos que T é linear.

Exemplo 4: Mostre que a aplicacdo
T: My,(R) - M,,(R) definida por T(A) = -A
€ uma transformacao linear.

Solugéo:
) TA+B)=—(A+B)=-A-A=T(A) + T(B)
i) T(BA) = —(BA) = B(-A) = BT(A)

VAB e M,,(R)eVBe R

Sendo satisfeitas as condi¢des as condicdes (i)
e (ii) da definicdo 6.2.2. Temos que T é linear.

Exemplo 5: Mostre que a aplicagdo T : M,,,(R)
— M,,,(R) definida por T(A) = A' é uma transfor-
macao linear.

Solucéo:
) TA+B)=(A+B)!=A"+B'=T(A) + T(B)
i) T(BA) = (BA)' = BA" = BT(A)

VAB e Mypu(R)eVBe R

Sendo satisfeitas as condi¢cdes as condi¢des
(i) e (ii) da definicao 6.2.2. Temos que T € line-
ar.

Exemplo 6: Mostre que a aplicagdo T: R*—
- X vy,
M.,-(R) definida por T(x,y,z,t) = ¢ € uma
z
transformacao linear.

Solucao:

Sejam u(x,y,z,t) e v = (a,b,c,d) vetores quais-
guer do R*e B um valor real.
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) Tu+v)=Tx+a,y+b,z+c, t+d

X+a y+b
T(U+V)_|:Z+C t+d}

weals 2

T(u + v) = T(u) + T(v)
i) T(Bu) = T(Bx,By,pz,Bt)

bx b
e u){b)z( bﬂ

T(u) —B@ ﬂ

T(Bu) = BT(x.y,z.t)
T(Bu) = BT(u)

Sendo satisfeitas as condi¢cbes as condicdes
(i) e (ii) da definicdo 6.2.2. Temos que T é linear.

Observacdo: Se uma das duas condicdes da
definicdo 6.2.2. ndo for satisfeita diremos que a
aplicacdo T : V — W ndo ¢é a uma transfor-
macéo linear.

Exemplo 7: Verifique se a aplicagdo T: R —
R definida por T(x) = |x] € uma transformacéo
linear.

Solugéo:

i) Vamos verificar se Vx,yeR tem-se
T(x +y =T(x) + T(y). Sendo assim:

Tx+y) = Ix+yl|

T(x) + T(y) = Ixl+1yl

Tx +y) = Ix +ylz[xl+]y] = T() + T(y)
Basta tomar x = 2 e y = -2, logo teremos:
0 =2+ (-2)|%|2]+]-2]4

6.3 Soma de duas ou mais transformacao lineares

Sejam T e S duas transformacgdes lineares de V
em W. Definimos a soma de T e S, como
sendo:

T+ S:V—> Wonde (T + S)(X) = T(X) + S(x)
VxeV
Sendo assim, vamos mostrar que a soma de

transformacdes lineares ainda é uma trnasfor-
macao linear.

Para isto temos que mostrarn que T + S satis-
faz as condicdes (i) e (ii) da defini¢cdo 6.2.2. Ou
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seja, temos que mostrar que ,para todo x,yeV
e para todo PBe R tem-se:

) (T+S)Kx+y)=(T+S)(X) + (T+S)y)
i) (T+ S)(Bx) = B(T + S)(¥)
Demonstragao:
) (T+S)K+y) =Tk +y)+SKx+y)
(T+ S)x +y) =T() + T(y) + S(x) +S(y)
T+ S)(x +y) =T(x) + S(x) + T(y) + S(y)
(T+ ) +y)=(T+ S)(x) + (T + S)(y)
Satisfazendo a condigéo (i) da defini¢éo 6.2.2
i) (T + S)(Bx) = T(Px) + S(Bx)
(T + S)(Bx) = PT(x) + PS(x)
(T + S)(Bx) = B(T(x) + PS(x)
(T + S)(Bx) = P(T() + S(x))
(T + S)(Bx) = B(T + S(x))
Satisfazendo a condigao (ii) da definicéo 6.2.2

Onde concluimos que T + S é uma transfor-
macao linear.

Exemplo 8: Sejam T,S : R* — R? transfor-
macoes lineares definidas por T(x,y) = (X + vV,
X—Y) e S(x,y) = (y — X, X +y). Determine a soma
de T com S.

Solucgéo:

Sabemos que a soma de vtransformagéo lin-
eares é linear e que a soma é dada por:

(T + S)(u) = T(u) + S(u) Vue R?

(T + S)(xy) = T(x,y) + S(x.y)

(T+S)Xy) =X+y X-y)+ (y-X X+Y)

(T +S)(xy) = ((x + y)+(y - x).(x-y) + (x +y))
(T + S)(xy) = (2y,2x)

/j ( , EXERCICIOS PROPOSTOS

Produto de um escalar por uma transformacéo
linear) Sejam T uma transformacao linear de V
em W e e R. Definimos o produto de B por T,
como sendo:

BT :V —> W onde (BT)(x) = BT(x) VxeV

Mostre que a aplicacdo BT : V — W definida
acima é uma transformacéo linear.
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2.

(Composicdo de transformades lineares)
SejamT:V —>We S : W — U transformacdes
lineares.Definimos a composi¢cdo de T com S
como sendo S o T : V —» U dada por
S o T(u) = S(T(u)).

W

u=SWw) = S(T(V)) = (S° TH(V)

Mostre que a aplicagdo S°T:V — Uacimaé
uma transformacéo linear.

Sejam T, S : R® — R?® aplicacdes lineares,
definidas por T(x,y,z) = (x,yx +y + 2z) e
S(x,y,z) = (X,y — z,z). Determine:

aT+S
b) 5T

c)TeS
d)SeoT

6.5 Tipos Especiais de Transformacdes Lineares

6.5.1 Transformacéo linear nula

A transformacéo linear nula entre 0s espagos
vetoriais V e W, é a aplicacao

Q: VoW
umr>T(u)=0.
De fato:
i) Tw+v)=0=0+0=T(u) + T(v)
i) T(Bu) =0 =B.0=pT(u)
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6.5.2 A projecéo ortogonal

A projecéo ortogonal do R*sobre o plano xy,
ou seja,

P : R® —» R?® definida por P(x,y,z) = (x,y.0) é
uma transformacao linear.

Vejamos a figura abaixo

A

x Pv = (x,y,0)

De fato temos que P é uma transformacéaao lin-
ear, pois para todo u = (x,y,z) e v = (a,b,c)e R?
e para todo Be R sdo satisfeitas as condicdes
(i) e (ii) da definicdo 6.2.2 , isto é:

) P(u+v)=P(xyz2) + (ab,))
Plu+v)=PXx+a y+b,z+¢)
Plu+v)=(x+a,y+b,0)=(xy0)+ (ab,0)
P(u + v) = P(u) + P(v)

i) P(Bu) = P(B(x.y,2)) = P(Bx,By.pz)

P(Bu) = (Bx.By.0) = (Bx,By,B0)
P(Bu) = B(x.y,0) = BP(u)

6.6 Propriedades da transformacéo Linear

6.6.1 Propriedade 1

Sendo T : V — W uma transformacéo linear ,
entdo T(0,) = O, ou seja, a transformacao lin-
ear leva o vetor nulo de V no vetor nulo de W.
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Demonstragao:

Faca B = 0 na condicéo (i) da definicdo 6.2.2,
logo teremos que:

T(O,u) = 0.T(u) = T(0,) = 0y
Observacoes:

A propriedade nés diz que se uma determina-
da aplicacdo entre espacos vetoriais nao leva o
vetor nulo no vetor nulo, entdo ela ndo é uma
transformacéo linear.

A reciproca dessa propriedade ndo € ver-
dadeira, isto €, se uma determinada aplicacédo
entre espacgos vetoriais leva o vetor nulo no
vetor nulo ndo emplica que a mesma seja uma
transformacao linear.

Contra-exemplo para a observacao 2.

Seja T : R? — R? uma aplicacéo definida por
T(x,y,z2) = (x3y,z). Observe que T(0,0,0) =
(0%,0,0) = (0,0,0), ou seja , leva o vetor nulo no
vetor nulo.

Porém

T(u+v)=T(xy,2) + (a,b,c) =T(x+a,y + b,
Z+C)

Tu+v)=(x+a?y+b,z+c)
Tu+v)=@x+2xa+a%y+b,z+¢c)
e

T(u) + T(v) = T(x,y,2) + T(a,b,c)

T(u) + T(v) = (x*y,2) + T(a%b,c)

T(u) +T(v) =(x*+a*y+b,z+c)

Onde concluimos que T(u + v) # T(u) + T(v),
logo a aplicacédo ndo é uma transformacéo linear.

6.6.2 Propriedade 2

Sendo T : V — W for uma transformacdo linear,
entdo T(au + bv) = aT(u) + bT(v), Yu,veV e
Va,be R.

Demonstragao:

Sendo T uma transformacdo linear , temos que
as condicOes (i) e (ii) da definicdo 6.2.2 sdo
satisfeitas, isto é:

i) T(u+v)=T() + T(v)
i) T(Bu) = PT(u)
Yu,veV e VBe R e VBe R
sendo assim temos:
T(au + bv) = T(au) + T(bv) = aT(u) + bT(v)
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Um fato muito importante, que decorre dessa
propriedade: Uma transformacdo linear fica
completamente determinada se conhecemos
as imagens dos vetores de uma base do
espaco vetorial dominio.

Assim, se T : V — W é uma transformacgéo lin-
ear, entdo nés s6 precisamos saber como T
atua nos vetores de uma base de V para deter-
minarmos a imagem de qualquer outro vetor
de V. Para ver esse fato tomemos,

B ={v.,V,,...V,}, uma base de V e qualquer outro
vetor ve V. Como 3 é uma base de V, existem
Unicos escalares a,,a,,...,a, tais que:

V= zakvk, entdo T(v) = T(z akuk) = ZakT(uk)
k=1

k=1 k=1

Exemplo 9: Seja T : R? — R? uma transfor-
magcéo linear e B = {(1,1),(0,1)} uma base do
R2, Se T(1,1) = (1,0) e T(0,1) = (0,1), deter-
mine T(X,y).

Solucaao:

Vamos expressar

(xy) =a(1,1) + b(0,1) = (a, a + b)
a=x

{a tb=y

(xy) = x(1,1) + (y - x)(0,1)

T(xy) = T(x(1,1) + (y - x)(0,1))

T(xy) =xT(1,1) + (y -x)T(0,1)

T(xy) =x(1,0) + (y - x)(0,1)

T(x,y) = (x,0) + (0, y - x)

T(xy) = (% y = %)

—a=x,b=y-x

Exemplo 10: Seja T : R® — R? uma transfor-
magéo linear e B = {v,,v,,v;} uma base do R3,
sendo v, = (0,1,0), v, = (1,0,1) e v; = (1,1,0).
Determine T(5,3,-2), sabendo que T(v,) =
(1,-3), T(v,) = (3,1) e T(vy) = (0,2).

Solucéo:

Expressamos o vetor v = (5,3,-2) como combi-
nacéo linear dos vetores da base:

(5,3,-2) = a(0,1,0) + b(1,01) + ¢(1,1,0)

b+tc=5
atc=83=a=-4b=-2c=7
b=-2

Entao:

(5,3,-2) = -4(0,1,0) - 2(1,01) + 7(1,1,0)
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10.

11.

12.

13.

/] ( , EXERCICIOS PROPOSTOS

Nos exercicios de 1 a 10 sdo dadas as apli-
cacgdes. Verifiqgue quais sédo transformacdes li-
neares.

T:R > R®]TKX = (Xxx+3)

T:R* 5 R3 T(xY) = (X-Y, X +V, X

T: R R® T(x,y,2) = (X -y, X + Y, COX 2)
T: R R T(xy,2) = (x-y, x+Y |z])
T:R* =S R* T(xy,zt) = (x-y, z+ 1)
T:R* S R, T(xy,2) =[x +y+z|

L : Myn(R) = M,,(R), L(A) = A'

L : Myo(R) = M,,,(R), Ly(A) = A.X + X.A onde
X é uma matriz fixa.

T: My(R) > R, T(A) = det A

|:P,(R) > R[(f) = [f(x)dx, P,(R) & o espago

a

vetorial dos polindmis de grau < n.

Consideremos o operador linear T : R® —» R?®

definido por T(x,y,z) = (X + 2y + 2z, X + 2y — Z,

X +y + 42).

a) Determine o vetor ue R® tal que T(u) =
(-1,8,-11).

b) Determine, caso exista o vetor ue R* tal
que T(u) = u.

Um operador linear T,S : R® — R* é tal que:
T(1,1,0) = (0,0,0), T(0,1,0) = (0,-2,0) e
T(0,-1,1) = (2,0,-1).

Sendo assim determine:
a) T(x.y,2)
b) Os vetores do RS2 tais que T(x,y,z) = (0,0,0)

Seja L : M,,(R) — R*uma transformacéo linear,

y

definida  por T({X
z t

})—(x—y,y—z,zH,O).

14.

15.

Determine o conjunto

{X y} €M, ,(R)| T({X y}) - (0,00, 0)}
z t z t

Seja T : M,,(R) — R*uma transformacao linear,

definida por T({: ﬂ) =(x+y,y-zz+tt). Se

92 0 e

se do espaco vetorial M,,(R), entdo

10 0 1 00 0 0)) .
g s s S 9

uma base para R*,

Sejam T,S : R® — R? transformacées lineares.
Determine:

a) A aplicacdo T tal que T(1,1,0) = (0,1,0),
T(0,1,-1) = (0,0,2) e T(0,0,1) = (0,0,0)

b) A aplicagcédo S tal que S(1,1,0) = (0,1,-1),
S(0,1,-1) = (1,0,1) e S(0,0,1) = (0,0,1)

c) Aaplicacdo h,talqueh=S-°T

6.8 Nucleo de uma transformacao linear

1.

6.8.1 Definicdo

Seja T : V — W uma transformacéo linear, o
conjunto de todos os vetores veV tal que
T(v) = 0 é chamado de nucleo , isto &,
{veV|T(v) = 0}
Vamos denotar tal conjunto por KerT ou N(T),
sendo assim temos KerT = {veV|T(v) = 0}
ou N(T) = {veV|T(v) = 0}.

\Y W

Observacfes Importantes:

O nucleo de uma transformacéo linear T:V — W,
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dado por KerT = {ve V| T(v) = 0} é diferente do
conjunto vazio, pois T(0) = 0. Onde con-
cluimos que o vetor nulo de V pertence ao
nacleo da aplicagéo.

O nucleo de uma transformacéo linear T:V — W,
dado por KerT = {veV|T(v) = 0} é um sube-
spaco vetorial de V.

De fato, para todo u e v pertencente ao conjun-

to KerT e para todo e Rtem-se:

i) T(u+v)=T(u)+ T(v) =0+ 0=0, empli-
cando que u + veKerT.

i) T(Bu) = PBT(u) =B .0 =0, emplicando que
BueKerT.

Sendo KerT um subespaco vetorial, temos que
dimKerT < dimV.

Exemplo 11: Determine o nucleo da transfor-
macéo linear T : R* — R? definida por T(x,y) =
(x+y, x-y).

Solucgéo:

Neste caso temos que o nucleo da aplicacdo é
dado por KerT = {(x,y)e R? |T(x,y) = (0,0)}.
Sendo assim temos:

T(xy) = (x +y, x-y) =(0,0)

{x+y—0

=>x=y=0
x-y=0 y

Onde concluimos que o nucleo é dado por
KerT = {(0,0)}

Exemplo 12: Determine o nucleo da transfor-
magao linear T: R — R? definida por T(x,y) =
x-y, 0).
Solugéo:

Neste caso temos que o nucleo da aplicacdo é
dado por KerT = {(x,y)e R?|T(x,y) = (0,0)}.

Sendo assim, temos que:

T(x,y) = (x-y,0) = (0,0), emplicando que x—y = 0.
Logo x =y, onde concluimos que o nucleo é
dado por KerT = {(x,x,X); xe R.

Exemplo 13: Seja T : R® — R uma transfor-
macdao linear definida por T(x,y,z) = x +y + z.

a) Determine N(T)
b) Determine ACR®, tal que G(A) = N(T)
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Solucgéo:

a) Neste caso temos que o nucleo da apli-
cacdo é dado por KerT = {(x,y)e R?
| T(x,y,z) = 0}. Sendo assim temos:

TX,y,z) = x +y +z =0, emplicando x +y
+ z = 0. Logo z = —x -y, onde concluimos
que o nucleo é dado por KerT = {(X,y, = X —

y); xe R}.

b) Dado um vetor qualquer ue KerT, temos que
ux.y, =x —y) = (x,0,x) + (0,y,-y)
u=x(1,0, -1) + y(0,1,-1)

Onde concluimos que o conjunto A é dado
por A = {(1,0,-1),(0,1,-1)}.

Exemplo 14: Seja T : M,,(R) = M,,(R) uma
transformacéo linear definida por

0

a) Determine o KerT.
b) Determine uma base para o nucleo.
Solucao:

a) Neste caso temos que o nucleo da apli-
cacdo é dado por

_l(xy x y)_(0 0
ot |7 Y)emn(; 1)-[5 o)

Sendo assim, temos:

Xy X-z y+z 00
T( ) = =

z t t t 00
Xx-z=0
y+z=0=>x=z y=-z e t=0

t=0

Onde concluimos que o nucleo, do tipo:

kerT—{[i ‘OZJ;ZER}

b) Vamos determinar uma base para o nucleo,
j& que o nacleo é um subespaco
vetorial. Sendo assim, tome um elemento

X =X
u= (x 0 J qualquer do nucleo KerT, logo

teremos:
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Onde concluimos que o nlcleo é gerado

apenas por G Oj' E como um sé vetor

1 -1
n&o nulo é sempre L.I, temos que {[1 0 j}

€ uma base para o KerT.

Exemplo 15: Seja T : R? — R? uma transfor-
macéo linear definida por T(x,y) = (x — y,0) e
KerT o ndcleo da T.L dado por KerT ={(x,x);
xe R}

R? y R? y
J T
o
X 0 X
KerT

Observe que todo vetor do tipo (x,x)eKerT e
portanto T(x,X) = (x — x,0) = (0,0).

Exemplo 16:

A transformacéo linear nula entre 0s espacgos
vetoriais V e W, é a aplicacao

T: VoW

Ur>Tu)=0 YueV
Onde concluimos que o nucleo da aplicacédo
KerT = V.

6.9 Imagem de uma transformacao linear

6.9.1 Definicdo

Seja T : V —> W uma transformacéo linear. A
colecdo de todos os vetores de W tais que
esses vetores estdo relacionados com algum
vetor de V é chamado da imagem da aplicagéo
T, ou seja,
Im(T) = {we W|T(v) = w para algum ve V

v w

Observacdes Importantes:

1. O conjunto imagem de uma transformagcao linear

T:V — W, dado por Im(T) = {weW|T(v) = w
para algum ve V} é diferente do conjunto vazio,
pois T(0) = 0. Onde concluimos que o vetor
nulo W peretence ao conjunto imagem de T.

O conjunto imagem de uma transformacao linear

T:V —> W, dado por Im(T) = {we W|T(v) = w

para algum ve V} é um subespaco vetorial de W.

De fato, para todo a,be W existem u,veV tais

que T(u) =ae T(v) =b.

i) a+b=T(u)+ T(v), como T é uma transfor-
macao linear temos que :
a+b=Tu)+ TV =Tlu+vV)

Logo para todo a + ,beW, existe pelo
menos u+veVtalque T(u+v)=a+b.
Onde concluimos que a + be Im(T).

i) Temos a = T(u) para todo acW. .Desta
forma Ve R e Vae W tem-se:

Pa = BT(u) = T(Bu)

Logo para todo PacW,existe pelo menos
BueV tal que T(Bu) = Ba. Onde concluimos
que PBae Im(T).

Sendo Im(T) um subespacgo vetorial, temos
que dim(T) < dimV.

Exemplo 17: Seja a transformagdo linear
T : R® — R® definida por T(x,y,z) = (x,2y,2).
Determine a imagem de T.

Solucgéo:

Temos que T(x,y,z) = (x,2y,z), sendo assim :
T(X,y,2) = (x,2y,2) = (x,0,0) + (0,2y,0) +
+(0,0,z) = x(1,0,0) + y(0,2,0) + z(0,0,1)

Onde concluimos que 0 conjunto imagem
Im(T) é gerado pelos vetores (1,0,0),(0,2,0) e
(0,0,1). Sendo tais vetores séo L.I, temos que
{(1,0,0),(0,2,0),(0,0,1)} uma base para Im(T).
Onde concluimos que a dim(T) = 3, logo
Im(T) = R®,

Exemplo 18 : Seja a transformacado linear
T : R* » R?® definida por T(xy) = (x.y,0).
Determine a imagem de T.

Solucéo:

Temos que T(x,y) = (x,y,0), sendo assim:
T(xy) = (x,y,0) = (x,0,0) + (0,,0)
T(x,y,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0)
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11.

12.
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Onde concluimos que o conjunto imagem
Im(T) é gerado pelos vetores (1,0,0) e (0,1,0).
Sendo tais vetores sdo L.I, temos que
{(1,0,0),(0,1,0)} uma base para Im(T). Onde
concluimos que a dimim(T) = 2, o que
seguinifica que o conjunto imagem é um plano
que passa pela origem.

’) | , EXERCICIOS PROPOSTOS

Nos exercicios de 1 a 10 sdo dadas as transfor-
mac0Oes lineares. Em cada caso determine o
nacleo e a imagem das aplicacdes.

T:R = R? T(X) = (x,x,X)

T:R* = R® T(xy) = (X-Y, X+ y,X)
T: R R® T(xy,2) = (x-y, x + 2,0)
T: R R® T(xy,2) = (X—Yy, X + y,X)
T:R* = R* T(xy,zt) = (x-y, z+ t)
T:RP5S R, T(XYZ) =x+y+z

L : Myo(R) = MyoR ), L(A) = A

L @ Mag(R) = Pu(R),

L({X y Z})—x+(y—z)t+wi2+vt3+(k+v)t4
w v Kk

T:Myu(R) - R, T(A) = A

giF’n(R)aR, tal que f(x)— 9 b (R) 6 o
dx dx

espaco vetorial dos polindmis de grau n.

Consideremos o operador linear T : R® —» R?®

definido por T(x,y,z) = (X + 2y + 2z, X + 2y - 2,

X +y + 4z).

a) Determine o vetor ue R? tal que T(u) =
(-1,-8,-11).

b) Determine, caso exista o vetor ue R? tal
que T(u) = u.

Um operador linear T, S : R®* — R® é tal que:
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13.

14.

15.

T(1,1,00 = (0,0,0), T(0,1,0) = (0,-2,0) e
T(0,-1,1) = (2,0,-1).
Sendo assim determine:

a) T(xy,2)
b) Os vetores do R?®tais que T(x,y,z) = (0,0,0)

Seja M,,,(R) — R* uma transformacéo linear,

y

definida por T({X
z t

})—(X—y,Y—Z,ZH,O).

Determine o conjunto

{X y} eM, ,(R)| T({X y}) - (0, o,o,0>} .
z t z t

Seja T: M,,(R) — R*uma transformag&o line-

ar, definida por T({)Z( ﬂ)—(x+y,y—z,z+t,t)

sex=la of(a o3 oo T} eom

base do espaco vetorial M,,(R), entédo

e Sl s e )

€ uma base para R*,

Sejam T, S : R® — R?® transformacdes linear-
es. Determine:

a) A aplicacdo T tal que T(1,1,0) = (0,1,0),
T(0,1,-1) = (0,0,2) e T(0,0,1) = (0,0,0)

b) A aplicagdo S tal que S(1,1,0) = (0,1,-1),
S(0,1,-1) = (1,0,1) e S(0,0,1) = (0,0,1)

c) Aaplicagdo h,talqueh =S-°T
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TEMA 07

DEFINICOES E PROPOSICOES SOBRE
TRANSFORMAGCOES LINEARES

7.1 Definicéo

Dada uma aplicacdo T : V — W, diremos que T
é injetora(injetiva) se, e somente se, para todo
u,veV como T(u) = T(v) tivermos que u =v.

Simbolicamente temos:
T é injetora < Yu,veVcomT(u) =T(v) = u=v

Uma forma equivalente de escrever esta
definicdo, é a seguinte:

Dada uma aplicacdo T : V — W, diremos que T
€ injetora se, e somente se, para todo u,veV
como u # v tivermos que T(u) # T(v).

Simbolicamente temos:

T é injetora < Vu,veVcomu#v = T(u) # T(v)

Exemplo 1: Seja T : R* - R? uma transfor-
magcao linear, definido por T(x,y) = (X + Y, X-Y).
Mostre que T € injetiva.

Solucéo:

T é injetiva < Yu, ve R com T(u) = T(v) =
u =v. Logo sendo u =(x,y) e v = (a,b) vetores
do R? temos que:

T(u) = T(v) = T(x,y) = T(a,b)
Tu=TV)=>xX+y x-y)=(a+b,a-Db)

x+ty=a+b
= 2x=2a=>x=a

x-y=a-b
x+ty=a+b x+ty=a+b
x-y=a-b.(-1) |-x+y=-a+b

+y= a+b
{Xy 7Y oy —ob=y=b
-Xx+y=-a+b

Xx=aey=b=(xy)=@b)=u=v

Onde concluimos que T € injetiva.

Exemplo 2: Seja T : M,,, (R) — R* uma trans-
formacéo linear, definido por

X
T(L q) =(x+yy+zz+tt). Mostre que T é
injetiva.

Solugéo:

T é injetiva & Yu, ve M,,(R) com T(u) = T(v)
=Su=v
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Xy ab
Logo sendo u= e v= vetores
z t cd

de M,,(R) temos que:

yl_ +/a b
t})T(L d})é

=SKx+yy+zz+tt)=(@+bb+c,c+dd=

T(U) = T(v) = T({z

Xx+y=a+b X=a
y+z=b+c y=>b
z+t=c+d z=cC
=d t=d

y:ab:u:v.
t c d

Onde concluimos que T é injetiva.

X
onde concluimos L

Observacao:

Dada uma transformacéo linear T : V — W, nem
sempre é facil verificar pela definicdo que a
mesma é injetiva. Para isto, vamos enunciar
uma proposicdo que vai caracterizar as fun-
¢Oes lineares injetiva.

7.2 Proposicéo

Uma transformacao linear T : V — W é injetora
se, e somente se, KerT = {0}.

Demonstragao:

Lembremos que a demonstracdo do tipo se, e
somente se, se da em duas partes.

Primeira parte:

Uma transformacdo linear T : V — W € injetora,
entdo kerT = {0}.

Para todo ve KerT temos que T(v) = 6,,. Sendo
T uma transformagéo linear , temos que T leva
o vetor nulo V no vetor nulo de W, isto é,
T(6)=6,,. Desta forma temos que T(v) = 0,, =
T(0), empllicando que v = 0, pois T é injetiva.

Segunda parte:

Uma transformacao linear T : V — W é injetora
se, e somente se, KerT = {06}.

Se o0 nlcleo de uma transformagéo linear T : V
— W é formado s6 pelo vetor nulo, isto &, KerT
= {0} entdo T é injetiva.

Vamos mostrar que Yu,veV com T(u) = T(v)
tem-se u = v. Sendo assim temos:

TW=TV)=TU)-T(V) =06, =Tu-v)=10,
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Tu-v)=0,=>u-veKerT={} = u-v=0=
= u = v. Onde concuimos que T é injetiva.

Exemplo 3: Seja T : R* — R? uma transfor-
magcéao linear, definido por T(x,y) = (X + VY, X —
y). Mostre que T € injetiva.

Solucéo:
Vamos fazer uso da Proposicao:

T(X!y) = (X + Y, X = y) = (0!0)

Onde concluimos que KerT = {(0,0)}. Sendo
assim temos que T € injetiva.

Exemplo 4: Seja T : M,,, (R) = R*uma trans-
formagcéo linear, definido por

X
T(L ﬂ)—(x+y,y+2,2+t,t). Mostre que T €

injetiva.
Solucéo:

Vamos fazer uso da Proposicao:

x+y=0

+z=0

yrz =>x=y=z=1t=0
z+t=0

t=0

00
Onde concluimos que KerT —{0 O}} Sen-

do assim temos que T € injetiva.

7.3 Teorema(Teorema da dimenséao)

Seja T :V — W é uma transformacao linear,
definida num espaco vetorial V de dimenséao
finita e W um espaco vetorial qualquer. Entéo ,
dimKerT + dim(T) = dimV.

Demonstragao:

Digamos que dimV = m e seja 3; = {V;,V,,Vs,....Vn}
uma base de KerT. Como KerT é um suespaco
vetorial do espaco vetorial V, podemos comple-
tar B até obtermos uma base para V.

Seja By = {Vi,VaVay e ViV 4 1V 4 20Vt @ base de V.
Vamos mostrar que B, = T(V, 4 1), TV 2y TV) €
uma base para Im(T), ou seja Im(T)= [T(v, . 1),
TV 2 TV € {TWVh+ 1), T(Vi s 2)reen T(V) } € L1
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Vamos mostrar que Im(T)=[T(V,.1), TMVs2)seen TV]-

Dado um we Im(T) qualquer, temos que existe
veV tal que T(v) = w, entao:

V=> BV, paraBe R Vk=1,2,..m
k=1

TV =T Bv) = S TV, = S BT,

k=1 k=1 k=1

=]

TV =3 BTM) =SB Tw)+ 3 BTV,

k=1 k=1 j=n-+1

como T(vy) = 0 Vk = 1,2,...,n pois v,eKerT

temos T(v) = i BiT(v,), logo

j=n+1

T(v) = i BTvy) =w.

j=n+
Onde concluimos que

IM(T) = [T(Va+ ). T(Vn+2)sn T(Vin)]

Afirmo que {T(Vy 4 1), T(Vn 4 2)s-, T(V)} € L.1
De fato,

A1 TVoet) + Anan T(Viap) +... + 2, T(v,) =0
T(@p+1Vie) + T(@hao + Voao) +... + T(AV,) =0
T(ap+1Vier + QpaptVoeo +... +av,) =0

logo

A 1Vper F AnioVpeo .o+ v, KerT.

Sendo B, = {v;,v,,Vs,...,v,} uma base para o
KerT, temos que

n
an+1vn+1 + an+2vn+2 ot aan = zakvk
k=1

n m
Zakvk - Z a;v; =0= a,=.=a,=0
pa=

j=n+1

pois B = {V1,V2,Va,e- Vi Vie1,Viaor - Vit @ Dase de V.

Sendo assim, temos que dimKerT + dimim(T)
= dimV pois m=n + (m -n).

Exemplo 5: Considere a transformacéo linear
T: R®*—> R®dada por T(x,y,2) = (X,z - Y, —X).

a) Determine uma base para o nucleo de T.
b) Dé a dimensédo da imagem de T.
c) Verifique o teorema da dimensé&o.

Solucgéo:



UEA - Licenciatura em Matematica

a) Sendo KerT = {(x,y,2);€ R®|T(x,y,2)=(0,0,0)}
o nucleo da aplicacéo , temos que
T(x,y,2) = (X, z -y, —x) = (0,0,0).

Sendo assim teremos:
{x =0
=>x=0,y=2z
y-z=0

E portanto o nucleo é dado por

KerT = {(0.y,y);ye R}
Tomando um vetor qualquer de KerT, tere-
mos: (0,y,y) = y(0,1,1). Onde concluimos
que o vetor (0,1,1) gera o nucleo, isto &,
KerT = [(0,1,1)]. E sendo tal vetor L.I, temos
que {(0,1,1)} é a base do KerT. Observe
que dimKerT = 1.

b) Temos que T(x,y,2) = (X, z -, —X), logo:
X, z -y, Xx) = (x,0,~x) + (0,~y,0) + (0,2,0)
(X, z-y,—x) = x(1,0,-1) + y(0,-1,0) + z(0,1,0)
Im(T) = [(1,0,-1),(0,-1,0),(0,1,0)]
Observe que os vetores (1,0,-1),(0,-1,0) e
(0,1,0) sédo L.D, pois (0,-1,0) e (0,1,0)séo
colineares.
Observe também que os vetores (1,0,-1) e
(0,1,0) séo L.I. E portanto o conjunto forma-
do pelos dois geram a imagem da apli-
cacdo e sdo L.1, o que define uma base para
Im(T), isto é, {(1,0,-1),(0,1,0)} é uma base
de Im(T). Observe que dimim(t) = 2.

c) dimKerT + dimim(T) = dimR?

Dos itens (a) e (b) temos dimKerT = 1 e
dimim(T) = 2.

Sendo dimR*® = 3 temos que o teorema da
dimensao é satisfeita, pois

3=dimR®=1 + 2 = dimKerT + dimim(T)

Exemplo 6: Seja T: R* — M,, (R) uma trans-

o X+y z
formagao linear, dada por T(x,y,z,) { , J-

Determine dimim(T).
Solucao:

Vamos primeiramente calcular a dimeng¢do do
nucleo.

KerT = {(x,y, zt) e R |T(x,y,2,1) = {8 8}}
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X+y=0
'Hnyzj)—{x+y ZJ—{O 0}—> z=0
-z t 00 B
x+y=0
z=0 =>-Xx=Yy,z=1=0
=0

KerT = {(x,~x,0,0);xe R}, onde concluimos
que {(1,-1,0,0)} é uma base para o nucleo,
logo a dim KerT = 1. Sendo a dimR*= 4 ,
temos que:

dimKert + dimim(T) = dimR*
dimim(T) = dimR*- dimKert =4 -1 =3

/[C EXERCICIOS PROPOSTOS

Seja T : R? - R? uma transformacéo linear,
dada por T(x,y) = (X + Y, X — Y).

a) Mostre que T é injetiva.
b) Determine a dimim(T).

c) Se {(1,1),(0,1)} é uma base de R? entdo
{T(1,1),T(0,1)} é uma base de R?

Seja T : M,,, (R) = R*uma aplicacdo definida

por T({: ﬂ) —(X—y,y-21).

a) Mostre que T é uma aplicacao linear.
b) Determine o ndcleo da aplicagéo.
c) Determine a dimim(T).

d) Verifique o teorema da dimencao.

Seja L : M,,, (R) — R* uma aplicacéo linear,
- Xy

definida por T( ! y=(x+y,y+zz+tz-t).

z
a) Mostre que T € injetiva.
b S 1 0)(0 2)(0 2)(0 0}, b
)Se o 1)1t <1/l ofl1 o)fePase

de M,,, (R). Determine uma base parao R*.

Seja T : V — W uma transformacéo linear. Se

dimV = dimW, entdo T é injetiva se, e somente
se T é sobrejetiva.
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Seja T : V — W uma transformacéo linear inje-
tiva. Se dimV = dimW, entdo T leva base em
base.

Determine o nicleo e a imagem do operador
T: R® — R?® definido por T(x,y,z) = (x + 2y —
zZ,y—-3z,y + 2).

Seja T : R® — R? a transformagao linear tal
que T(gl) = (1!2)1 T(SZ) = (011)1 T(83) = (_213)1
sendo {g,,£,,£;} a base candnica de R,

a) Determine o KerT e uma de suas bases. T é
injetiva?

b) Determine a Im(T)e uma de suas bases. T
é sobrejetiva?

Chama-se isomorfismo do espago vetorial V
no espaco vetorial W a uma transformacéo lin-
ear T : V — W, que é bijetora. Neste caso, os
espacos vetoriais V e W sdo ditos
isomorfos.Além disso, se T : V — W é um iso-
morfismo entdo T possui uma aplicacao inver-
saa qual vamos denotar por T™ : W — V.

Mostre mostre que a inversa de um isomorfis-
mo é uma transformacao linear.

Mostre que a aplicacéo L : R® — R® definida
por L(x,y,z) = (y — X, Z + Y, 2x) € um isomorfis-
mo. Determine ainda uma a inversa de L.
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TEMA 08

MUDANCA DE BASE

Sejam B = {u,,uU,,...,u.} € o = {v,v,,...,v,} duas
bases ordenadas de um espago vetorial V.
Dado um vetor veV, podemos escreve-lo
como:

n n
V= XU, V= Zykvk
k=1 k=1

Como podemos relacianar as coordenadas de
v em relacdo a base p.

e

X
X2
[V]ﬁ - XS

X

n

Com as coordenadas do mesmo vetor v em
relagdo a base a.

k=

Sendo assim, temos:
V=YV, F YoV, + LYY,

V=Y, Zam )Y, Zakz
Za1kyk Zazm

+ +yn Zaknuk

tot (Zankykpn
k=1

Como vV = X,U; + X,U, + ... + XU, teremos :
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X1 a1 1 a12 a1n y1
X2 a21 azz a2n y2
Xn a'n1 an2 ann yn

Isto é, denotando

a11 a12 " a1n

[I]OL _ a21 a22 " a2n
B . . . .

am an2 " ann

[vls = [I]; - [V], temos

Exemplo 1: Sejam o = {(2,0),(0,1)} e B =
{(0,-1),(2,1)} bases de R? Determine [I]ze [I1;

Solucao:

Vamos determinar [I];.
(2,0) = a(0,-1) + b(2,1)
(2,0) = (0—a) + (2b,b)
(2,0) = (2b, b - a)

2b=2
=b=a=1
b-a=0

(2,0) = 1(0,-1) + 1(2,1)
(0,1) = a(0,-1) + b(2,1)
(0,1) = (0,-a) + (2b,b)
(0,1) = (2b, b - a)

2b=0
=a=-1b=0
b-a=1

(0,1) =-1(0,-1) + 0,(2,2)
Sendo
(2,001=(0,1)1+(2,1)
{(0,1) =-1(0,—1) +0(2,1)

temos que

U
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Vamos determinar [I]%.

(0,-1) = x(2,0) + y(0,1)

(0.-1) = (2x,0) + (0.y)
0-1)=(2xy) = x=0,y=-1
(0,-1) = 0(2,0) + (-1)(0,1)

(2,1) = a(2,0) + b(0,1)

(2,1) = (2a,0) + (0,b)
21)=(R2ab) > a=1,b=0
(2,1) = 1(2,0) + 0(0,1)

Sendo

(0,-1) = 0(2,0) + (-1)(0,1)
{(2,1) = 1(2,0) + 0(0,1)

temos que
0o 1

1’ =

-

Exemplo 2: Sendo

{lo U6 A ol e
<{(o olo o}(§ olfo ) beses e

M,,»(R). Determine [I]; e [I1} .

Solucéo:

Vamos determinar em primeiro lugar a matriz
[I]‘g. Para isto vamos escrever cada elemento
da base o como a combinacgéo dos vetores na
base B.

(o 710 o)ole oo oo ¥
o of o oo o) oli oJelo 3
ol lo o) lo o 15 o)l )
o 5J-olo o)e(o o)l o) (o §)

Sendo assim temos:
1000

« |0
;- o
1

o

o

1 1
0 1
00

- O O
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Vamos determinar em segundo lugar a matriz
[I]‘;. Para isto vamos escrever cada elemento
da base B como a combinacédo dos vetores na
base a.

Exemplo 3: Sejam
(916 S oHE o
a’: 9 b 9 b e
1 00 1){1 0){1 O
_J(0 0)(0 1) (0 1)(1 1

espaco vetorial M,,,(R). Sendo

1.0 -
. 000
D=l 4 0 0

11 1

1

o

-1
, determine
1

v em relacdo a base § de M,,,(R).

Solug&o: Sabemos que [v];= [I]} . [v],, desta
forma temos:

1 0 -1 0)(-1 -3
w4 |0 0 0 Ofl2] |0
[V]ﬁ _[I]ﬁ'[v]a - 1 1 0 0 ' 2 n 1
11 1 1)U 6
-3
0
[V][j: 1
6

0 9o 42 el )

/[C EXERCICIOS PROPOSTOS

Sejam B = {(1,1,0,0),(0,0,0-1),(0,1,0,1),(0,-2,1,0)}
e ¢ = {(1,1,0,0),(0,-2,1,0),(0,0,0,3),(0,0,-3,0)}
bases do R*. Determine []} e [I1;.

10 -10
. looo0 o0
Seia =]y 1 o o

11

-1 1

mine [Vl;= [1]5 . [V],.
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3. Determine [(0,1,-1,2)];, sabendo-se que
1 0 10 -2
. [0 0 1 1
I = 0,1-1,2] = .
=lo 1 o y|elO12 =] 4
0O 0 0 1 2

-1 0
Determine K 5 3)} , sabendo-se que
p

—_ a O O

34 3 2

base de M,,,(R).

se - %

;j determine ([115)™.

Sejam A = {(-1,1),(0,2)}, B = {(3,0),(0-1)} e
C ={(1,1),(0,-1)} bases do R? Determine [I]2
e [1]5. Verifique ainda que [112. [I15 = [1]% -

8.2 Matriz de uma aplicacao linear

Sejam T : V — W uma transformagcéo linear, o
uma base de V e B uma base de W. Sem perda
de generalizagdo, consideremos 0 caso em
que dimV = 2 e dimwW = 3.

Sejam o = {v,,v,} e B = {w,,w,,w;} bases de V
e W respectivamente.

Um vetor ve V pode ser espresso por:

V = XV, + XV, € sua imagem

T(V) = YWy + YW, + yaw; - (I)

Por outro lado temos que

T(V) = T(X,Vy + XV,) = X, T(V)+ X, T(v,) (1)

Sendo ,T(v,),T(v,) vetores de W, temos que
eles podem ser escrito como combinacéo lin-
ear dos vetores de B:

(11

{T(V1) =8y, Wy Ta,W, +a5,W,
T(vy) =a,W, +a,W, +a,W,

Substituindo (lIl) em (I1), temos:
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T(V) = X, T(vq) + X, T(v,) =

= Xy(@ Wy + anW, + a5, Ws) +

Xp(B12Wy + AW, + 8gWs)

= (X811 + Xp@12)Wy + (Xy8z1 + XpBp)W, +

(X481 + Xo832)W5

comparando a Ultima igualdade com (I) temos:
Yi = X84 T X8y,
Yo = X85 T X585,

Vs = X85 T X85

ou em formatricial:

y a, a
1 11 12 X,
Yo |T| Q2 8p |
X
Ys A3 A

ou, simbolicamente:

[Tz = [T]; - [V], sendo a matriz [T]; denom-
inada de matriz de T em relacdo as bases o e
B.

Observacoes:

A ordem da matriz [T]‘g é 3 x 2 quando dimV =
2edm=wW=3

as colunas da matriz [T]‘gséo as componentes
das imagens dos vetores das bases o em
relacdo a base .

& @p
[T, = 2 2
8y 8y
T),

Ty

De modo geral, para T : V — Wilinear, se
dmV = n e dmW = m, o = {v;,V,,...,V,,} €
B = {wy,w,,...,w,} sdo bases de V e W,
resppectivamente, logo teremos que

a,, ap, .. &,

[T];: a,, a.22 a.2

a

n
n

a

mi m2 e mn

Exemplo 4: Sejam T : R> — R? uma trans-
formacéo linear dada por T(x,y) = (X + Yy, X —Y)
e o,p bases de R* Sendo o = {(1,1),(0,1)} e
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B = {(0,1),(-1,0)}, determine [T]‘g e [T]E.
Solucao:

Vamos determinar [T]g, sendo o = {(1,1),(0,1)
e p={(0.1),(-1,0)}.

Logo

T(1,1) = (2,0) = a;4(0,1) + a,(-1,0) (i)
T(0,1) = (1,-1) = a,,(0,1) + a,,(-1,0) (ii)

[a;1(0,1) +a,,(-1,0) =(2,0) (-a,,a,) =(2,0)
2,000 +2,(-10)= (11 |(-ap.a,) = (1-1)

a;=0,a,=2a, =-1a, =-2

{(—621,3.11)—(2,0)

=
(—ay,a.,) = (1,-1)

o _ |8y Qg _ — 0
Sendo [T]ﬁ = |:a a ea; =0,a,=a,=-1,
21 Ay

o 0 -1
a, = -2 teremos que [T]B = {2 ] }

Vamos determinar [T]%, sendo o = {(1,1),(0,1)}
ep={(01).(-1,0}

Logo

T(0,1) = (1, -1) = a,,(1,1) + a,,(0,1) (i)
T(-1,0) = (-1, -1) = a,,(1,1) + a,,(0,1) (ii)

De (i) e (ii) temos:

a,;(11)+a,/(0,1) =(1-1) (@@ tay) =(1-1)
{312(11) + a22 (011) = (71|71) {(awziam + a22) = (71!71)

{(aﬂ’aﬂ +a,)=(1-1) N a, =-1
(5,85, Tay) =(-1-1)

. [a, a
Sendo [T] —{ "o

ea; =1, a, =-1,
P [ay azj

L1
ay = -2, 8, =0 teremos que [T]; —{ 5 0 }

Exemplo 5: Sejam T : R* — M,,(R) uma trans-
formacéo linear definida por

X y
T f) = , o e bases
bey.z.9 {2 X +y+z+tj g

candnicas de R*e M,,(R). Determine [T];.

Solucgao:

X
Sendo T(Xy.z1) —( y j a lei da

zZ Xty+z+t
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transformacao linear, o = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
e B = {&,,£,,€5,€,} as bases candnicas do R*e
M.,,.(R) respectivamentes, onde

(1 0) (01 (00 (00
“lo o) oo (1 0)* |0 1)

Vamos agora determinar [T]‘g, e para isto vamos
determinar  T(1,0,0,0), T(0,1,0,0),7(0,0,1,0) e
T(0,0,0,1) na base . Desta forma temos:

T(1,0,0,0)—L1) ﬂ T(O,1,0,0)—B ﬂ

T(O,0,1,0):{(1) ﬂ e T(0,0,0,1)—{8 ﬂ

Vamos tomar uma matriz Ae M,,,(R) qualquer e
escrever como combinacéo linear na base p.

a b
Seja A _(c dj tal matriz, logo teremos:
ab
c d = X8 T X8, T X385 TX,8,

Onde concluimos que X, = a, X, = b, x; = ¢,
X, =d

Portanto
1 0

T(1,0,0,0) = 0 1 =1g, +0g, + O0¢g, +1g,
[0 1

T(0,1,0,0) = 0 1 Og, +1g, + 0g, +1g,

[0 0
T(0,0,1,0) = ] 1:|_081+082+183+184

T(0,0,0,1) =
( ) 0 1

} Og, +0e, +0¢, +1¢,

Onde concluimos que [T]f; é dada por:

1000

« |0 100
T =

[]ﬁ 00 10O

11 1 1

Observacao: Como o e B sdo as bases candni-
cas do R* e do espacos das matrizes M,,(R)
respectivamente, temos que a matriz da transfor-
macao linear [T]g € dada de modo imediato, isto
&€, s6 de olhar a lei da transformacao.

_[X y
Texy.z9 [z x+y+z+tj
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1x+0y+0z+0t Ox+1y-+0z+0t
T(xy,zt) =
Ox+0y+1z+0t Ix+1ly+1z+1t
10 00
« (0100
T =
[]“ 0010
11 11

»
»

T— Coeficiente de t
Coeficiente de z

Coeficiente de y

Coeficiente de x

Exemplo 6: Seja T : P, - € uma trans-
formacéao linear definida por T(a + bt + ct2+
die) = (a + b) + (c + d)i. Se o e B bases
canbnicas de P_; e C respectivamente.Sendo
assim determine [T];.

Solucéo:

Sendo T(a + bt + ct2+ dt3) = (a + b) + (c + d)i
a lei da transformacéo linear, e oo e B bases
canbnicas de P_; e C respectivamente.

Logo
T(p(t) = (la + 1b + Oc + 0d) + (Oa + Ob+1c + 1d)i
onde p(t) = a + bt + ct® + dt®.

Desta forma a matriz da transformacao [T]‘g,
sera dada por:

oo 7 Y

Exemplo 7: Sejam T : R* — M,,,(R) uma trans-
formacéo linear definida por

T(x,y,z,t) = X y
(yzt) = zZ xX+y+z+t)’

o= {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} base

canénicas do R*e B = {u,,u,U,,u,} uma base

10
do espaco M,,,(R), onde u; = {0 Oj’

. [0 0 (0 0 (0 2
*{-10) 7o 1) o “loo)

Determine [T],.

Solucgéo:
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Para isto, temos:

0 0 1
1J,T(0,1,0,0)=(0 1),

T(O,O,1,O)=((1) ?j eT(0,0,0,1)—{g Oj

T(1,0,0,0)= {(1)

1

Vamos tomar uma matriz Ae M,,( R) qualquer e
escrever como combinagéao linear na base f.

Seja A = a b tal matriz, logo teremos:
c d

ab

c d = X,U; + XU, + XaUy +X,U,

Onde concluimos que

=_d,)(4 =9

X; =a,X, = —C, X, 5

Portanto

10
T(10,0,0)=| } 1u, +Og, +(—)u, +0u,

[0 1
T(Ol 1’ 0,0) = :| = 0U1 + OU2 + (_1)U3 +%u4

T(0,0,1,0) =

[0 0
T(0,0,0,1) = } =0u, +0u, +(-Tu, +0u,

10 1
1 0 0 O
0 0 -1 0
Onde concluimos que [T]B =l-1 -1 -1
0 1 0 O
2

Exemplo 8: Sejam T: R* — M,,,(R) uma trans-

1 X y

ida por
T(x,y,2,t)=
( y ) (Z x+y+z+t) o e B

bases do R* e do espaco das matrizes M,,(R)
respectivamentes.

Determine [Ty, sendo o = {(1,0,0,0), (0,-1,0,0),
(0,0,1,0), (0,0,0,-2)} e B a base canbnica .

Solucao:

X y
T(x,y,z,t) =
Sendo T(xy.2.) (z x+y+z+tj €

o = {(1,0,0,0), (0,-1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,-2)},
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temos que:

T(1,0,0,0)= (; ?j T(0+1,0,0) = [g j] '

T(O,0,1,0)—((1) ?) eT(0,0,0,—2)=[8 —02j

Como B = {&,,&,,€;,€,} € a base candnica de
M.,,,(R) onde

10 o 1 00 00
g, = L€, = L€, = ,€, = .
"loo)? loo)® (10" (01
Sendo assim, temos que toda matriz

ab )
A= eM,, (R) é expresso na base B da

c d

forma:

ab 10 0o 1 00 00
=a +b +c +d
o oo oJelo o) e[S &)elo ¥
Logo
10
T(1,0,0,0) = (0 J =1e, +0g, +0g, +1g,

T(0.-10,0) = [8 1] =0g, +(-1)g, +0g; +(-)g,

0

T(0,0,1,0) = [1

0
1)—081 +0¢g, +1g; +1g,

0 0
T(0,0,0,-2) = [0 —2} =0g, +0¢, +0g; +(-2)¢,

0
1
0
1

—_ a O O
o O O

1
- O O

Onde concluimos que [T]; = 0
}

/IC EXERCICIOS PROPOSTOS

Sejam T : R* = M,,,(R) uma transformacéo

. . X-y Yy
| definid T(xy,z,t) = , O
inear definida por T(x,y,z,t) [ . X+J

e B bases do R* e do espaco das matrizes
M.,,»(R) respectivamentes.

Determine [T];, sendo o = {(1,0,1,0), (0,-1,0,1),
(0,1,1,0), (0,0,0,-2)} e B a base canbnica .

2. SejaT: P, — M,,(R) uma transformacéo lin-
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ear definida por

b
T(a+bt+ct2+dt3)—(a

.Seoae
c a+b+c+dj

B bases canénicas de P_;e M,,(R) respectiva-
mente.Sendo assim determine [T]‘g.

Consideremos a transformagcao linear T: R® —
R® definida por T(x,y,z) = (x -V, y -z, 2Z) e as
bases A = {(-1,1,0),(0,2,-1),(0,0,1)} e
B = {(1,0,0),(0,-1,0),(0,1,-2)} do R® Determi-
ne [T]4. Qual a matriz [T]%, onde C é a base
candnica do R>,

1 0 1
SejaT: R®— R%tal que [T], —(_1 0 2} sen-

do A = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,-1)} e B
= {(0,-1),(1,0)} bases do R* e do R*respecti-
vamente.

a) Encontre a expressao T(x,y,z).

b) Dertermine Im(T) e uma base para esse
subespaco.

c) Determine Ker(T) e uma base para esse
subespacgo.

d) T éinjetora? T é sobrejetora? Justificar.

8.4 Operacdes com transformacgdes lineares

8.4.1 Adicéo

Sejam T:V —>Wel:V— W transformagdes
lineares. Chama-se soma das transformacgdes
lineares T e L a transformacao linear

T+L:VoSW
= (T + L)(v) =T(v) + L(v) VveV

Se A e B sdo bases de V e W, respectivamente
temos que [T + L] = [T]5 + [L]5

Exemplo 9 : Sejam T, L : R> — R? transfor-
magcoes lineares definidas por T(x,y) = (x + v,
X —=vy)eLXxy = - X% x + y). Sendo
A= {(1!0)1(01_1)} e B = {(_111)1(012)} Séo
bases do R?,

a) Determine [T + L];

b) Determine [T]4

c) Determine [L]5

d) Verifique se [T + L]s = [T]5 + [L]5
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Solucgéo:
a) Vamos determinar [T + L];
(T + D)(xy) = T(xy) + L(xy)

T+LDXY) =X+Yy,xX=-y)+(-X,x+Y)
= (2y,2x)

(T + L)(xy) = (2y,2x)
(T + L)(1,0) = (0,2) = 0(-1,1) +(-1)(0,2)
(T +1)(0-1) = (-2,0) = 2(-1,1) +(-1)(0,2)

[T+, _ﬁ _ZJ

b) Vamos determinar [T]5
T(1,0) = (1,1) = (-1)(-1,1) + 1(0,2)
T(0-1) = (~1,1) = 1(-1,1) + 0(0,2)

M-

c) Vamos determinar [L]4
L(1,0) = (-1,1) = 1(-1,1) + 0(0,2)
L(1,-1) = (-1,-1) = 1(-1,1) + (-1)(0,2)

-l )

d) Vamos verificar se [T + L] = [T]s + [L]5

Aopa -1 1] 1 1] [o 2]_

[T]B+[L]B{1 o}{o —JL —J
=[T+L];

Exemplo 10: Sejam T,J: M,, — R*duas
aplicacdes lineares definidas por

X
T([z Stlj) =(x,Y,z1), Ae B bases de M,,, e do

0 -2
R* respectivamente. Sendo [T]; —{3 4} e

2 .
}, determine [T + J]5.
Solucgéo:

Sabemos que [T + JJ; = [Tl +[J]s, desta
forma temos que:

[T+J] =[T]; +[J; = {2 ﬂ {_23 _24}

re =T g
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8.4.2 Multiplicacéo por um escalar

Seja T : V> W uma tansformacéo linear.
Definimos o produto de um escalar Bpela tans-
formacédo T, como sendo a tansformagéo lin-
ear

BT: VoW
= W(BT)(v) = BT(v)

Sendo A e B bases de V e W, respectivamente
temos que [BT]5 = B[TIs.

Exemplo 11: Determine [3T]5, sendo
T: M,,(R)—R* uma transformacéo linear

ab
definida por THC dD =(a+bb-c,cd), Ae

B as bases candnicas de M,,(R) e do R*
respectivamente.

Solucgéo:

Em primeiro lugar vamos determinar a apli-
cacao linear 3T.

(3T)[{a bD — (3a +3b,3b - 3¢,3¢,30)
c d

Sendo A e B as bases candnicas de M,,(R) e
do R‘ respectivamente, ou seja,

S NI

B = {e,e,e;e,}, onde e; = (1,0,0,0), e, =
(0,1,0,0), e, = (0,0,1,0), e, = (0,0,0,1).

o
o

(3T)H1 OD =(2,0,0,0) = 2e, + Oe, + 0e, +Oe,

%)
d
7~ N\
1
o o
QO -

j =(3,3,0,0) = 3e, +3e, + 0e, +0e,

—
w
4
N
| ——
- O
o o

D =(0,-3,3,0) = Oe, +(-3)e, +3e, +0¢e,
00
(3T) o 1117 (0,0,0,3) = Oe, +0e, +0e, +3e,

sendo assim, temos:

33 0 O
-3 0
3T]. =
[ ]B 00 383 O
0 0 0 3
Exemplo 12: Determine 3[T]s3, sendo
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T: M,,(R) = R*uma transformacéo linear
- ab

definida por T[L dD =(a+bb-c,cd), Ae

B as bases canénicas de M,,(R) e do R’

respectivamente.

Solucgao:

Sendo A e B as bases candnicas de M, ,(R) e
do R* respectivamente, ou seja,

{98 e 9 )

B = {e,e,e;e,}, onde e, = (1,0,0,0),

= (0,1,0,0), e; = (0,0,1,0), e, = (0,0,0,1).
Logo
1 o]
T[O OJ (10,0,0) = 1e, + Oe, + Oe, + Oe,
0 1]
T 0 Oj (11,0,0) = 1e, +1e, +Oe, +0e,
0 o]
T ] OJ (0,-1,1,0) = Oe, +(-1)e, + e, +Oe,
0 o]
T 0 1 =(0,0,0,1) = Oe, +0e, + 0e, +1e,
sendo assim, temos:
11 0 O
o1 -10
T =
[]B 00 10
00 0 1
E portanto
11 0 O 33 0 O
01 -10 03 30
3[T] =3 _
5 00 10 00 3 O
0 0 0 1 00 0 3

Observe que dos exemplos 1lle 12 temos
[BTI:= [3T];

8.4.3 Composicao

Sejam T:V > WeJ: W — U transformacdes
lineares. Chama-se aplicacdo compostade T e
J, e se representa por J ¢ T, a transformacéo lin-
ear

JeT:VoU

I— (3 ° T)(v) = J(T(V)) VveV
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Se A, B e C sdo bases de V, W e U respec-
tivamentes, temos que [J° T]a = [J12. [T]a.

Exemplo 13: Sejam T: R* - R%eL: R® > R*
transformacdo lineares definidas por
T(xy) = (xy.x +y) e L(xy.z) = (X, 2).

Se A= {(1,0),00-1)}, B = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0~1)}
e C {e,e,.e,e,} sdo as bases do R?, R®e R*

respectivamente , determine:
a)LoT

b) [T]5 e [L1

c) [Le TIe

Observacgdo: C {e,,e,e;e,} € a base canbnica
do R*.

Solucéo :

a) Vamos determinar Lo T
(L e Dxy) = LT(xy) = LXxyx+y)
(Lo MY = (Xyyx +y)

b) Vamos determinar [T]4
Faca
u, = (1,0,1), u, = (0,-1,-1), u; = 0(0,0,-1)
T(1,0) = (1,0,1) = 1u, + Ou, + Ou,
T(0,-1) = (0,-1,-1) = Ou; + (-1)u, + Ou,

10
[T],=|0 -1
0 0
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Vamos determinar [L]2

L(1,0,1) =(1,0,0,1) = 1e, + Oe, + Oe; + le,
L(0,1,1) =(0,1,1,1) = 0e, + le, + 1e; + lg,
L(0,0~1) = (0,0,0-1) = Og,+1e, + le, +(-L)e,

10 0
010

L =

e 010
11 -1

) (Lo T(xy) = (Xyy.x +Y)
(LeT)(1,0) = (1,0,0,1) = 1e, + Oe, + Oe, + 1e,
(Lo T)(0,-1) = (0,-1,-1,-1)
(Lo T)(0,-1) = Oe, + (-1)e, + (-1)e; + (-1)e,

10
0 -1
LoT]} =
[ ]C 0 -1
1 -
Observe que:
10 0 10
01 0 1o 0 -1
B A _ L A
[L]C[T]B - 0 1 0 {0 1 0 -1 [LOT]C
0 0
11 A 1 -1

Exemplo 14: Sejam T : M,,(R) - R e
L : R — R? transformacéo lineares definidas
por

TH: ZD—a+b+c+d e L) = (t,4,0).

seacfocly oo of o[l oo 00
00 00 10 0 1

B={1}eC={u = (10,0), u, = (0,1,0),
u, = (0,0,1)} sdo as bases candnicas de M
»(R), R e R®respectivamente , determine [L
°o Tle.

Solucéo:

Para determinar [L o T]§, basta determinar
[LIE . [T]3 pois [L o T]e = [L]e . [T]3. Desta
forma vamos calcular [L]2 e [T]s.

[Tl =7
a b
Se ch dD-a+b+c+d,AeBbases ca-

ndnicas temos:

[Tle=@1 11 2).
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[Lle="7
Se L(t) = (t,t,0), B e C bases canbnicas temos:

1

e =|of.
0

| 1

[LoT], =[L-[TL =0 |(1 1 1 1)
0
1111

[LoT]. =[L]-[T]s =|0 0 0 ©
0000

SejamT,:V, >V, T,:V, > V,,...,T,:V, > W
transformacéo lineares. Se o,,0,,04,...,0,, € P
sdo bases de V,,V,V,W

[LoTlg = [Le-[T]; =

O O =

111
0 0O
0 00O

SejamT,:V, >V, T,:V,> V..., T,:V, > W

transformacéo lineares . Se o,,0,,04,...,00, € B
sdo bases de V,,V,,V,,..,V, e W respectivamen-
te. Desta forma temos

[T, 0T, 00T, o ' = [TI [Tl [T [T])

ag

/[C EXERCICIOS PROPOSTOS

Sejam T,,T, e T, operadores lineares de R? de-
finidos por T,(X,y,2) = (X,y,-2), T,(X,y,2) = (-X,y,2) €
T,(x,y,2) = (z,x,y). Determine:

a) T, +T,
b) T,-T,
Cc) T,°T,
d T,°T,
e) T, +T,
f) T,oT,
9) T,°T,
h) T,oT,
i) T,oT, o™y
) TioTzeT,

2. Sendo C a base canbnica do R® e T,T, eT,
operadores lineares de R® definidos por

Tl(Xiy’Z) = (X!X - y!Z)1 TZ(X,y,Z) = (leiy + Z) €
T3(X,y,2) = (X + z,x,y). Determine:

a) [T, + T,I¢

b) [T, + T.JS

c) [T, + T,+ T
d) [T, ° T,1¢

e) [T, ° Tl

f) [T, e Tale

g) [T, T,0 Toc

3. As transformacdes lineares T : R* — R e
L: R* —» R°sdo tais que T(x,y,z,t) = (x + Y, z
+ 1) elxy) = Xxyx-y).
a) Sendo A a base candnica do R* e B a base
candnica do R? determine a matriz [T]5.

b) Sendo B a base canénica do R’ e C a base
candnica do R®, determine a matriz [L]E.

c) Sendo A, B e C as bases candnicas do R*,
R?e R3 determine a matriz [L ° T]%.

4. SejaT: M,,(R) — R*uma transformacao line-
. ab
ar definido por T c d =(a+bb-c,c+d,d).

a) Mostre que T € um isomorfismo
b) Determine sua inveersa

c) Mostre que T o T =id, onde T é a inver-
sade T e que id é a identidade.

d) Determine [T o T3, onde A e B s#o as
bases canénicas de M,,(R) e R* respec-
tivamente.

e) Mostre que [T]R = (T]a)™

5. Sejam T e S dois oparadores lineares definidos
em P_, tais que T(a + bt + ct? + dt®) = b + 2¢c +
3dt? e S(a + bt + ct®> + dt®) = d + ct + bt? + at’.

a) Determine [T © S]3, sendo A a base candni-
ca de P_;e B uma base P_; de definida por
B={12-tt5t-t}.

8.5 OPERADORES LINEARES
8.5.1 Definicéo

As transfprmaces lineares T de um espaco
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vetorial V em si mesmo, isto é, T : V — V séo
ditas operadores lineares.

Como exemplos temos:
a) T: R* — R* definida por
T(a,b,c,d) = (0,0,a + b,c-d)
b) D : P_; — P_; definida por
D(a + bx + cx* + dx’) = b + 2cx + 3dx

c) J: M,,(R) — M,,(R) definida por J(A) = A',
onde AT é a matriz transposta da matriz A.

d) T: C — € definida por T(z) = z.

8.5.2 Operadores Inversives

Diremos que o operador linear T : V —> V é
inversivel se, e somente se, existe um operador
S:VoVtalqueTeS=ST=id

Equivalentimente temos que:

Diremos que o operador linear T : V > V é
inversivel se, e somente se, T € um operador
linear bijetivo.

Observacoes:

Sendo T : V — V inversivel, denotaremos o
operador inverso por T*:V — V.

Quando o operador T admite a inversa T, diz-
se que T é inversivel, invertivel, regular ou ndo-
singular.

8.5.3 Propriedades dos operadores Inversives
Seja T um operador linear.

Diremos que o operador linear T :V —> V é
inversivel se, e somente se, kerT = {6}.

De fato T é invetivel se, e somente se, T é bije-
tivo. Logo T é injetivo, onde concluimos que
kerT = {0}.

Sendo kerT = {6}, temos o operador T € inje-
tivo e como consequécia dimKerT = 0. Logo,
fazendo uso da expressdo dimKerT +
dimim(T) = dimV, concluimos que T é sobreje-
tivo pois dimim(T) = dimV.

Se T é ndo-singular e B é base qualquer de V,
entdo T é linear e:

[T = (7)™
Fica como exercicio para o leitor.

Sendo assim, temos que [T15 . ([T]) = [1], e
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como consequéncia o operador T é invertivel
se, e somente se, det[T]} # 0.

Observacéo:

Se a base B for a base canbnica do espacgo
vertorial V, denotaremos [T?] = [T]™.

T é regular se, e somente se, T leva a base em
base.

Fica como exercicio para o leitor.

Exemplo 15: Seja T : R? — R? um operador
definido por T(x,y) = (X + Yy, X = y).

a) Mostre que T é nao-singular.

b) Encontre uma regra para T como a que
define T.

c) Se B = {(1,0),(0,-1)} é uma base do R?
verifique que [T15 . ([TI)™

Solucéo a :

Basta mostrar que o KerT = {(0,0)}.

De fato:

KerT = {(x,y)e R*|T(xy) = (0,0)}

O nucleo do operador é dado por , deste modo
teremos que:
+y=0

Tuyrwx+wx—w—wam:{x ,
x-y=0

onde

concluimos que x =y =0.

Logo o KerT = {(0,0)}, e portanto T € ndo-sin-
gular.

Solucéo b:

Seja € = {(1,0),(0,1)} a base canénica do R?
temos que:

T(1,0) = (1,1) = TX1,1) = (1,0)
T(0,1) = (1-1) = T41,-1) = (0,1)

Sendo T invertivel temos que , T leva a base €
numa base B = {(1,1),(1,-1)}. Sendo assim
temos que:

V(xy)e R? (xy) = a(1,1) + b(1,-1) emplicado
que a=—X;y ep=2"Y

_X+y
2

2
(x,Y) u0+5§¥a—n

T (xy) ==

Y X—¥Y 4
TN+ —LT77'(1,-1
5 11 5 -1
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T (xy) =Y (10)+ o

(570} (053]
(55

c) Vamos determinar [T]§.
T(1,0) = (1,1) = 1(1,0) + (-1)(0,-1)
T(0,-1) = (-1,-1) = (-1)(1,0) + (-1)(0,-1)

-, 2

Sendo assim temos ([T]E)1: 21 ?
2 2
Vamos determinar [T-];.
11 1
T7(10) = (2 2) 2(10) (- E)(O,*D
PR B I | No-
T7(0,-1) = ( 5 2) 2(10) (- 2)(0, 1)

Donde concluimos que [T5= ([T}])™

Exemplo 16: Seja T : M,5(R) = M 4(R) um
operador definido por T([-1 0 0]) =[0 1 0],
T[0O 1 0)=1[1 1 0]

eT(O 0 1)) =[0 O 1].
a) Verifique se T € ndo-singular.
b) Caso T seja ndo-singular, determine T,

c) Se ¢ é base canbnica de M, 4(R), verifique
que [T7] = [T]"

Solucéo a:

Basta mostrar que T leva base em base por
exemplo.

Afirmoque oo ={[-1 0 0],[0 1 O],[0 O 1]} e
B={[0 1 0],]2 1 0],[0 O 1]} sdo bases de
My,a(R).

De fato:
a=[-100]+b[010]+c[001]=
[a00]+[0b0]+[00c]=

[0 0 0]
[0 0 0]
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[[abc]+[000] = a=b=c=0

Portanto o conjunto oo={[-1 0 0],[0 1 O],[0 O 1]}
é L.l. Sendo dimM,,;(R) = 3, temos 0 conjunto
o & uma base de M,,5(R).

Mostraremos agora que B é uma base de
My,s(R).

a[0 1 0]+b[110]+c[001]=[0 0 Q]
[0ao]l+[bb0]+[00c]=[000]
[bpa+bc]=[000 = a=b=c=0

Portanto o conjunto B={[010],[2 1 O],[0 O 1]}
é L.I. Sendo dimM,,;(R) = 3, temos 0 conjunto
B é uma base de M,,;(R).5r

Como T é definido por T([-1 0 0]) =[0 1 0],

TO 1 0)=[110]eT(0 0 1])=1[0 0O 1],
temos T leva a base o na base . Onde con-
cluimos que T é nao-singular.

b) Vamos determinar T,

Tomando
v;=[-100],v,=[01 0],vs=[0 0 1],
=[010,u,=[110]eu=[00 1]
temos

Tv)=u, & T'u)=v,
Tv,) =u, & TYu)=v,
TV) =u; © THu) =V,
[xy zl=a[0 1 0]+Db[1 1 0] +c[0 O 1]

[xyzl=[0aO0]+[b b 0]+][0 0 c]
b=x

[x vy z]=[b a+b c]=ja+tb=y
c=z

Logoteremosquea=y-x,b=xec=2z

Xy zZl = (y-xu; + xu, + zu,
Tx y z] = (y = x)T7 (u)+ XT(up) + 2T7(uy)
THX y z]) = (Y = X)V; + XV, + ZVy)
Sendo
(y-xvi=(y-x)[-1 0 0] =[x~y 0 0]
zv,=X[0 1 0] =[0 x 0]
v;=2[0 0 1] =1[0 O Zz]
Temos
T-1(x y z) =[x-y x 2]
Solucao c:

Diremos que [T*] = [Tt e [T .[T1 =11
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Em primeiro lugar vamos determinar a lei do

operador T f C EXERCICIOS PROPOSTOS

Temos que:

[xy Z]=a[-1 0 0]+ b[0 1 0] +c[0 0 1] 1. Em cada caso abaixo, verifique quais dos oper-

adores lineares sdo inversiveis, e nos casos

xyzl=[00]+[0b0]+[00 c] afirmativos determine uma férmula para T, [T]
[xy zl=[abcl]=a=-xb=yc=z e [T7].
Xy z]=-x[-1 0 0] +y[0 1 0] +2[0 O 1] a) T: R*— R? T(xy) = (vX)
tl(x y 2)] = —XT(v,) + yT(v,)+ zT(v3) b) T: R> = R? T(x,y) = (y - X,X)
tl(x y 2)] = —xu, + yu,+ zu, c) T: R? = R? T(xy) = (yX +Y)
Onde concluimos que d) T: R> = R? T(x,y) = (0,x-)
T(xyzZ)=1Ily y-x z]. e) T: R*— R% T(xy) = (2x-y,0)
Sendo assim vamos determinar [T]° = [T]. f) T:R* = R? T(xy) = (v, x)
Para isto, vamos calcular a imagem de cada 0) T: R* — R? T(xy) = (-y + XX
vetor da base canonica €, pela aplicagéo T. hyT: R® > R® T(xy,2) = (V,X,2)
T([1 0 0)=1[0 -1 0] ) T:R®— R? T(xy,2) = (X + Y,x,2)
T(0O10)=1[110] D T:R*= R®T(xy,2) = (yx,z-Y)
T(0 0 1) =10 0 1] N T:R®— R® T(xy,2) = (x-y,0,z-X)
Logo teremos: m)T:R® > R® T(xyz) = (X+Yy+2zxyY)
0 10 n) T: R®—= R T(x,y,z) = (0,x,x — 2)
[T]: -1 10 (N
0O 0 1

Vamos determinar [T"]; = [T]. 8.7 Matrizes Semelhantes

Sabemos que T*([x vy z]) =[x-Yy x z]. Desta
forma, vamos calcular a imagem de cada vetor
da base candnica €, pela aplicagdo T™.

T[L 0 O) =[1 1 O]

Dado um operador linear T :V — Ve uma
base qualquer B de V, vamos denotar [T]‘fi por
[t], isto &, [T]h= [T];.

Sejam T :V — V um operador linear, o e B
TH0 10)=[11 0] bases de V, [t], e [t]; as matrizes que represen-

TX[0 0 1) =1[0 0 1] tam o operador T nas bases o e B, respectiva-
mente. Sendo assim temos que

Logo teremos:
[ty = [5)*. [, . [1% sendo [T], a matriz

1 10
[T’ﬂ 11 0 o ) mudanca de base B para a base a.
0 0 1 De fato: Dadas asa bases o e 3 bases de V,
temos que [T(V)]; = [Tls- [VIg € [T(V)]. = [Te- [V]o-
De (1) e (INtemos: Sendo [1]®, a matriz mudanca de base B para a
1 -1 0\/(0 10 100 base o, tem-se que:
[T'][T]=|1 0 o||-1 1 0|=/0 1 0 M, =01V e [T\, =[1%. [TW)]; desta
0 o0 1){0 0 1 0 0 1 forma ao substituir [v], = [I]% . [Vl e
, s WL = 015 . TW] em TV, = [ M.
Ondde concluimos que [T™] = [T]™. obtemos

[0% . [Ty = [T [0 - V]

Sendo [I]%, inversivel, logo teremos:
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TV = O[Tl - [51 - [V

Sendo [TW]; = (1) [Tl - [1% - M e [TW)]; =
[T]s- [V]s. teremos que:

[Tls. Vs = ([ 2[T],. - [ . [Vl onde conclui-
mos que [Tl = ([19)".[T]. . [T:.

Denotando [I]® = M, teremos

[T]; = M™[T],.M.

Desta forma diremos que as matrizes [T]ze [T],,
séo ditas semelhantes.

Exemplo 17: Seja T : R* — R? um operador lin-
ear. Se o0 = {(11_1)1(01_2)} e B = {(_1!1)1(11_2)}

1 0

sdo bases do R%e [T]. —( ] Determine

[t]s, fazendo uso da relacéo

[T]; = M™[T],.M.

Solucao:

Vamos em primeiro lugar determinar a matriz M
= [

De modo geral, temos que todo (x,y)e R* se
escreve na base o do seguinte modo:

_X*y

(x,y) = x(1,=1) +( )(0,-2)

Sendo assim temos:
(_1!1) = _1(1!_1) + 0(0!_2)
(1-2) =111+ 2(0-2)

-1
Logo M=

N|—= —

e:

M — -1 2
0 2

logo:

[T]= M™[T],.M
1 2)(1 0
[T]B_Eo 2}'[—2 =)
-1 1
5 -2 5 -6
[T]ﬁ_(—4 —2} o 1 _[4 —5]
2

Uma forma pratica de determinar M =[]’ é a
seguinte:

N——
o L
N|—= —

2- Sabendo que [I]i —{

10 .
Vamos chamar o = [ } , amatriz das coor-

denadas da base o = {(1,-1),(0,-2)} e

1
base B = {(_171)1(11_2)}

Desta forma vamos determinar M = o . B,
onde o é a matriz inversa da matriz o.

-1 1
B=[ —2}’ a matriz das coordenadas da

Logo:

_— 10, oy (1
g , _
T o1y 2)7 o

N|[—= —

Uma propriedade entre duas matrizes semel-
hantes [T], e [T]; é a seguinte:

8.7.1 Propriedade entre matrizes semelhantes

Dadas duasa matrizes semelhantes [T], e [T]g,
temos que det[T], = det[T];.

Demonstragao:

Sendo [t], e [t]; semelhantes, temos que existe
uma matriz M = [I} tal que [T]; = M™[T],M.
Destab forma calculando o determinante de [t],
teremos:

det[T], = det(M.[T],M) = detM. det[T],. detM
det[T]; = 1. det[T], . 1 = det[T],

/j ( , EXERCICIOS PROPOSTOS

Sejam o = {(2,0),(0,2)}, B = {(-1,2),(0,1)} e
¢ = {(0,-1),(2,0)} bases do R?, Determine:

a) [l
b) 1T,
c) [
d) 115

1 —_—
0 2} e a= {(1,0),(0-1)}

detrermine a base f.

Sejam o = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,-1)} e
B = {(-1,0,1),(0,1,0),(0,1,-1)} bases do R?,

a) Determine [I];.
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b) Utilizar a matriz obtida no item a) para
1

calcular [v];, sendo [v], =|2].
0

c) Determime a matriz [1]%.

Sejam o = {(1,-1),(0,1)} e B = {(0,-1),(-2,0)}
bases do R? Determine em cada caso abaixo
a matriz M, tal que [T]; = M™.[T] M.

a) T: R*— (R), T(xy) = (¥,X)

b) T: R?— R? T(xy) = (Y - X,X)

c) T:R?— R% T(xy) = (VX +Y)

d) T: R?— R T(xy) = (2x +y, X -Y)
e) T: R? = R? T(xy) = (2x - V)

) T:R*— R’ T(xy) = (v, x)

g) T:R*— R%T(xy) = (-y +xX%)

Sejam o = {(1,-1,0),(0,1,0),(0,0,2)} e
B = {(0,-1,0),(-2,0,0),(0,~1,1)} bases do R°.
Determine em cada caso abaixo a matriz M, tal
que [T]; = M[T] M.

a) T: R*—= R’ T(x,y,2) = (V,x,2)

b) T: R®—= R® T(x,y,2) = (X + V,X,2)

c) T: R*= R’ T(xy,2) = (y,x,z - Y)

d) T: R*= R’ T(x,y,2) = (X - y,X,Z — X)

e) T: R*—= R’ T(x,y,2) = (X + V,2,X,2)

) T:R®= R® T(x,y,2) = (VXX - 2)

63






UNIDADE IV

Polinbmio caracteristico e Diagonalizacéo






TEMA 09

Polinbmios sobre matrizes

Seja A uma matriz quadrada definida sobre um
corpo K- Definimos as poténcias de A por:

A=A A
A3 = A7 A;
At =A% A;

A" =A" Are

Al =

Assim para qualquer polindmio

f(x) = a, + ax + a, X% + ... + a.x"

onde ae K Podemos definir o polinémio f sobre
matriz A, como sendo a matriz:

f(A) = agl + a,A + a,A? + ... + a, A"

Observe que f(A) é obtido de f(x) substituindo
a variavel x pela matriz A e substituindo o
escalar a, Pela matriz escalar ayl.

Se f(A) € a matriz nula entdo A é chamado de
zero ou raiz de f(x)-

Exemplo 1: Dada a matriz A calcule o valor do
polinbmio dado em A:

— 12 _ 9t _ . _ -2 -5
a) f(t) = 2 - 3t 18,A_L4 _J

— 2 _ . _ 7 -3
b) g(x) = x 5x+1,A_L_’ _2}

2. A |1 -1
) h(t)—t+9,A—{0 1}

Solucgao:

he _ -2 5] [-2 5| _[24 15
-4 -1||-4 -1 12 21

f(t) =t*-3t-18

f(A) = A% - 3A - 18|

-5 2ol S

24 15 6 15| |-18 O
f(A) = + +
12 21 12 3 o0 -18
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12 30
A = {24 6 }
) {7 -3} {7 -3} {34 —15}
b) AZ = . =
5 -2||5 -2 25 -1
gx) =x*-5x+1
g(A) = A>-5A + |

O N
- 0 W Y

00
a(A) {0 o}

, {1 —1} {1 —1} {1 —2}
c) A® = . =
0 1|0 1 0 1
ht) =t?+9
h(A) = A% + 9I

(08 ML

w s 38

1 2 - .
Exemplo 2: Seja A = {3 4} . Verifique se A é

raiz dos polinémios f(x) = 2x*—-3x + 5 e g(x) =
X2-3x+7-

Solucéo:

w2

f(x) =2x2-3x +5
f(A) = 2A? - 3A + 5|

f(A)—2{7 —6}_3{1 Q}FSF O}
-9 22 3 -4 0 1
f(A)—{16 —18}

-27 61
g(A) = A2 + 3A - 10l

@[ iy ey
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@

(ii)

00
A)=
"y
Assim A n3o é raiz do polinémio f(x), Mmas € raiz

do polinémio g(x).

Teorema 9.1: Sejam f e g polinbmios quais-
quer. Para qualquer matriz quadrada A e qual-
quer escalar k temos:

() (f+ g)(A) =f(A) + g(A)
(i) (f. 9)(A) =f(A) . 9(A)
(iii) (K.f(A) = k . f(A)

(iv) (OA) . g(A) = g(A) . f(A)

Observe que o produto de dois polinbmios em
A comuta como vemos no item (iv).

Demonstragéo:

Suponha que

f(x) = ay + a;x + a® + ... + a,x"

e

g(X) = by + byx + bx* + ... + b x".
Ent&o, por definicdo

f(A) = agl + a,A + a,A% + ... + g, A"

e

g(A) = byl + b,A + b,A? + ... + b A"

Suponha que m < n, assim b, = 0 parai > m.
Entédo

(f+9)(x) = (a; + by) + (ay + by)x +
+ (2, + b)X® + ... + (a, + b)x"

(f + 9)(A) = (a + by)l + (a; + b,)A +
+ (a, + by)A?2 + ... + (a, + b,)A"
(f+9g) =agl + byl +a,A+ bA

+ a,A? + b,A%+ ... + a, A"+ b A"
(f+ 9)(A) = f(A) + g(A)

Por definicédo

(f.9)(X) = CumX™™ + ... + X% + C X + €
(F-9) (x) = 2 ",
k=0

k
onde ¢, =a,b, +ab, , +... tab, => ab,
i=0

n+m

Portanto (f-g)(A) =Y cA“ e

f(A)-g(A)= anZm abA"

i=0 j=0

f(A)-g(A) =2 cA"
k=0
f(A).9(A) = (F9)(A)
Deixamos como exercicios a demonstracdo de

(iii) e (iv).

Os exemplos a seguir sdo para ilustrar as pro-
priedades e para relembrar como devemos
proceder para operar polindmios.

Exemplo 3: Dada a matriz A = E) _11} e os

polinémios f(t) = t* - 3t — 18 e g(t) = t* - 5t +
1, calcule:

a) (f+g)(A) e f(A) + g(A);
b) (f. 9)(A) e f(A) . 9(A);
c) (2.9H)(A)e2.f(A);

d) g(A) . f(A).

Solucao:

Vamos inicialmente calcular A? que serd utiliza-
do em todos os itens deste exemplo:

A2:1 -1 1 -2
0O 1]]0 1 0 1
a) Agora sabendo que f(t) = t2 — 3t — 18 e
g(t) = t* - 5t + 1, temos:
(f+9)(t) = f(t) + g(t)
(f+g)(t) =22 -8t-17
(f + g)(A) = 2A% - 8A — 17|

1 -2 1 -1 10
(f+g)(A)—2{0 1}—8{0 1}—17{0 J

23 4
(f+g><A>—{ ) _23}

f(A) = A? - 3A - 18|

f(A)_F —2}_3{1 —1}_18{1 0}
0 1 0 1 0 1

&7

g(A) = A2~ 5A + |

a1 2] [T ][0
o ){o 1} 0 1}{0 1}




f(A) +g(A) = {io _;_0} {03 _33}

f(A

>+g(A)—{23 ! }

0 -23

Assim observamos o item (i) do teorema 9.1
(f+9)(A) = f(A) + g(A).
b) Vamos obter agora (f . g)(A)

(f.9® =f(t). g

(f.g)(t) = (? - 3t - 18)(t* — 5t +1)

(f. g)t) = (2 - 3t — 18)(t* - 5t +1)
(f.g)(t) =t' - 8- 2 + 87t - 18

(f. g)(A) = A* - 8A® — 2A? + 87A - 18|

. s n» {1 —2} {1 —2} {1 —4}
At =A2.A2% = . -
o 1//o 1] |o 1
A3—A2-A—P _2H1 _1}_{1 _3}
o 1]]/o 1] |o 1
cam| T e[t BT 2],
(t-9)( ){o 1} {o 1} {o 1}
+87{1 1}—18{1 0}
0 1 0 1

60 -63
(f-g)(A){0 60}

Calculando f(A).g(A), temos:

-20 1 -3 3
f(A)-g(A)—{O _ZOMO _3}

60 —63}

f(A) - g(A)—{ 0 60

Assim observamos o item (ii) do teorema
9.1 (f.g)(A) =f(A) . g(A).

Obteremos agora (2 . f)(A):

(2.9 =2.f(t) =2(t> - 3t-18)

(2.f)(t) =2t2-6t-36

(2. f)(A) = 2A? - 6A - 36l)

(2.f)(A)—2L; _ﬂ—e{; _11}—36{; ﬂ

(2- f(A) = {go —4210}

Calculando 2 . f(A), obtemos:
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-2 1 -4 2
2. f(A)=2 0 _| 0

0 -20 0 -40
Assim observamos o item (i) do teorema 9.1
(kHA) =k . T (A).

d) Finalmente vamos calcular g(A) . f(A) :

g(A)~f(A)={_3 SH—ZO 1}

0 -3]l 0 -20
60 -63
g(A): f(f\)—{O 60}

Aqui podemos concluir dois fatos interes-
santes:

1° Exemplificamos o item (iv) f(A) . f(A) =
g(A) . f(A), do teorema 9.1;

2° Apesar do produto de matrizes ndo ser comu-
tativo, temos aqui, pelo teorema 9.1, um grupo
de matrizes que comutam: Se duas matrizes
sdo imagens de duas matrizes quaisquer, por
fun¢des polinomiais, entdo essas matrizes co-
mutam no produto de matrizes.

9.1 Matrizes e operadores lineares

Seja T : V — V um operador linear no espaco
vetorial V. Podemos definir poténcias de T
através da operacdo de composicdo de oper-
adores, isto &,

T2=ToT;
T =T20T;
TP =T3oT;
T =To T,
e

TO=1.

Da mesma forma que fizemos com as matrizes,
podemos definir também para qualquer
polindbmio

f(x) = ap, + a;x + ax® + ... + ax",

o operador f(T):

f(T) = a)l + a,T + a, T+ ... + a,T"

onde | é agora o operador identidade. Também
dizemos que T € um zero ou raiz de f(x), se f(T)
€ igual ao operador nulo, ou seja, f(T) = 0.

As relacdes do Teorema 9.1 sdo validas para
operadores lineares, assim como eram para
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matrizes.

Seja A a representacdo matricial do operador
linear T. Entdo f(A) é a representacdo matricial
de f(T) e, em particular, f(T) = 0 se e somente
se f(A) = 0.

Exemplo 4: Seja T : IR? — IR?, a transformagao
linear definida por T(x,y) = (x — 2y, 4x + 5y).
Verifique se T é raiz dos polinbmios abaixo.

a) f)=t?-3t+7
b) g(t) =t -6t + 13
Solugéo:

Em primeiro lugar calcular vamos obter a
matriz [T]:

T10)=(1-2.04.1+5.0)=(14) =
1.(1,0)+ 4. (0,2)
T01)=(0-2.14.0+5.1) = (-2,5) =
—2.(1,0) + 5. (0,1)

U
=y 2le 2o )
Assim

a) ft)=t?-3t+7
f([tD) = [t]* - 3[] + 71

(R s R D D]
JCRPIN

b) g(t) =t -6t + 13
g([T]) = [T]* - 6[T] + 13

o[zt 1oy 2]l ]

g[m] = B 8}

Como f(A) # 0 e g(A) = 0, concluimos que
A é raiz apenas do polinémio g(x), e portan-
to T também o é.
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5 1

g(A), f(B), g(B) onde f(x) = 2x* - 5x + 6 e
g(x) = t2 - 2t>+t + 3.

. 2 -3 1 2
Sejam A = eB= 0 3 . Calcule f(A),

8 12 0

Seja B=|0 8 12]|. Calcule a matriz real A
0 0 8

tal que B = A%,

Verifiqgue a validade do teorema 9.1 para os
polindmios f e g, e para a matriz A do exercicio
1.(Para a propriedade (iii) tome k = -3)

. Verifiqgue a validade do teorema 9.1 para o0s

polinbmios f e g, e para a matriz B do exercicio
1.(Para a propriedade (iii) tome k = 5)

. Sabendo que as propriedades demonstrada

para o teorema 9.1 sdo validas também para
operadores lineares, verifiqgue-as para o oper-
ador T ; R® — R? definida por T(xy,z) =
(2x,y,2), e os polindémios f(t) =t*-2t* +t + 3
eg(t) =t3— 4t + 5t - 2.

9.3 Polindbmio Caracteristico

9.3.1 Polinbmio caracteristico de uma matriz

Seja A = [a;] uma matriz quadrada de ordem n.
A matriz

M=A-tl,
onde |, é a matriz identidade de ordemnet é

uma incognita, pode ser obtida subtraindo-se t
de cada elemento da diagonal de A.

Definimos o polinbmio caracteristico p(t) da
matriz A por

p(t) = det(M) = det(A - tl,)

Teorema 9.2: Toda matriz A é raiz de seu
polinémio caracteristico.

Demonstragao:

De fato, para p(t) = det(A - tl,) basta substi-
tuirmos t por A, entdo obtemos



p(A) = det(A — Al)) = det(A — A)

p(A) = 0, como queriamos.

Exemplo 5: Determine o polinbmio carac-
. . 1 3
teristico da matriz A = .

2 5

Solucao:
p(t) = det(A - tl,)

p(t)=detﬂ; 1o OD

p(t)=detr;t ® }

5-1

—_

pt) =(1-H>B-1)-6
pit) =t2-6t-1

Exemplo 6. Determine o polinbmio caracte-

11 2
ristico da matriz A=|0 3 2]|.
139
Solucédo
p(t) = det(A - tl,):
11 2 100
p(t)=det||0 3 2|-t{0 1 0
139 0 0 1
[1-t 1 2
p(t)=detf 0 3-t 2
|1 3 9-t

p(t) =t -13t2 + 31t - 17

Exemplo 7. Determine o polindmio caracteris-
tico da matriz

5 -2 6 -1

0 3 80
A= .

0 0 5 4

0 0 0
Solucgao:

p(t) = det(A - tl,)

5 2 6 -1 [1 000
0 3 -8 0 0100
p (t) = det ~t
0 0 5 4 0010
0 0 0 1 000 i
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p) =(6-3)B-H>B-H(1-1)
p(t) = t* — 1483 + 68t> - 130t + 75

7 C EXERCICIOS PROPOSTOS

Determine o polindbmio caracteristico de cada
uma das matrizes abaixo:

o A[® 3
2 10

b B*_7 -1

) P76 2
5 2

C:

©) 4 4}
12 3

d) D=3 0 4
6 4 5

1 6 -2
e) E=|-3 2 0
0 3 -4

Teorema 9.3: Matrizes semelhantes possuem
0 mesmo polinbmio caracteristico.

Demonstragao:

Sejam A e V matrizes semelhantes, digamos
gue B = PAP, onde P é inversivel.

Sabemos que tl = PtIP™, assim temos
Pg(t) = det(B - tI) = det(PAP™ - tI)
Pg(t) = det(PAP — PtIP)

Pg(t) = det[P((A - t)P™]

Pg(t) = det(P).det(A — tl).det(P™)

Pg(t) = det(A - tl)

Pg(t) = Pa(t)

9.5 Polindmio caracteristico de um operador lin-
ear

Seja T : V — V um operador linear sobre um

71
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espaco vetorial V de dimens&o finita. Definimos
0 polinbmio caracteristico p(t) de T como
sendo o polinbmio caracteristico de qualquer
representacdo matricial de T.

Exemplo 8: Determine o polindmio caracteristico
de cada um dos operadores abaixo:

a) F:IR? — IR? definida por F(x,y) = (3x + 5y,
2X = 7y).

b) D : V — V, definida por D (f) = S—I onde V é

0 espaco das funcbes de base B = {sent,
cost}.
Solucéo:

a) Vamos determinar inicialmente a matriz A
gue define F, na base candnica de IR?.

FF((()?’ 1()))—_(5)’ : 3)} AT B —57}

p(t) = det(A - tl,)

=cel[5 5] ]

p(t)= det{sz_t _75_ J

p(t) =B -1(-7-1)-10
pt) =12+ 4t-31

b) Novamente determinaremos inicialmente a

matriz A que define D, na base B = {sen t,
cos t}.

D(sent) = cost =0 . sent + 1 . cost
D(cost) = sent = -1 . sent + 0. cost
Assim obtemos

0o -1
A=

10
p(t) = det(A —tl,)

0o )-0o 7]
p(t)= det{}t ::}

pt) = (B -1
pit)=t?+1
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1. Mostre que uma matriz A e sua transposta A'
possuem o mesmo polindmio caracteristico.

2. Seja A uma matriz quadrada qualquer e f(t) um
polinbmio. Mostre que:

a) f(PAP)" = PA"P
b) f(PAP?) = Pf(A)P™
c) f(A") = [H(A)"

d) Se A é simétrica entéo f(A) € simétrica.

3. Calcule o polinbmio caracteristicos dos oper-
adores abaixo:

a) T(x,y,2) = (X + 2y + 3z, 3x + 4z, 6x + 4y + 52)
b) T(x,y,z,w) = (X +y + 2z + 2w, 3y + 3z + 4w,
5z + 5w, 6w)

c) T(xy) = (x -2y, 4x + by)

4. Determine o polinbmio caracteristico para o
operador linear D :V — V, definida por

D(f) _df , onde V é o espaco das funcfes con-
dt

tinuas de uma variavel real de base B = {cost,
sent}.

9.7 Autovalores e autovetores
9.7.1 Autovalores e autovetores de matrizes

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Um
escalar € chamado de autovalor de A se existe
um vetor (coluna) v ndo nulo tal que

Av = Av.

Qualquer vetor Satisfazendo esta relagdo é
chamado de autovetor de A associado ao auto-
valor .

Observe que qualquer mltiplo escalar kv de
um autovetor v associado a € também um
autovetor, com efeito:

A(kv) = k(AV) = k(W) = A(kv)

Os termos valor caracteristico ou valor préprio
e vetor caracteristico ou vetor préprio sdo tam-
bém usados no lugar de autovalores e autove-
tores.



9.7.2 Propriedades dos autovalores e
autovetores de matrizes

Propriedade 1: Seja A uma matriz quadrada.
Sao equivalentes:

(i) O escalar é um autovalor de A.
(i) A matriz M = A — Al é singular.

(ii)O escalar é uma raiz do polinbmio carac-
teristico p(t) de A.

Propriedade 2: Seja A uma matriz quadrada
sobre o corpo dos complexos. Entdo a matriz
A possui a0 menos um autovalor.

Propriedade 3: Os autovalores de uma matriz
diagonal sdo os elementos de sua diagonal
principal.

Propriedade 4: Sejam v,, v,,...,v,, S840 autove-
tores de uma matriz A associados aos autoval-
ores distintos A,, A,, ... ,A,. Entdo Vi,
V,,...,V, Sao linearmente independentes.

Propriedade 5: (Teorema da matriz inversiv-
el)

Seja A é uma matriz quadrada. Entdo A é inver-
sivel se, e somente se, o escalar zero ndo é
autovalor para A.

Observacéo:

E muito simples determinar se um vetor é
autovetor de uma matriz, como também é sim-
ples decidir se um escalar é um autovalor,
como mostram os exemplos abaixo.

o[y

3
% —{ 2} serd que u e v sdo autovetores de A?

1
Exemplo 9: Sejam A_{S

Solucgao:
(1 6][6] [24 6
Au= . = =—4.
15 2] |-5] |20 -5
Au=-4.u

(1 6][3] [-9 3
Av = . = #A- ,
15 2| [-2] |11 -2

Concluimos enté@o que u é autovetor de A asso-
ciado ao autovalor — 4, ao passo que v ndo é
autovetor de A, pois Av ndo é multiplo escalar
de v.
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Exemplo 10: Mostre que 7 é um autovalor da
matriz A do exemplo anterior e determine os
autovetores associados.

Solucéo:

Como o 7 é autovalor de A, entdo satisfaz a
equagao

Au = 7u
X pe .
onde u= M € autovetor associado ao auto va-

lor 7. Assim temos
Au-7u=0
(A-7hu=0

1 6 . 10 x| |0

5 2 0 1|)]y| |0

6 6] [x] [0

|5 5]y 0

[-6x+6y] [0

| 5x-5y | |0

Temos entdo um sistema possivel, mas indeter-
minado, pois uma equacao é multipla escalar

da outra, portanto pelo escalonamento obte-
mos

1
Assim temos que todo vetor da forma XL]

com x # 0, € um autovetor de A associado ao
autovalor = 7.

9.7.3 Autovalores e autovetores de oper-
adores lineares.

Seja T um operador linear. Um escalar é
chamado de autovalor de T se existe um vetor
v ndo nulo tal que T(v) = Av.

Qualquer vetor Satisfazendo esta relacdo é
chamado de autovetor de T associado ao auto-
valor .

O conjunto W, de todos os autovetores de V
associados a , formam um subespaco de V
chamado de auto-espago. Com efeito, 0e W,
pois T(0) = 0 = AO, para v;, v, €W, temos
T(vy + V) = T(vy) + T(v,)

T(v, + V,) = Av; + AV,
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T(vy + V,) = AV, + V)

portanto v, + v, eW,, e

T(kv) = kT(v) = k(Av) = A(kv), para todo k no
corpo.

De maneira analoga podemos demonstrar que
cada autovetor associado ao respectivo auto-

valor de uma matriz quadrada gera um sube-
spago.

9.7.4 Propriedades dos autovalores e
autovetores de operadores lineares

Seja T um operador linear sobre um espaco de
dimensao finita V:

Propriedade 1: T pode ser representado por uma
matriz diagonal D se e somente se existe uma
base B de V formada apenas por autovetores de
T. Neste caso, os elementos diagonais de D sdo
0s autovalores correspondentes.

Propriedade 2: Seja T um operador linear. Sao
equivalentes:

(i) O escalar é um autovalor de T.
(i) O operador linear T — Al é singular.

(iii)O escalar é uma raiz do polindmio carac-
teristico p(t) de T.

Propriedade 3: Seja V um espaco vetorial
complexo. Entdo T possui a0 menos um au-
tovalor.

Propriedade 4: Sejam vy, v,,...,v,, S&0 autovetores
ndo nulos de um operador linear T associados
aos autovalores distintos A;, A,,...,A, Entdo
Vi, Vs,...,V, SA0 linearmente independentes.
Propriedade 5: Sejap(t) = (t—a))(t—a,)...(t—a,)
o polinémio caracteristico de T. Entdo T é seme-
Ihante a matriz diagonal D = diag(a,, a,,...,a,).

Propriedade 6: Seja A uma representacdo
matricial de T. Entdo T é diagonalizavel se, e
somente se, A é diagonalizavel.

) 3 -4
Exemplo 11: Seja A = .
2 -6

a) Determine todos os autovalores e
autovetrores correspondentes.

b) Determine matrizes P e D tais que P é ndo
singular e D = P*AP é diagonal.
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Solugéo:

Nesse exemplo, mostraremos 0S passos
necessarios para obtermos o polinbmio carac-
teristico de matrizes de ordem 2 de uma
maneira bem simples.

a) Para qualquer matriz A de ordem dois seu
polinbmio caracteristico é dado por:

p(t) = t* — tr(A)t + det(A), onde tr(A) é o
traco de A (somatdrio dos elementos da
diagonal principal de A) e det(A) o determi-
nante de A.

Assim
p(t) = t? + 3t-10

cujas raizes sdo A, = 2 e A, = -5 e s&o tam-
bém autovalores de A.

Vamos agora determinar os autovetores
associados a cada auto valor:

Seja v,(x,y) 0 auto vetor associado ao auto-
valor A, = 2. Assim

R
ooy L) o

[ x-4y | [0
| 2x — 8y 0

x—4y =0
2x-8y =0
{x-4y =0
{x=4y

A solucdo do sistema € entdo (4yy) =
y(4,1). Assim v; = (4,1) é o auto vetor asso-
ciado ao autovalor A, = 2.

Procedendo da mesma maneira para
A, = -5, temos:

= b))



8x—-4y=0
2x-y=0
{2x-y =0
{y = 2x

A solucdo do sistema é entdo (x,2x) =
x(1,2). Assim v, = (1,2) é o auto vetor asso-
ciado ao autovalor A, = -5.

b) Seja P a matriz cujas colunas séo v, e v,.

Entdo P = F 1} , obtendo a matriz inversa
1 2

dep P =1 N _1,
' 712 4

2
temos D=P'AP = 0 }
0 -5

/j | , EXERCICIOS PROPOSTOS
., 3 3 2
E verdade que = 2 é autovalor para A = 3 8 ?

3 1
E verdade que u € autovetor para

A:731?
3 8

4
E verdade que |-3| é autovetor para
3 7 9 !
=|-4 -5 1]|?
2 4 4
3 0 -
E verdade que A=l2 3 1 for para
-3 4 5

Determine uma base para o auto-espaco asso-
ciado a cada autovalor.

A_F 0}

a) 2 1 y=1 1r=5
55
A=
b) 3 9] ar=10
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10.

11.

4 0 1

A=|-2 1 0

o L2201 y=1 r=221r=3
(4 2 3

A=|-1 1 -3

d) _2 4 9 , 7\' — 3
12 3

Para A=|1 2 3| determine um autovalor sem

12 3

fazer qualquer célculo e justifique sua resposta.

Explique por que uma matriz quadrada de
ordem 2 pode ter no maximo dois autovalores
distintos. Explique por que uma matriz quadra-
da de ordem n pode ter no maximo n autoval-
ores distintos.

Seja um autovalor para a matriz inversivel A.
mostre que ~* € um autovalor para A™.

Mostre que A e A'tém os mesmos autovalores.

Considere uma matriz quadrada A de ordem n
com a propriedade de que a soma de cada
linha tem 0 mesmo valor s. Mostre que s € um
autovalor para A.

Determinar autovalores, em IR, e autovetores
de

a) T(xy) = (y.x)

b) T(xy) = (-y,x)

c) T(x.y.z) = (x.y,0)

d) T(xy) =(x+y, x-y)
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TEMA 10

DIAGONALIZAGAO

Agora temos as ferramentas matematicas
necessarias para determinar quando uma
matriz quadrada A ou uma matriz associada a
um operador T sobre um espaco de dimenséo
finita V é diagonalizavel. Antes comegarmos a
falar de diagonalizagcdo propriamente, veremos
um método para calcular A*, onde A é uma
matriz quadrada.

10.1 Determinacio de A*

A informacg&o sobre autovalores e autovetores
contida numa matriz A pode ser apresentada
através de uma fatoragéo util do tipo

A = PDP™.

A fatoracéo acima nos permite calcular A* rap-
idamente para valores grandes de k, uma idéia
fundamental em muitas aplica¢des de algebra
linear.

5
Exemplol: Se D= {O

S
o5 210 312 3]

5 0
Em geral D* =
9 {o 3"

0 o -
3| entéo :

]parakZl.

Agora vejamos para uma matriz qualquer
A = PDP™, com P uma matriz inversivel e D
uma matriz diagonal:

Exemplo 2:. Seja

w77

Determine uma férmula para A%, dado que
A = PDP-%, onde

o[t 3 eo-ls Y

Solucéo:
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O aplicando o método para obter a inversa de
P temos:

o [2 1
-1 -

Assim
A2 = (PDP-)(PDP-)
A® =PD (P'P)DP"!

——
|

A2 = PD?P
A® = A’A = (PD*P)(PDP™)
A® =PD? (P~'P) P

—_——
|

A* = PD°P

Em geral para k =1,

A% = pPDKp?

Ak:1 1]/5 of[2 1
-1 -2]lo 3| -1 -1

Al _ 2.5% 3 5¢ — 3
2.3-2.5 2.3_5*

Teorema 10.1 (Teorema da diagonalizacdo):
Uma matriz quadrada A de ordem n é diago-
nalizavel se, e somente se, A tem n autovetores
linearmente independentes.

De fato, A = PDP, onde D é uma matriz diago-
nal se, e somente se, as colunas de P séo os n
autovetores de A linearmente independentes.
Nesse caso, 0s elementos da diagonal principal
de D sdo os autovalores de A associados,
respectivamente, aos autovalores em P.

Em outras palavras se A é a matriz de um oper-
ador linear T : V. — V, com V espaco vetorial de
dimensédo finita, A é diagonalizavel se e
somente se existem autovetores suficientes
para formar uma base para V. Chamamos tal
base de base de autovetores.

Demonstragao:

Primeiro, observe que se P for qualquer matriz
quadrada de ordem n com colunas v
Vi,Va, Vs,V € se D é qualquer matriz diagonal

cujos elementos da diagonal principal séo
}\'117\'21}\’31"'1}\’n, entéO

AP = A[V1,Vy,..., V]
AP = [AVL,AY,,...,Av] (1)



A 0 - 0
A .- 0
Enquanto PD=P| . ? :

PD = [MV1,AV5,.... A0V,] (2)

Suponha, agora, que A seja diagonalizavel e
que A = PDP-l. Entdo multiplicando essa
relacdo a direita por P, obtemos AP = PD.
Nesse caso (1) e (2) implicam que

[v1!V21---1Vn] = [7\‘1V117\'2V21'--1}\'an] (3)

Igualando as colunas, obtemos

AV, = AV

AV, = AV,

AV, = AV, (4)

Como P é inversivel suas coluna sao linear-
mente independentes. Mais ainda, como essas
colunas sdo ndo nulas, (4) mostra que Ay,
Aoy sd0 autovalores e Vi, Vy,...V, S30 0S

autovetores associados. Essa argumentacao

prova as primeiras duas afirmacfes do teore-
ma.

Finalmente dados quais quer n autovetores Vi
VarYn yse-0s para montar as colunas de P e
use os autovalores associados A, A,...,A, para
montar D. Por (1) — (3), AP = PD. E se P é inver-
sivel concluimos que

A =PDP™.

Exemplo 3: Diagonalize a seguinte matriz, se
possivel,

1 3 3
A=|-3 -5 -3

3 3 1
Solucao:

Diagonalizar uma matriz é determinar uma
matriz inversivel P e uma matriz diagonal D tal
que

A =PDP™.

Vamos fornecer, ao resolver este exemplo, um
algoritmo para determinar os autovalores e

autovetores da matriz A e se existe ou ndo uma
matriz P inversivel tal que D = P'AP é diagonal.
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Passo 1: Determinar os autovalores de A.
O polinémio caracteristico de A é
p(t) = det(A —tl)

1 3 3 100
p(t)=det||-3 -5 -3|-t/0 1 0

3 3 1 0 0 1

p(t) =t -3t2+ 4

pt) = —(t- 1)t + 2)°

Assim os autovaloressdo 1 =1e 2 = -2.
Passo 2: Determinar os autovetores de A.

Nao esqueca que para termos A diagonalizav-
el é necessario que encontremos 3 vetores lin-
earmente independentes, pois A é de ordem 3.
O método estudado na secédo 9.7 fornece uma
base para cada auto-espaco:

1
Parai =1, abaseé v, =| -1
1

1 1
ParaA,=-2,abaseséo v,=| 1 |ev,=|0
1

1

Voceé pode verificar que {vi,v2,vs} é um conjun-
to linearmente independente.

Passo 3: Monte P a partir dos vetores do passo 2.

N&o importa a ordem dos vetores, mas usando
a ordem escolhida no passo 2 temos

P = [V1 V, V3]

1 -1 -

Passo 4: Monte D a partir dos autovalores
associados.

Neste passo temos que tomar o cuidado de
escolher os autovalores na mesma ordem
escolhida para as colunas de P use o autoval-
or o = - 2 duas vezes, uma para cada autove-
tor que a ele esta associado.

A 0 0
D=|0 %, 0
0 0 &
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1 0 O
D=0 -2 0
0O 0 -2

E sempre bom verificar se P e D realmente fun-
cionam. Para evitar calcular P, verifique sim-
plesmente que AP = PD. Isso é equivalente
a A = PDP quando P ¢ inversivel.

Exemplo 4: Diagonalize a seguinte matriz, se

possivel,
2 4 3
A=|-4 -3 -6
3 3 1
Solucéo:

O polinbmio caracteristico € o mesmo do
exemplo 1.

pt)=-t2-3t>+ 4

p(t) = —(t- 1)t + 2)*

Assim os autovaloresséo 1 =1e 2 = -2.

Mas ao calcularmos os autovetores vemos que
cada auto-espaco é de dimenséo 1.

1
ParaM =1, a base é v, =| -1
1

1
Paral, =-2,abaseé v, =| 0
1

Portanto A é impossivel obter uma base para o
IR®. Pelo teorema da diagonalizacdo A ndo é
diagonalizavel.

Teorema 10.2: Uma matriz quadrada de ordem
n com n autovalores distintos é diagonalizavel.

Demonstragao:

Sejam V1,Va:.-,Vn autovetores associados aos n
autovalores distintos da matriz A, entéo
{V1,Va,--.V} € linearmente independente, pela
propriedade 4 de autovalores e autovetores de
uma matriz A. portanto pelo Teorema 10.1 é
diagonalizavel.

Observacao:

N&o é necessario que uma matriz de ordem n
tenha n autovalores distintos para ser diagonal-
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izavel. A matriz do exemplo 1, de ordem 3,
desta secdo é diagonalizavel e possui apenas
dois autovalores distintos.

Teorema 10.3: Seja A uma matriz quadrada de

ordem n cujos autovalores distintos séao
Mgy,

(i) paral<k<p,adimensdo do auto-espaco
para k € menor ou igual a multiplicidade do
autovalor k.

(i) A matriz A é diagonalizavel se e somente se
a soma das dimensdes dos auto-espacos
distintos é igual a n, e isso acontece se e
somente se a dimensdo do auto-espaco
para cada k for igual a multiplicidade de k.

(iif)Se A é diagonalizavel e B«é uma base para
0 auto-espago associado a k para cada Kk,
entdo a colecdo total dos vetores de Ba,
B2,..., Bp forma uma base de autovetores
para o IR".

4 1

Exemplo 5: Seja A=|{2 5 -2|.

11 2

a) Determine todos os autovalores de A.

b) Determine um conjunto maximal S de auto
vetores linearmente independentes de A.

c) A é diagonalizavel? Se for , determine P tal
que D =P*AP é diagonal.

Solugéo:

a) Vamos calcular o polinbmio caracteristico
de A. Para isso veremos um método pratico

para determina-lo sempre que a matriz for
de ordem 3:

p(t) = £ — tr(A) + (Aur + Ao + Ass)t — det(A),
onde tr(A) é o traco de A, Ai é a matriz do cofa-
tor ai de A e det(A) é o determinante de A.

tr(A) =4+5+2=11
det(A) =40-2-2+5+8-4=145

5 2 4 -1
Au=ly 7120 A=) 579,
4 1

p(t) = t* - 11t* + 39t — 45

Considerando que p(t) possui uma raiz
racional ela é um dos seguintes nimeros:



b)

+1, 3, £5, +9, +15, 45,

Testando cada raiz e utilizando o método de
Briott-Ruffini temos

3 1 -11 39 -45

1 -8 15 0

Assimt = 3 "3 raiz de p(t) et - 3 € um de
seus fatores, portanto

p(t) = (t-3)(t-5)(t-3) = (t-3)’(t-5)
Assim = 3 e = 5 sao os autovalores de A.

Utilizando os métodos dos exemplos anteri-
ores:

Para = 3, fazendo Av = v obtemos a equagéo
X+y-z=0

X+y=1z

cujo conjunto solucao é dado por

(xyx +y) =x(1,0,1) +y(0,1,1)

Assim obtemos os vetoresu = (1,0, 1) ev
= (0, 1, 1) linearmente independentes.

=5, fazendo Aw = w obtemos o sistema
x-z=0 X=2z

{y—Zz—O 2{y—22

cujo conjunto oulucéo é (z,2z,z) = z(1,2,1)

Assim w = (1, 2, 1) é uma solucéo.

Desta forma

S = {u,vw} = {1,0,1},(0,1,1),(1,2,1)} é um

conjunto maximal de autovetores de linear-

mente independentes de A, pela proprie-
dade 4 de autovalores e autovetores.

A é diagonalizavel pois possui trés vetores
linearmente independentes.

Para obtermos P basta tomarmos os

autovetores como colunas de P.
1 0 1

P=|0 1 2|eD=P'AP=
1 1 1

o O W

00
3 0
05

Note que se A é diagonalizavel, a diagonal
principal da matriz D é formada pelos auto-
valores de A, na ordem que foram tomados

/IC EXERCICIOS PROPOSTOS  110eS-
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4 -3
1. Calcule A% onde A = L J.

2. Diagonalize as matrizes abaixo, se possivel. Os
autovalores dos exercicios: (c) {1, 2, 3}, (d) {5, 1}.

10 (3 -1

a b

) |6 —1} )_1 5}
(-1 4 -2 (2 2 -1

c)|3 4 O |1 3 -1
-3 1 3 -1 -2 2
4 0 0

e)l1 40
|10 0 5

3. A é uma matriz quadrada de ordem 5 com dois
autovalores. Um auto-espaco é tridimensional
e o0 outro é bidimensional. A é diagonalizavel?
Por qué?

4. A é uma matriz quadrada de ordem 4 com trés
autovalores. Um auto-espaco € unidimensional e
um dos outros é bidimensional. E possivel que A
nédo seja diagonalizavel? Justifique sua resposta.

5. Se B = PAP e x é um autovetor para A asso-
ciado a um autovalor , entdo Px é um autovetor
para B associado também a .

6. Demonstre o Teorema 10.3.

10.3 Diagonalizag@o de matrizes simétricas

Ha muitas matrizes reais A quadradas que ndo
sdo diagonalizdveis. Na verdade, algumas
matrizes reais ndo possuem autovalor (real).
Contudo, se A é uma matriz real simétrica, entao
esses problemas ndo ocorrem. Especificamente,
temos os seguintes teoremas:

Teorema 10.4: Seja A uma matriz real simétri-
ca. Entdo toda raiz A de seu polinémio carac-
teristico é real.

Teorema 10.5: Seja A uma matriz real simétri-
ca. Suponha que u e v sdo vetores de A perten-
centes a autovalores distintos A e A2 .



UEA - Licenciatura em Matematica

Entdo u e v sdo ortogonais, isto &, (u,v) = 0.

Os dois teoremas acima nos dao o seguinte
resultado fundamental.

Teorema 10.6: Seja A uma matriz real simétrica.
Entdo existe uma matriz ortogonal P tal que A =
PDP, onde D é uma matriz diagonal.

Neste caso A é dita ortogonalmente diagonali-
zavel.

Exemplo 6: Diagonalize ortogonalmente a

matriz simétrica A = 2 2 .
-2 5

Solucao:
p(t) = det(A —tl)

OR (PR |
p(t)—det{{z__zt 5_—2tD

pt)=t2-7t+ 6

pt) = (t-6)(t-1)
Assim os autovetores sdo 1 =6e 2 = 1.

} 1
Para A1 = 6, a base é v, —{ 2}

) 2
ParaA =1, abase é v, = )

Gl &l

Normalizando os autovetores temos U, —{

e
Il
=
c
N
eed
I
1
b ol
sl ol

”f C EXERCICIOS PROPOSTOS

Diagonalize a matriz simétrica A = g 31]

Determine a matriz ortogonal P tal que

D = PAP™ é diagonal:
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5 4
a) A—L J
b) B - 4 -1
oo 7]

7 3
C) C—{S _J

10.5 Polindmio Minimal

Seja A uma matriz quadrada qualquer. Seja J(A)
0 conjunto de todos os polinbmios f(t) que pos-
suem A com raiz, isto é, para os quais f(A) = 0.
O conjunto J(A) é ndo vazio uma vez que o
Teorema 9.2 nos diz que o polinbmio carac-
teristico p,(t) de A pertence a J(A). Seja m(t) o
polinémio ménico de menor grau em J(A). (tal
polinbmio existe e é Unico.) Chamamos m(t) de
polindmio minimal da matriz A.

Um polinémio f(t) € dito mdnico quando o coe-
ficiente de seu termo de maior grau é um.

O polindmio minimo m(t) de um operador lin-
ear T é definido da mesma forma que é
definido para uma matriz quadrada, claro
tendo o operador T como raiz. Contudo, para
qualquer polinbmio f(t), temos
f(Ty=0seesbésef(A)=0

onde A é qualquer representagdo matricial de
T. Desta forma T e A possuem 0O mesmo
polinbmio minimal. Assim os teoremas a seguir

se aplicam para os operadores lineares e para
as matrizes.

Teorema 10.7: O polindmio minimo m(t)
de uma matriz A (operador linear) divide qual-
quer polinbmio que possui A como raiz. Em
particular m(t) divide o polinémio caracteristico
p(t) de A.

Demonstragéo:

Seja f(t) um polinbmio tal que f(A) =0 e m(t) o
polinbmio minimal de A. Pelo algoritmo da
divisdo, existem polindmios q(t) e r(t) tais que

f(t) = m() q(t) + r().

Temos entdo que r(t) = 0 ou r(t) tem grau
menor que m(t). Substituindo t por A, temos
f(A) = m(A) q(A) + r(A)

0=10 q(A) +r(A)



r(A) = 0.

Se r(t) 0, entdo o grau de r(t) € menor que o
grau de m(t) e possui A como raiz, 0 que con-
traria a definicdo de polindmio minimo. Assim
concluimos que r(t) = 0 e dessa forma

f() = m()a(v),

isto é, m(t) € um divisor de f(t).

Teorema 10.8: O polindmio caracteristico p(t)
e o polindmio minimo m(t) de uma matriz A
possuem 0s mesmos fatores irredutiveis.

Teorema 10.9: Um escalar é um autovalor da
matriz A se e sG se é uma raiz do polinébmio
minimo de A.

Exemplo 7: Determine o polinémio minimo da
matriz

2 2 -5
A=|3 7 15|

12 -4
Solucao:

p(t) = det(A -tl)

(2 2 -5 1
3 7
12 -4 0

p (t) =det

p(t)=det|| 3 7-t -15

pit) =t*-5t2 + 7t-3

p(t) = (t-1)%t-3)

O polindmio minimal m(t) deve ser um divisor
de p(t). Além disso, qualquer fator irredutivel de

p(t), isto é,t — 1 e t — 3, devem ser fatores de
m(t). Assim m(t) pode ser:

f) = (t-3)(t-1)
ou
g(t) = (t-3)(t- 1)’

Sabemos pelo Teorema 9.2 que g(A) = f(A) =
p(A) = 0. Entdo devemos verificar se A é raiz

f(t):
f)= (t-3)(t-1)
f(A) = (A - I)(A - 31)
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2 5-12 -5
-15//3 4 -15
12 51 2 -7

000
f(A)={0 0 0
000

/f C EXERCICIOS PROPOSTOS

Sejam
4 2 -2 3 2 -2
A=|6 -3 4 |eB=|4 -4 6
3 -2 3 2 -3 5

O polinbmio caracteristico dessas duas
matrizes é p(t) = (t - 2)(t - 1)>. Determine o
polinbmio minimo m(t) de cada uma dessas
matrizes.

Determine o polinbmio minimo de cada uma
das matrizes abaixo:

5 1
3 A{s 7}

1
by B=|0
0

4
©) C_L 2}

Para cada uma das matrizes B simétricas
dadas, determine seus autovalores, um con-
junto maximal S de autovetores ortogonais e
uma matriz ortogonal P tal que D =P"'AP é
diagonal.

ayB=/1 0 1;







UNIDADE V

Produtos Internos, Operadores Lineares e Auto-Adjuntos






Algebra Linear Il — Produto Interno, Operadores Lineares e Auto-Adjuntos

TEMA 11

i)

Tema 11: Produto interno

O produto interno, que ja foi mencionado antes
na disciplina Algebra Linear |, sera apresenta-
do de modo mais geral nesta secdo e adotado
sistematicamente a partir daqui. Trata-se de
uma nogdo que completa e enriquece a estru-
tura de um espaco vetorial, permitindo a utiliza-
¢cdo de uma linguagem geomeétrica altamente
sugestiva e o destaque de tipos especiais de
operadores, os quais admitem uma analise mais
profunda de suas propriedades, como vere-
mos a seguir.

Os axiomas de espaco vetorial ndo sdo sufici-
entes para abordar certas no¢gbes geomeétricas
como angulo, perpendicularismo, comprimen-
to, distancia, etc. Isso se torna possivel com a
introducdo de um produto interno.

Um produto interno num espaco vetorial tg E é
um funcional bilinear simétrico e positivo em E.
Mais precisamente, um produto interno é uma
funcdo E x E —» R, que ssocia a cada par de
vetores u,ve E um namero real {(u,v) chamado
“produto interno de u por v”, de modo que
sejam validas as seguintes propriedades, para
quaisquer u, u’, v, V'eE e ae R.

Bilinearidade:
U=uv)y= (V) + UV,
(o) = olu,v),

(U, v+v)={uyv) + U\,
(U, av) = ou,v)

Comutatividade (simetria): {(u,v) = (v,u);

iii) Positividade: (u,u) >0 se u #0.

Como {0,v) =(0 + 0,v) = (0,v) +(0,v), segue-se
que {0,v) = (v,0) = 0 para todo ve E.

Resulta da positividade que se {u.v) = 0 para to-
do veE entdo u = 0. Com efeito, se fosse u #
0, teriamos (u,v) # 0 pelo menos quando v = u.

Segue-se dessa observacdo que se u,u'€E
sdo vetores tais que (u,v) = (u’,v) para todo
ve E entdo u = u’. Com efeito, isso implica que
{(u-u'v) paratodoveE,logopu=u"=0eu=u.
O ndmero ndo-negativo |u| :\/@ chama-se

a norma ou o comprimento do vetor u.
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Com essa notagéo, tem-se |u]?= (u,u) e aigual-
dade (u + v, u + v) = {u,u) + (U,v) + (v,u) + (V,v)
|é-se:

lu + vIP= Jul®+|v]?+ 2{u,v).

Quando Ju] = 1 diz-se que ueE é um vetor
unitario. Todo vetor u # 0 se escreve como
u=|u].u’, em que u’ é um vetor unitério. Basta
por v’ = Ju]™.u.

Exemplo 1

No espaco euclidiano R", o produto interno ca-
nénico os vetores U = (0y;...,0,) € V= (B,-...pn) €
é definido por (u,v) = o,p; +...+ o,3,. Esse é o
produto interno que consideraremos em R", sal-
VO aviso em contrario.

Exemplo 2

Consideremos R? como o modelo aritmético
do plano euclidiano, no qual se introduziu um
sistema de coordenadas cartesianas. Dados

u = (o,0,) e v=(B,B,), 0s nimeros

ul=a? +a3

V[ = V/BS + B3

medem realmente os comprimentos das fle-
chas que representam esses vetores.

Suponhamos u # 0, v # 0 e chamemos de 6 o
angulo formado por essas flechas. Afirmamos
que o produto interno {u,v) = a,,3, + o,B, acima
definido é igual a Ju]|v]cos 6. Isso sera pro-
vado em trés passos:

1. Se os vetores u e v sdo perpendiculares, en-
tdo
{u,v) = 0 = |Ju]]v]cos90°.
Com efeito, por um lado,

lu+vP=Cu+vu+v)=|u’+ |v|* +
2(u,v) e por outro lado, pelo Teorema de Pi-
tagoras, |u +v]> = Ju]® + Ju]?

Logo (u.v) = 0.
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2. Se Ju|=]v]=1entdo {u,v) = cos 6.

Com efeito, tomando o vetor unitario u* per-
pendicular a u, temos, pela definicdo de
seno e cosseno, v = cosO. u + senB. u*.
Veja figura abaixo.

*
u Vv

0

Tomando o produto interno de ambos 0s
membros desta igualdade por u vem

{u,v) = cos®. (u,u) + send . (u,u*). Como
{u,u) =1 e (u,u*)= 0 pelo primeiro passo,
temos (u,v) = cos 6.

3. Caso geral—-Pomosu = Ju].u'ev = |v].V’

| {1J | [1J ;
onde u=|—|u e v =| — |v Sao vetores
u V]

unitarios.
Entdo, {u,v) = Ju]|v|{u’,v’) = Ju]]v]cos 6.

Vemos, em particular, que os vetores u,v for-
mam um angulo agudo quando {u,u) > 0,
um angulo obtuso quando {u,v) < 0 e um
angulo reto quando {u,u) = 0.

Exemplo 3

Sejam V = M(2,2) as matrizes quadradas de
ordem 2 reais e 0 produto interno dado pela
expressdo (comprove que realmente é um pro-
duto interno, testando as propriedades):

f
ab , © =ae +2bf+3cg+dh
c d||g h

Vamos calcular o angulo entre as matrizes
1 - 2 1
e
0 1 -11

Entéo,
1 1|2 1 4
0 1/[|-11

AN

} , segundo esse produto interno.

1
Portanto cos6 = e assim,
2410
0 = arccos 1
210
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Exemplo 4

Se V é o espaco de fungdes continuas no inter-
valo [0,1] dadas f, e f,eV, definimos

(.f,) = J.(:f1 (1)1, (t)dt

Poderemos verificar que as quatro condi¢des
da definicdo sdo satisfeitas em cada exemplo
e, portanto, {,) € um produto interno.

Nesse caso, a norma da funcgéo f; é

= /% (x)° dx

Esse produto interno é utilizado no estudo das
séries de Fourier.

Observacédo - Seja E um espaco vetorial de di-
mensao finita arbitrario. Dada uma base
{u,,...u} C E, podemos definir um produto in-
terno em E pondo, para

u = 2B, (uv) = 2B, por definicdo.

Isso mostra que todo espago vetorial de di-
mensao finita pode ser munido de um produto
interno (fato verdadeiro em geral, pois qual-
quer espaco vetorial possui base, mas néo en-
traremos nesse terreno). Assim, quando nos
referirmos a um espac¢o munido de um produ-
to interno, ndo estaremos com isso atribuindo
uma propriedade especial a esse espaco, mas
apenas dizendo que, entre os possiveis produ-
tos internos que nele podem ser introduzidos,
um particular foi escolhido e fixado.

Seja V um espaco vetorial com produto interno
{,). Diz-se que dois vetores v e w de V séo orto-
gonais (em relacdo a esse produto interno) se
{(v,w) = 0. No caso em que v e w sao ortogo-
nais, escrevemos

v.Llw.

Propriedades:

0 L v para todo ve V.

v L wimplica que w L v.

Se v | w para todo weV, entdo v = 0.
Sev,Llwev,lwentdov, +v,1 w
Sev.lweA\éumescalar, Av L w.

Vamos demonstrar a primeira delas, e vocé po-
derd provar facilmente as outras, usando as
propriedades do produto interno.
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i) Para mostrar que 0 é ortogonal a todo vetor
v, lembremos que 0 = 0. v e, portanto,
{0,v) = {0.v,v) = ){v,v) = 0.

Um conjunto X c E diz-se ortogonal quan-
do dois vetores distintos quaisquer em X
sdo ortogonais. Se, além disso, todos os
vetores de X s@o unitarios, entdo X chama-
se um conjunto ortonormal. Portanto o con-
junto X C E é ortonormal se, e somente se,
dados u,veX tem-se (uv) = 0seu#ve
(uv)y=1sev=u.

Uma base ortonormal € uma base de E que
€ um conjunto ortonormal.

Teorema 1

Num espaco vetorial E com produto interno, to-
do conjunto ortogonal X de vetores ndo-nulos
éL.lL

Demonstragcdo - Sejam v,,...,v,€ X. Temos
(v,vp =0sei=#j. Se auv, +...+a,v,= 0 € uma
combinacao linear nula desses vetores, entao,
para cada i = 1,2,...,n, tomamos o produto
interno de ambos os membros dessa igualda-
de por v, e temos o {Vvy,V,) +... 4+ v,,v) += 0.
Logo o;{v;,v) = o] v;|% pois todos os produtos
internos (v;,vy), com j # i, séo nulos em virtude
da ortogonalidade de X. Além disso, como os
vetores pertencentes ao conjunto X sdo todos
ndo-nulos, resulta de o;]v;]> = 0 que o; = 0.
Assim, os coeficientes da combinacgéo linear
2ov; = 0 sdo todos iguais a zero, e 0s vetores
do conjunto X sdo, portanto, linearmente inde-
pendentes.

Exemplo 5

A base canbnica {e,,...e,}—R" é ortonormal:
tem-se (e,e) = O, onde §; =0se i#jed; =1
se i =j. No planoR 2, os vetores u = (1,1) e

v = (-1,1) sédo ortogonais.

Pondo

]

o conjunto {u’,v’}cR? é uma base ortonormal.
Ju+v]? = ul? + |VI* + 2(uv)

Quando u e v sdo ortogonais, a igualdade se
torna

7

|lu +v]? = Ju]® + |u]? Esta é a versido do
Teorema de Pitdgoras para um espago vetorial
com produto interno.
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Num espaco vetorial E com produto interno,
seja u um vetor unitario. Dado qualquer ve E, 0
vetor (u,v) . u chama-se a projecéo ortogonal
de v sobre o eixo que contém u. A justificativa
para esta denominacdo esta no fato de que,
escrevendo w = v —(u,v)u, tem-se v = {u,vyu +
w, onde w é perpendicular a u. Com efeito, to-
mando o produto interno de u por ambos os
membros da igualdade w = v - (u,v)u, tem-se

{u,w) = {u,v) = u,v¥u,u) = (u,v) - {u,v) = 0,

pois {u,u) = 1.

Como na figura abaixo:

u (ﬁ,v)u

Quando se tem apenas u # 0, 0 eixo que con-
tém u é 0 mesmo que contém o vetor unitario

A projecéo ortogonal de v sobre este eixo &, por-
tanto, igual a {u’,v)u’, ou

(uv)

seja, [j -u. Usaremos a notagéo

para indicar a projecdo ortogonal do vetor v
sobre o eixo que contém vetor ndo-nulo u.

Se z = pry(v), tem-sev =z +w, comw L z.
Pelo Teorema Pitagoras, |v|?>=]|z|?*+|w]? Em
particular, vemos que |z]|<]v], isto €, o compri-
mento da projecado pr,(v) € menor do que ou
igual ao primento de v.

Ora, a norma do vetor pr,(v) € igual a

{uv)
ju |
Segue-se, entdo, que, para quaisquer u,ve E, tem-

(u)

u[<|v

, ou seja [{uw|< Ju].lv] (desigual-

dade de Schwarz).

Arigor, 0 argumento acima prova a desigualda-
de de Schwarz apenas no caso em que u # 0.
Mas ela é 6bvia no caso em que u = 0. Logo
vale em geral.
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Um importante complemento da desigualdade
de Schwarz é que e a igualdade [{u,v)]=|u]|v]
se, e somente se, um dos vetores u,v é multip-
lo do outro. Isso resulta do raciocinio acima,
pois, no Teorema Pitagoras |v]? = |z|*+]|w]?
dizer |v]=]|z]| significa que w = 0, isto &, que v
€ multiplo de u.

Resulta da desigualdade de Schwarz que num
espaco vetorial com produto interno a norma
satisfaz a desigualdade triangular:
lu+visjul+]vi

Como se trata de nimeros nao-negativos, para
provar essa desigualdade basta mostrar que
lu+vsjul+|vi

lu+ VvP< (Jul+]vl)

Ora,

Ju+vlP={U+v,u+v)

= [ul®> + |v]* + 2 (uv)

< Jul? + [vI? + 2]u]v]

= (lul+Ivly
pois (u,v) < Ju]lv] pela desigualdade de
Schwarz.

Vale a igualdade |Ju + v|=]u]+]v] somente
quando um dos vetores u,v € um multiplo ndo-
negativo do outro. Com efeito, pelo argumento
acima, |u + v|]=|u]+|v] ocorre quando

{u,v) = Ju]|vl], o que é ébvio quandou =0 e
implica v = ou quando u # 0. Nesse caso,

lullv]= (u,v) = a]ul]? logo o > 0.

Além da desigualdade triangular, a norma goza
ainda das seguintes propriedades, de imediata
verificagéo:

Jul=0seu#0 e Jo.u] = |aju]
Em particular, |-u]=]u].

11.2 PROCESSO DE ORTOGONALIZAGCAO DE

GRAM-SCHMIDT

A partir de uma base qualquer de um espago
vetorial, existe um processo para se obter uma
base ortonormal. Inicialmente, vamos dar uma
descricao desse processo de ortonormalizagdo
para uma base B = {v,,v,}.

Seja v, = v, Precisamos encontrar, a partir de
V,, Um novo vetor v, ortogonal a v, isto é,

(v, ,vi) = 0. Para isso, tomamos Vv, = Vv, — cv,,
onde ¢ € um nimero escolhido de modo que
(v, V)= 0, isto &, (v,—cv; , cv;)= 0.
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—cv,

Ficamos, entdo, com

(v: )
vV

(Vi)

Observe que V', foi obtido de v,, subtraindo-se

deste a projecéo do vetor v, na direcdo de v;, e

gue v; e v, sdo vetores ortogonais nao-nulos.
Podemos, entdo, normaliza-los,

Vi =V,

V, =V, —

v,
il
obtendo uma base B = {u,,u,} que é ortonor-

mal. Como vocé pode afirmar que u, e u, sdo
L.l.? (Veja o Teorema 1).

u, =

V2
eu,=—7=2—
[Vl

Exemplo 6

Seja B = {(2,1),(1,1)} uma base do R% Vamos
obter, a partir de B, uma base ortonormal em
relacdo ao produto interno usual.

Sejamv, = (2,1) ev, = (1,1).
V:’l = Vl = (211)
V, =V, — CV;

Como ja vimos, a condicdo de que V', seja or-
togonal a v’; implica que
(v,

C=7——
o)
e, portanto
Vo =V, = <V2 ,V1>VI1 -
(Vi v
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Normalizando esses vetores, obtemos:

i Ve _ (1 2}
vl BB
Entdo, B’ = {u,,u,} € uma base ortonormal.

O procedimento de ortogonalizacdo de dois
vetores pode ser generalizado para uma base

B’ = {vy,...,v,}. Tomemos, como no caso ante-
rior, vi = v,

V,=V,—cv; onde Cc =

—~

v, v1>
o)

Entdo, v, é ortogonal a v,.

Vamos procurar agora um vetor v, que seja
ortogonal a0 mesmo tempo a v, e v,. Por ana-
logia ao caso anterior, vamos estabelecer que
Vs = V;— mv, — kv; e determinar os valores de
m e k tais que (v;,v,) = 0 e (v; ,vo) = 0. De-
senvolvendo estas duas condi¢des, obtemos:
(Va,V)) = 0 & (Va— mv,— kvi, v;) = 0

Assim, como (v, ,v;) = 0, temos (v, ,v;) = O se,

(v

e somente se, k= <v1 v1>

Da mesma forma, (v; ,v;) = 0 se, e somente se,
(varV2)

m=-—-
(VooVy

~—

g vave) vV
E, portanto, V; =V; — <v‘ v >V2 - <v' v > \Z
2y Y2 L

Procedendo de maneira anédloga, obtemos os
vetores vy, ... , V.

Assim, a partir de uma base B’ = {v,,...,v,} de
um espaco vetorial V, construimos a base orto-

gonal {v,, ..., v,} dada por:
Vi=V,
o {vav)
AT
o Veve) o (VaYy)
Vg = Vg — <VI2,VI2>V2 - <VI1,VI1> A
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<iﬂ;ﬁéw1—m—ingw
n-1 “n-1 1771

Este procedimento é conhecido como proces-
so de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.

Se quisermos agora obter uma base ortonor-
mal, basta normalizarmos os vetores Vv’;. Isto &,

\'
tomando u, = —'—, obtemos a base

il
{u,,Uu,,...,u,} de vetores ortonormais.
Observamos que se 0s primeiros m vetores da
base {v,,...v,} C E ja formarem uma base orto-
normal do subespaco por eles gerado, entéo o
processo de Gram-Schmidt transforma essa
base numa base normal {u,,...u,} < E na qual
U; = Vi, Uy = Vi

Segue-se dai que, dado um subespaco vetori-
al F c E, toda base normal de F estende-se a
uma base ortonormal de E: basta estendé-la a
uma base qualquer de E e depois ortonorma-
lizar esta Ultima por Gram-Schmidt.

Exemplo 7

Seja B = {(1,1,2),(0,2,1),(0,0,1)} uma base de
R®. Vamos obter, a partir de B, uma base orto-
normal em relagdo ao produto usual. Sejam

v; =(1,1,1), v, = (0,2,1), v; = (0,0,1).
vi=v, = (1,1,1)

(v
Ry

(0,2,1)_2(1,1,1): (-110)

(o) {v),

SRl )
((0,0,1),41,1,0))
((4:1.0),(1.1.0)

—«ODJ)OJJ»(LH)—(QOJ)—O—;(LLD—

(SEXEE)

((©.21).(11.9)
(@,1,9).(1.19)

v, =(0,21)-

(111)=

3

=(0,0,1)-

(-110)-

Normalizando esses vetores, obteremos a base
ortonormal; temos:
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v 1 b) Tr(A.B) = Tr(B.A)?
I [JE@@J ¢) Tr(A) = Tr(A)?
u - Vo (_ 11 0] d) Tr(A) = (Tr(A™))™?
“ vl 22’ e) Tr(A.B) = Tr(A).Tr(B)?
vy, (1 1
Us = vl - (_\@’_\@’ZJ' 6. Sejam A e B matrizes de M(2,2).

S Define-se <A,B> = Tr(B'. A).
Portanto a base B’ = {uj,u,,us} € ortonormal. efine-se (B'. A)
a) Verifiqgue que <A,B> é um produto interno.

b) Exiba uma base ortonormal segundo este
produto interno, a partir da base

TC EXERCICIOS PROPOSTOS T o)1 1) (1 0)(1 1
o 1/lo0 o)1 1)1 1)

1. Seja B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,2,0)}. Ache uma
base ortonormal B’ de R?, em relacdo ao pro-
duto interno usual.

2. Seja V= R2 Sejam v,(X;,Y1) € Vo(Xo,Y,). Se
f(V1,V2) = 2XX, + X1y, + Xoy1 + V1Yo
a) Mostre que f é um produto interno.

b) Seja B = {(-1,1),(1,1)}. Ache uma base
ortogonal B’ de R? em relagéo ao produto
interno definido por f.

3. Considere o subespago W de R® gerado por
v; =(1,0,0),v,=(0,1,1) e v; = (1,-1,-1). Sendo
<,> 0 produto interno candnico:

a) Ache W+,

b) Exiba uma transformacéo linear T : R® > R?
tal que Im(T) = W e ker(T) = W-.

4. SejaV=R%eS={(1,01),11,0),21,1)}
a) Encontre S*.
b) Encontre uma base ortogonal para S e S*.

c) Se S fosse [(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1)], qual se-
ria S*? Nesse caso, encontre uma base or-
togonal para S e S*.

5. Seja A = (&), «, Definimos o trago de

A, Tr(A) por Y a, -
i=1
2 -1
a) Calcule T{ }
3 5

90
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TEMA 12

OPERADORES LINEARES ESPECIAIS

Mostraremos, nesta se¢do, como o produto in-
terno permite-nos associar a cada transforma-
¢do linear A : E — F uma nova transformacgéao
A* . E - F chamada a adjunta de A. (Em
espacos sem produto interno, também existe
uma nocao de adjunta, mas ai se trata de uma
transformacéo linear F* — E* no dual de F no
dual de E. O produto interno da-nos condicéo
de permanecer com E e F Isso é particular-
mente interessante no caso de um operador li-
near A:E — E).

Teorema 1

Sejam V um espaco vetorial real com produto
interno (,), e o = {u,,...,u,} base ortonormal de
V.

Entdo, se v e w sdo vetores de V com

X1 y1
V=) | elwl.=|:

X, Yn

, temos

VW) = XiY1 + XY, + o+ XY,

Em outras palavras, ao trabalharmos com uma
base ortonormal, para efetuar o produto inter-
no de dois vetores basta multiplicar as coorde-
nadas correspondentes e somar.

Prova: v = x,u; + XU, +...+ X U,

ew=Yyu + YU, +..+ yu,

U,wy = (Xu; +...+ X Uy, Y1U; +...+ YU

= XUy F...7 XoUp, ViU + XUy .7 XUy, YoUp)+

.4 (XU . XUy, YoUo)

n

= ZX\Y1 <ui,u1> +Z:Xiyz <ui,u2>+...+2x1yn <ui’un>
= i1

i=1

- ;xiyj <ui ,uj>

M-

0 se i#j o
., 0S Unicos ter-

Mas como <Ui,Uj>—{1 se %]

mos nao-nulos sdo aqueles onde i = j. Logo,
UW) = XgY1 + XY, + ... + XY,

A adjunta da-nos, por assim dizer, uma visdo
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da transformacgdo A sob um novo angulo. Essa
mudanca de ponto de vista é reveladora, espe-
cialmente quando ocorre a existéncia de
relacdes entre A e A",

Definicdo — Seja A uma matriz n x n real e A'
sua transposta.

a) Se A = A, dizemos que A é uma matriz
simétrica.

b) Se A. A'=A'. A= (ou seja, ainversa de A
é AY, dizemos que A é uma matriz ortogonal.

Em Algebra Linear |, ja vimos exemplos de ma-
trizes simétricas. Quanto a segunda definigéo,
as matrizes ortogonais determinam um sub-
conjunto das matrizes inversiveis. Efetivamente
a relacdo entre matrizes simétricas, inversiveis
e ortogonais é indicada pela figura abaixo.

=)

M: matrizes

MI: matrizes inversiveis
MO: matrizes ortogonais
MS : matrizes simétricas

Como exemplos de matrizes ortogonais temos:

cos® -seno O

cosH -senb
e|send cosO O

sen® coso
0 0 1

Para verificar isso, basta multiplicar cada uma
pela sua transposta, obtendo, assim, a matriz
identidade. Calculando, temos, no primeiro ca-
so:

cosH -—-senb| |cosb senb B

send cos0 —sen® cosO|
_ cos? 0 +sen®0 0 [t o
0 sen?0+cos? 0 0 1

Observe que a transformacgédo associada a pri-
meira matriz é uma rotacgéo.

Consideremos agora trés propriedades das ma-
trizes ortogonais.
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Teorema 2

Seja A uma matriz ortogonal. Entdo, detA = £1
Prova: Como A é ortogonal, A. A'=|.

Entdo, det(A . A') =det| e
det(A).(detAt) = 1.

Mas det(A) = det(A").

Assim, (det(A))? = 1, ou seja, det(A) = 1.

Teorema 3

Uma matriz é ortogonal se, e somente se, as
colunas (ou as linhas) séo vetores ortonormais.

Prova: Seja
ayy Q- gy
_ Q1 8pp - 3y,
an 1 an 2 an n

Na primeira parte da prova, queremos mostrar
que, se A é ortogonal, isso implica que

én ?m
. yeey .
Vi =auWw, Ta,w,
vV, =a,w, +a,,w,

séo ortonormais (o mesmo vale para as linhas).
Para isso, facamos o produto de A pela sua
transposta.

pois A'A =1.

a,, .. a ..
ALA=| | e

I a211+"'+a21n a11a1n—"_"'_‘_an1ann
@+ taa, .. ah, t..+at,
(1 0 - 0

:? 1 ? pois A'A = I,
0 0 - 1

2 2 .
Observamos que a;;+..+a ;=1 Mas isso

a11
quer dizer que é unitario. Da mesma for-

a

ni

ma, percorrendo a diagonal principal, vemos
que cada vetor-coluna da matriz A é unitario. O
que encontramos saindo dessa diagonal? O
elemento na posicéo i, j(i # j) € aja,; +...+ a,.
a,;, e seu valor deve ser zero.

a,
Mas isso diz que o produto interno | : | por
ani
a,
€ nulo, ou seja, vetores-coluna séo dois a
a

nj
dois ortogonais quando i # j.

Esta terminada, entdo, a primeira parte da pro-
va. Ainda falta provar que se os vetores-coluna
(linha) de uma matriz forem ortonormais, a ma-
triz sera ortogonal. Vamos deixar esta prova pa-
ra vocé, ja que ela é apenas uma adaptacéo da
prova dada acima.

Apresentaremos agora uma situacdo em que
as matrizes ortogonais ocorrem naturalmente.

Exemplo 1

SejaV=R?e o= {(1,0),0,1)}e

B{(cosb, —sen0),(send . cosO)} bases ortonor-
mais. Calculemos a matriz de mudanca de ba-
se [I]E. Como [} € uma base ortonormal, pode-
mos encontrar as coordenadas dos elementos
da base o em relagdo a B por meio dos coefi-
cientes de Fourier.

((1,0),(cosb ,—seno))

cos6,- send), (coso,- senod))

(cos6,—send)+

NN

((1,0)(senq,cos0)) (
((sen6,cos6), (send,cosH))

sen@,cosb) =

= cos0O(cos0, —-senB) + senb(senB,cosO)
(0,1) = senb(cosb, —-senB) + cosO(senB, cosO)
Assim,
[I]: _ {cose -sen 9}
sen® cosH

Observe que esta matriz € ortogonal. Tal resul-
tado vale em geral.
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Teorema 4 — Se V é um espaco vetorial com
produto interno, e o e § sdo bases ortonormais
de V, entdo a matriz de mudanca de base [I]‘; é

uma matriz ortogonal.
Prova: Sejam o0 = {v,....v,} € B = {w,,...w}

a,;

n

;=

a a

n1 nn

Como [3 é base, existem nimeros a; tais que

Wy,

v, =aw,+ .- +a

vV, =a,w,+ -+ +a,w

nn n

Mas o € ortonormal e por isso cada v, € unitario.
Isto é, 1 = (v, v). Além disso, B é ortonormal e,
assim, podemos encontrar {v,v;y multiplicando
as coordenadas. (Veja Teorema 1)

Portanto 1=a’ +...+a%. Em outras palavras,
cada vetor-coluna de [I](g € unitario. Mostra-
remos agora que esses vetores sdo ortogonais

e portanto [I]‘f; € ortogonal. (Teorema 3)
Como v; e v; sdo ortogonais quando i # j,
a1i

0=(v, V) =aga,+..+a,a, ouseja, | |e

a,

s80 ortogonais sempre que i # .
a,;
Assim, a afirmac&o de que [I]; é ortogonal & ver-
dadeira.

Observamos, entdo, que nessa situacao
[T015) =1 ou seja, ([1E) = (I e ainda
mais ([115)" = [I];

Isso facilita o processo seguido para se en-
contrar [I]® conhecendo [I]'; onde o e P sdo
bases ortonormais. [I]’ é nada mais que a
transposta de [I]‘g. Estamos agora em condi-
¢bes de introduzir os conceitos de operador
ortogonal e auto-adjunto.

12.2 OPERADORES AUTO-ADJUNTOS E

ORTOGONAIS

Agora definiremos o0s operadores associados
as matrizes estudadas na seccéo anterior, e es-
tabeleceremos relagdes entre estes e o produ-
to interno, e descobriremos as particularidades

93

de seus autovalores. Isso nos permitira chegar
a importantes resultados sobre diagonalizagéo
na préxima seccao.

Definicdo — Seja V um espaco vetorial com pro-
duto interno, oo uma base ortonormal e
T:V — V um operador linear. Entéo:

a) T é chamado um operador auto-adjunto se
[T]% é uma matriz simétrica.

b) T é chamado um operador ortogonal se
[T]. & uma matriz ortogonal.

Os operadores auto-adjuntos (ou ortogonais)
estdo bem definidos no sentido de que o fato
de um operador ser auto-adjunto (ou ortogo-
nal) ndo depende da base ortonormal escolhi-
da, isto &, se [T]; for simétrica (ou ortogonal)
numa determinada base ortonormal o, entdo
[T]E também sera simétrica (ou ortogonal) para
qualquer outra base ortonormal 3. Mostremos
esse fato no caso do operador ser auto-adjun-
to. (O caso ortogonal é demonstrado de ma-
neira similar).

Sejam o e B bases ortonormais e suponhamos
que [T];, seja simétrica.

Queremos mostrar que [T]E também é simétri-
ca, isto &, ([T1))’ = [TI;.

Observamos que

CTH=CW" [T [

Também

([TI™= (T,

pois o e B sdo ortonormais (Teorema 4). Entéo,
[TIH= 1 [T1e- [

Tomando a transposta, temos:

([T =1 [TI) - [, pois

(@) =[5 e [T], é simétrica.

Exemplo 2

Consideremos T: R® — R arotacdo de um an-
gulo 6 em torno do eixo-z. Podemos expressar
T por:

T(x,y,z) = (xcosB — ysen0, xsenb + ycos#, z)
A
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Tomando a base candnica o, e calculando a
matriz de T nessa base, temos

cos® -send O
[T]Z: sen® cos6 O
0 0 1

Ja vimos que esta matriz € ortogonal e, portan-
to, T € um operador ortogonal.

Exemplo 3
Seja T: R?* - R? onde
T(x,y) = (2x — 2y, —=2x + 5y).

Se o, é a base candnica de R? a matrizde T é
« |2 -2 .
[T]u = o 5| uma matriz simétrica e, portan-

to, T é operador auto-adjunto.

Estudemos agora as propriedades desses ope-
radores.

Teorema 5 — Seja V um espaco vetorial com
produto interno {(,) e T : V — V linear. Entdo, T
auto-adjunto implica que (Tv,w) = (v,Tw) para
todo v,we V.

Prova - (caso n = 2)

Sejam o = {v,,v,} uma base ortonormal,
V=XV F YV, EW =XV YoV,

i ;o

Como T é auto-adjunto, [T], é simétrica.

Seja [T]' = E ﬂ

(] = {a b}{xi _ {ax1 + byﬂ
Entsio, b c|ly, bx, + cy,
o [w] - {a b}{xz} _ {ax2 + byﬂ

¢ b c]ly. bx, + cy,

Assim, (Tv,w) = (ax, + by,)x, +(bx, + cy,)y, e
(v, Tw) = x;(ax, + by,) + y,(bx, + cy,) e, portan-
to, (Tv,w) = (v,Tw)

Teorema 6 — Seja T : V — V auto-adjunto e
A\, autovalores distintos de T e v, e v, 0S
autovetores associados A, e A, respectiva-
mente. Entéo, v, L v.,.

Prova.:

AalVi, Vo) = (Aqvi Vo) = (T, vy = vy, TVy)
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= (Vi AVo) = Ay(Va,Vy)
Entdo, (A, — A,) (v;,v,) =0
Como A, —A,# 0, vem que (v;,v,) =0ouv; L v,

As propriedades dadas a seguir sdo conse-
gquéncias dos resultados anteriores, mas séo
tdo importantes que as destacaremos numa
seccao especial.

T C EXERCICIOS PROPOSTOS

Seja o = {wy,w,w;} uma base de V, um
espaco vetorial real com produto interno <,>.

2 5
U, =|-1 elvl.=| 2
3 -3

Se <u,v=> = 2, a base o é ortonormal?

Sejam o = {(1,1),(2,0)} e B = {(-1,0),(2,1)}. A
Partir das bases o e 3, construa bases ortonor-
mais usando o Gram-Schmidt. Denotando
estas bases respectivamente por o’ e f’,
mostre que ['];x

Seja T(x,y,2) = (2x +y, x +y, y—3z) de R*em
R* com produto interno canénico.

a) Mostre que T é umoperador auto-adjunto
mas néo ortogonal.

b) Sev=(2,-1,5) ew =(3,0,1), verifique que
<Tvw> = <v,Tw=>.

c) Exiba uma base de autovalores de T e veri-
fiqgue que é uma base ortogonal.

d) A partir da base obtida no item c) obtenha
uma base ortonormal.

Seja 0 operador linear T : R® — R? cuja matriz

1 4 2
em relacdo a base canbnica é |4 -5 -4,
2 -4 1

Exiba uma base uma base ortonormal de
vetores.
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TEMA 13

OPERADORES AUTO-ADJUNTOS

13.1 Introducéo

O Teorema Espectral para operadores auto-ad-
juntos, a ser provado nesta secdo, € um dos
resultados mais relevantes da Algebra Linear.
Serdo também demonstradas algumas de suas
consequéncias, entre as quais se destaca o
Teorema dos Valores Singulares.

Um operador linear A : E — E, num espago ve-
torial munido de produto interno, chama-se
auto-adjunto quando A = A*, ou seja, quando

(Au,v) = (u,Av) para quaisquer u,ve E.

Se A, B : E — E sdo operadores auto-adjuntos
eaeRentdo A+B)*=A*"+B*=A+B e
(0A)* = 0A* = 0A, logo A + B e oA séo auto-
adjuntos.

O produto AB dos operadores auto-adjuntos
A,B é auto-adjunto se, e somente se, A e B
comutam, isto €, AB = BA. Com efeito, sendo
A e B auto-adjuntos, temos (AB)* = B*A* = BA.

Logo, AB é auto-adjunto se, e somente se,
BA = AB.

Exemplo 1

Sejam A,B : R* — R? os operadores lineares
definidos por A(x,y) = (x,2y) e B(x,y) = (y,X).
Para todo v = (x,y) tem-se:

(e,A*V) = (Ae;) = (e,,V) = X
(€,,A™V) = (Ae,V) = (26,,V) = 2y,
Portanto A*v = (x,2y) = Av e A* = A

Analogamente se mostra que B* = B. Entre-
tanto, como AB(x,y) = (v,2X), vé-se que, para
v = (X,y),{e,,(AB)*v) = (ABe,,v) = 2y, enquanto
(e;,AB,) = y logo (AB)* # AB, ou seja, o produ-
to AB dos operadores auto-adjuntos A,B ndo é
auto-adjunto. Isto se da porque AB # BA. Com
efeito, AB(X,y) = (Y = 2X) e BA(X,y) = (2y,X).

Exemplo 2

A projecéo ortogonal P : E — E sobre um subes-
paco F — E é um operador auto-adjunto. Com
efeito,dados v=z+w,v'=2"+w com z, € F
e w, w €F* temos:
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(PvV')y = (z,Vv') = (2,2") = (v,2") = (v,PV")
Reciprocamente, se a projecado P : E — E so-
bre o subespaco F, paralelamente a F,, onde
E = F, ® F,, for um operador auto-adjunto, en-
tdo para quaisquer v,€ F,, v,eF, vale:

(V,Vp) = (PVy,V,) = (vq,Pvy) = (v;,0) = 0.

Logo, F, = Fi. Assim, a projecdo P:E > E é
um operador auto-adjunto se, e somente se, é
uma projecao ortogonal.

Uma matriz quadrada a = [g;] diz-se simétrica
guando ¢ igual a sua transposta a‘, isto é,
quando a; = a; para todo i e todo j.

No teorema 1, € dado um operador linear
A : E — E, espaco vetorial de dimensao finita,
dotado de produto interno.

13.2 Teoremas

Teorema 1 - A : E — E é auto-adjunto se, e
somente se, sua matriz a = [a;] relativamente a
uma (e portanto a qualquer) base ortonormal
u = {u,,...,u,}<E é uma matriz simétrica.

Demonstragéo — {u;,au;) = [i-ésima coordenada
do vetor Ay, na base u] = [i-esimo elemento da
j-ésima coluna de a] = a;. Portanto a matriz a &
simétrica se, e somente se, (U,Aupy = (Au;,up
para quaisquer i,j = 1,...,n.

Devido a linearidade de A e a bilinearidade do
produto interno, isso equivale a dizer que
(u,Av) = (Au,v) para quaisquer u,ve E, ou seja,
que A é auto-adjunto.

Exemplo 3

As matrizes dos operadores A e B do Exemplo
1 na base candnica de R?s&o, respectivamente,

10 0 1
a= b=

0 2 10
ambas simétricas. Quanto ao Exemplo 2, se
tomarmos em E uma base ortonormal cujos
primeiros m elementos formem uma base de F
e os lltimos uma base de F*, a matriz da pro-
jecdo P nessa base terd os m primeiros termos

da diagonal iguais a 1 e todos os demais ele-
mentos iguais a zero. Seu formato sera



UEA - Licenciatura em Matematica

0

em que os termos fora da diagonal, ndo indica-
dos acima, séo todos zeros.

Essas matrizes sdo simétricas, refletindo o fato
de que representam operadores auto-adjuntos
em bases ortonormais.

Teorema 2 — Seja A : E — E um operador auto-
adjunto. Se o subespaco F c E é invariante por
A, seu complemento ortogonal F+ também é.

Teorema 3 — Se o subespaco F c E é invarian-
te pelo operador linear A : E — E, entdo seu
complemento ortogonal F* é invariante pelo
operador adjunto A* : E — E.

Demonstracéo:
[ueF ve F] = AueF =
= (U,AV) = (Au,V) = = A've F*

logo F* é invariante por A",

Exemplo 4 - No cisalhamento A : R? — R?
em que A(x,y) = (x — ay, y), com a # 0, 0 eixo
X, das abcissas, é invariante, mas seu com-
plemento ortogonal, o eixo y, das ordenadas,
nao &, pois Ae, = (a,1) ndo é vertical.

Teorema 4 - Se A,,...,A,, S80 autovalores dois a
dois diferentes do operador auto-adjunto

A :E — E os autovetores correspondentes
Vi,...,Vm, S0 dois a dois ortogonais.

Demonstracéo — Para i # j quaisquer:

(M- 7\-j)<Vi:Vj> = <7¥jVian> - <Vi|7\-jVj> = <AViuVj> - <ViyAVj>
(Av,,v)) — (Av, vI) = 0 pois A é auto-adjunto.
Como A, - & # 0 de (A, — A)v,vp) = O resulta
vi,v;= 0).

Observagdo - Se Av = Av, entdo, para todo
multiplo w = o, tem-se ainda Aw = Aw. Logo,
na situacéo do Teorema 4, os vetores vy, ... .V,

podem ser tomados unitarios, caso haja con-
veniéncia.
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Um problema importante sobre operadores
num espaco vetorial de dimensao finita € o de
encontrar uma base em relacdo a qual a matriz
desse operador seja a mais simples possivel.
Mostraremos, nesta se¢do, que, se A:E—Eé
um operador auto-adjunto num espaco vetorial
de dimensao finita com produto interno, existe
uma base ortonormal em E, relativamente a
qual a matriz de A é uma matriz diagonal
a=[a], isto e, a;=0sei#]j. Esse é o contel-
do do Teorema Espectral.

Existe um tipo de operador auto-adjunto para o
qual o Teorema Espectral é imediato: se

P :E — E é a projecéo ortogonal sobre o sube-
spaco F, tomando uma base ortonormal
{u,,...,u.}<E cujos primeiros vetores u,...,u,
formem uma base de F (portanto os n — m ulti-
mos formam uma base de F'), a matriz de P
nessa base tem a forma diagonal vista no Exem-
plo 3.

Quando se diz que a matriz do operador
A : E — E na base {u;,...,u,}cE é uma matriz
diagonal, isso significa que, para todo

j = 1,..,n, tem-se Ay, = AU, ou seja, que 0s
vetores da base dada sdo todos eles auto-

vetores de A.

No caso da projecdo ortogonal sobre o su-
bespaco F, tem-se Pu; = u,; paraj=1,..me
Pu;=0 sej=m+ 1,.,n. Assim, a base orto-
normal acima fixada é de fato formada por
autovetores de P. Os autovalores séo 1 e 0.

Comecemos com o0 caso particular do Teore-
ma Espectral em que o espaco tem dimenséao
2.

Teorema 5 — Seja A : E — E um operador auto-
adjunto num espaco vetorial de dimenséo 2,
munido de produto interno. Existe uma base
ortonormal {u,,u,}—E formada por autovetores
de A.

Demonstracao — Seja {v,w}cE uma base orto-
normal arbitraria. Em virtude do Teorema 1,
temos Av = av + bw + Aw = bv + cw. Como
ja vimos antes, os autovalores de A séo as rai-
zes reais do polindbmio caracteristico

P(A) = A2 - (a + c)A + ac - b2. O discriminante
deste trinbmio é

A=(@a+c)P-4(ac-b?)=(a-c)*+4b2>0.
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SeA=0,enthob=0,a=ceA =al, logo
todo vetor ndo-nulo em E é um autovetor.

Se A = 0, entdo o trinbmio P(A) possui 2 raizes
reais distintas A,,A,. 1Iss0, como sabemos, quer
dizer que os operadores A — A;l e A — A,l sdo
ambos ndo-invertiveis, logo existem vetores nao-
nulos (que podemos supor unitarios) u,,u,e E
tais que (A - A)u; = 0 e (A - A,J)u, = 0, ou
seja, Au; = AU e Au, = A,U,. Pelo Teorema 4,
{u,,u,}cE é uma base ortonormal de autove-
tores de A.

Corolario — Todo operador auto-adjunto A : E —
E, num espaco vetorial de dimenséo finita com
produto interno, possui um autovetor.

Com efeito, existe um subespaco F c E, de di-
mensdo 1 ou 2, invariante por A. Se dimF = 1,
todo vetor ndo-nulo ve F é um autovetor de A.
Se dim F = 2, entdo, aplicando o Teorema 5 a
restricdo A : F — F de A ao subespaco invari-
ante F, obtemos um autovetor ve F.

Teorema 6 (Teorema Espectral) — Para todo
operador auto-adjunto A : E — E, num espaco
vetorial de dimensao finita munido de produto
interno, existe uma base ortonormal
{u,,...,u,}<E, formada por autovetores de A.

Demonstragdo — Usaremos indugéo na dimen-
sdo de E. O teorema € evidente se dimE = 1. Su-
pondo-o verdadeiro em dimensdo n - 1, seja
E = n. Pelo Corolario do Teorema 5, existe um
autovetor unitério u,, portanto um subespaco F
c E, de dimenséo 1, invarian por A. Pelo Teo-
rema 2, o complemento ortogonal F* também é
invariante por A. Como dimF-=n -1, a hipétese
de inducgéo assegura a existéncia de uma base
ortonormal

{u,,...,u, . ycF+ formada por autovetores da
restricdo A : F- — F'. Segue-se que
{u,,...,u,;,u.}<E é uma base ortonormal for-
mada por autovetores de A.

Exemplo 5 - Seja T : R* — R® 0 operador linear
cuja matriz em relagdo a base canbnica é

=2 00
[T]=| 0 6 1
0 1 6

Podemos exibir uma base ortonormal de auto-
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vetores para este operador? Inicialmente, ob-
servamos que T é um operador auto-adjunto,
pois a base canbnica é ortonormal (em relacdo
ao produto interno canbnico), e a matriz € si-
métrica. O teorema espectral garante, entdo, a
existéncia de uma base ortonormal de auto-
vetores. Calculando os autovalores e autove-
tores associados, temos:

ParaA, =-2,v, = (1,0,0); parai,=7,v,=(0,1,1)
e paraA; =5, v; = (0,1,-1).

Como esses autovetores provém de autova-
lores distintos e T é auto-adjunto, o teorema 4
garante que eles sdo ortogonais. Entao,
{(1,0,0),(0,1,1),(0,1,-1)} é uma base ortogonal
de autovetores. Basta agora normaliza-los para
obtermos a base procurada:

{(1,0,0),#(0,1,1),%(0,1,1)}

Observacédo - Vale a reciproca do Teorema
Espectral: se existe uma base ortonormal
{u,,...,u.}E formada por autovetores do ope-
rador A : E — E, entdo este operador é auto-
adjunto. Com efeito, para quaisquer

ij = 1,...n tem-se (Au,v) = (Au,v) = Ad; =
(UAv) = (uAu) e dai resulta que (Au,v)
(u,Av) para quaisquer u, ve E.

Exemplo 6

Seja o operador linear T : R® — R® cuja matriz
em relagdo a base canbnica é

2 1 1
1 2 -
1 -1 2

Exibamos uma base ortonormal de autove-
tores para este operador. Procedendo de mo-
do analogo ao anterior, vemos que T é auto-
adjunto e, portanto, tal base existe. Calculando
0s autovalores e autovetores associados, te-
mos: Para A, = 0; os autovetores sdo do tipo
(-v,y,y), e o subespaco desses autovetores tem
dimensio 1. Para A, = 3, os autovetores s&o
do tipo (y + z,y,2), e 0 subespaco associado tem
dimensao 2.

Vamos construir uma base de autovetores es-
colhendo um autovetor do subespaco associa-
do a A, = 0 e dois autovetores L.l. do subespa-
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co associado a A, = 3. Suponhamos que v =
(-1, 1, 1) tenha sido tomado no primeiro subes-
paco. Como todos os autovetores no segundo
sdo da forma (y + z, y, z), observamos que o
produto interno de (-1,1,1) com qualquer da
forma (y + z,y,z) € 0. Mas néo é garantido que
quaisquer dois vetores de (y + z,y,z) sdo orto-
gonais, mesmo que sejam L.l. Por exemplo,
(1,1,0)e (1,0,1) sédo L.l., mas ndo ortogonais.
Contudo, podemos usar o vetor (1,1,0) e
procurar outro vetor do tipo (y + z, y, z) que
seja ortogonal a (1,1,0), isto é, o produto in-
terno destes deve ser nulo. Ou seja, y
+z+y=2y+z=00uz=-2y

Um vetor que satisfaca essas relagOes deve ser
do tipo (-y,y,~2y). Por exemplo, (-1,1,-2).

Ficamos, assim, com a base

{(-1,1,1),(1,1,0),(-1,1,-2)}, que é formada de
autovetores dois a dois ortogonais. Normali-
zando esses vetores, temos a base procurada:

1 1 1
{Jﬁ(_1’1’1)’ﬁ(1’1'0)’£(_1’1’_2)} .

T C EXERCICIOS PROPOSTOS

Seja o = {w,,w,,w;} uma base de V, um es-
paco vetorial real com produto interno ().
2 5

[ul, =|-1| e V], =|2
3 -3

. Se(u,v) = 2, a base

a é ortonormal?

X
2. Ache valores para x e y tais que { 1 g} seja

uma matriz ortogonal.

Sejam o = {(1,1),(2,0)} e B = {(-1,0),(2,1)}. A
partir das bases o e B, construa bases orto-
normais, usando o método de Gram-Schmidt.
Se essas novas bases forem o’ e B’ respectiva-
mente, mostre que a matriz de mu-

danca de base [']: € ortogonal.

Dada uma matriz A cujas colunas sdo vetores
ortonormais, prove que A é ortogonal.
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5.

SejaT(xy,2) =2x+y,x+y+2z y-3z)deR®

em R?® com produto interno candnico.

a) Mostre que T é um operador auto-adjunto,
mas néo ortogonal.

b) Sev = (2,-1,5) e w = (3,0,1), verifique que
(Tv,w) = (v, Tw).

c) Exiba uma base de autovetores de T e veri-

figue que é uma base ortogonal. A partir
dessa base, escreva uma base ortonormal.

Dada a matriz A =

o O 9
O T O
O O O

a) Mostre que os autovalores sdo: a,b +ceb-c.

b) Ache uma base de autovetores.

Seja o operador linear T : R®*— R® cuja matriz

1 4 2
em relacdo a base canbnicaé |4 -5 4.
2 4 1

Exiba uma base ortonormal de autovetores.

Mostre que se T é uma transformacéo orto-
gonal do plano no plano, sua matriz em rela-
¢80 a base candnica s6 pode ser da forma:

—sena

cosa
A=
sena Cosa

} ou da forma

B {COSO{ sena }

sena - CoSsa

(Sugestao: 9.3.3 (d)).

b) Observe que se a matriz de T for da forma dada

por A. T sera uma rotacdo de um angulo a.

10
Mostre que B = A . J onde J_{O 1] Jéa
matriz em relagdo a base canbnica de reflexdo
no eixo-x). Conclua, finalmente, usando com-
posicao de fungdes, que se a transformacéo T
for dada por B,T, sera uma reflexdo por meio de

uma reta do plano que passa pela origem.

Seja V um espaco vetorial real de dimenséo
n,T:V — V um operador linear auto-adjunto e
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ve Vum autovetor de T.

a) Mostre que [v], o espaco gerado por v, é
invariante por aplicacdo do operador T, isto
é, se we [v], entdo Twe [v].

b) Mostre que [v]*. o complemento ortogonal
de [v] (veja 8.5) é invariante por aplicacédo
do operador T, isto é, se wel[v]*, entdo
Twe [v]* e, portanto, T induz um operador
linear

T v = v
w — Tw

c) Mostre que o operador T, definido no item
(b) é auto-adjunto.

d) Mostre que todo autovetor w de T, com
autovalor o também é autovetor de T com o
mesmo autovalor 9.

10. a) Dé a transformacdo linear que descreve o
movimento rigido que leva o segmento de
extremos (-6,2) e (-1,2) no segmento de
extremos (-2,6) e (1,2) respectivamente.

b) Mostre que esta transformacédo é uma rota-
¢&o e encontre seu angulo.
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