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Prefacio

Este texto cobre o material para um curso de Algebra Linear ministrado para estudantes da area de
Ciéncias Exatas. O texto pode, mas n&o é necessario, ser acompanhado do programa MATLAB®*.

O contelido € dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1 o conceito de vetor do R™ é introduzido
e entdo sao definidos os espacos vetoriais abstratos. Dependéncia Linear, conjunto de geradores e
base sao definidos o mais geral possivel de forma a incluir espacos vetoriais que possuem uma base
infinita, como o espaco dos polindbmios, por exemplo. Splines sao estudados neste capitulo como uma
aplicacao dos conceitos apresentados.

No Capitulo 2 sdo estudados os espacos com produto interno, bases ortonormais e complemento
ortogonal. Contém também uma aplicagéo aos polindmios de Legendre e uma aplicacéo as séries de
Fourier.

O Capitulo 3 aborda transformacdes Lineares. Aqui € apresentada uma abordagem bastante
geomeétrica deste tema. A matriz mudanca de base aparece de maneira natural como a matriz da

*MATLAB® & marca registrada de The Mathworks, Inc.
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Viii Contelido

transformacao identidade em relacdo a duas bases. A matriz jacobiana de uma transformacao é
apresentada como uma aplicacéo ao tema. Aqui também é estudada a adjunta de uma transformacao
linear e é apresentada uma aplicacdo ao problema de quadrados minimos.

O Capitulo 4 traz um estudo da diagonalizacdo de operadores, incluindo a diagonalizac&do de ope-
radores normais e auto-adjuntos e uma aplicacao na identificacdo de conicas. A Ultima secédo traz a
forma candnica de Jordan. Além de serem provados resultados sobre existéncia, € mostrado também
como se obtém uma base de autovetores generalizados em relagéo a qual a matriz do operador esta
na forma canbnica de Jordan. Como aplicagdes sao apresentados: calculo das poténcias de uma
matriz, funcdes de matrizes e Sistemas de equacdes diferenciais.

Os exercicios estdo agrupados em trés classes. Os “Exercicios Numéricos”, que contém
exercicios que sao resolvidos fazendo calculos, que podem ser realizados sem a ajuda de um com-
putador ou de uma maquina de calcular. Os “Exercicios Te6ricos”, gue contém exercicios que reque-
rem demonstragdes. Alguns sdo simples, outros sdo mais complexos. Os mais dificeis complemen-
tam a teoria e geralmente sdo acompanhados de sugestdes. Os “Exercicios usando o MATLAB®”,
que contém exercicios para serem resolvidos usando o MATLAB® ou outro software. Os comandos
necessarios a resolucao destes exercicios sao também fornecidos juntamente com uma explicacao
rapida do uso. Os exercicios numéricos sao imprescindiveis, enquanto a resolucao dos outros, de-
pende do nivel e dos objetivos pretendidos para o curso.

O MaTLAB® é um software destinado a fazer calculos com matrizes (MATLAB® = MATrix LABo-
ratory). Os comandos do MATLAB® sZo muito proximos da forma como escrevemos expressdes
algébricas, tornando mais simples o seu uso. Podem ser incorporados as rotinas pré-definidas,
pacotes para calculos especificos. Um pacote chamado gaal com funcdes que séo direciona-
das para o estudo de Geometria Analitica e Algebra Linear pode ser obtido através da internet no
endereco http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto com uma introducao ao MA-
TLAB® e instrugdes de como instalar o pacote gaal. Mais informacdes sobre o que o MATLAB® é

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



Prefacio ix

capaz, podem ser obtidas em [3, 21].

No fim de cada capitulo temos um “Teste do Capitulo”, onde o aluno pode avaliar os seus conheci-
mentos. Os Exercicios Numéricos e os Exercicios usando o MATLAB® esto resolvidos ap6s o Gltimo
capitulo utilizando o MATLAB®. Desta forma o leitor que néo estiver interessado em usar o software
pode obter apenas as respostas dos exercicios, enquanto aquele que tiver algum interesse, pode ficar
sabendo como os exercicios poderiam ser resolvidos fazendo uso do MATLAB® e do pacote gaal.

O programa MATLAB® pode ser adquirido gratuitamente na compra do livro “Student Edition of
MATLAB Version 5 for Windows” - Book and CD-ROM edition [21], por exemplo na Amazon.com
(bttp://www.amazon. com).

Gostaria de agradecer ao professor Helder C. Rodrigues pelas frutiferas discussdes, aos profes-
sores que colaboraram apresentando corre¢des, criticas e sugestdes, entre eles Francisco Satuf e
Hamilton P. Bueno, da UFMG e Anténio J. Engler da UNICAMP.

Historico

Marco 2006 Varias correcoes. Foi acrescentado o Exemplo 3.40 na pagina 304. Foram acrescenta-
dos diagramas para a formacéo da base de Jordan no Capitulo 4.

Julho 2004 Na pagina 82 o Exemplo 1.65 foi substituido pela Proposicao 1.11 com demonstragao.

Julho 2003 Na pagina 34 foi definido espaco vetorial finitamente gerado. Foi acrescentado o Exemplo
1.65 na pagina 46. As Proposicdes 4.5 na pagina 328 e 4.20 na pagina 393 foram reescritas,
assim como as suas demonstracGes. Foram adicionados dois exercicios teoricos a secéo 4.1.

Junho 2002 Criado a partir da Parte Il do texto 'Geometria Analitica e Algebra Linear’ para ser usado
numa disciplina de Algebra Linear.
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Capitulo 1

Espacos Vetoriais

1.1 Definicao e Exemplos

Os vetores no plano sao definidos por pares ordenados de nimeros reais e que vetores no espaco
sao definidos por ternos ordenados de nimeros reais. Muito do que é estudado sobre vetores em
Geometria Analitica pode ser estendido para n-Uplas de nUmeros reais, em que n pode ser um namero
inteiro positivo.

1.1.1 Os Espacos R"




2 Espacos Vetoriais

Definicao 1.1. O espaco R" (n € um inteiro positivo qualquer) é definido pelo conjunto de todas as
n-Oplas ordenadas X = (zy,...,x,) de nUmeros reais.

O conjunto R! & simplesmente o conjunto dos nimeros reais. O conjunto R? é o conjunto dos
pares de nimeros reais e o R? & o conjunto dos ternos de nimeros reais.

No R3 o terno de nimeros (x1, z2, x3) pode ser interpretado geometricamente de duas maneiras:
pode ser visto como um ponto, neste caso xi, T2 € x3 Sao as coordenadas do ponto (Figura 1.1),
ou como um vetor, neste caso x;, T2 € T3 Sd0 as componentes do vetor (Figura 1.2). Também
no R™ uma n-Gpla pode ser pensada como um vetor ou como um ponto. Por exemplo, a quintlpla
X = (1,-2,3,5,4) pode ser pensada como um ponto no R, quando consideramos X como um
elemento do conjunto R?, ou como um vetor do R®, quando fazemos operacdes com X, como as que
iremos definir adiante. Vamos chamar os elementos do R" de pontos ou de vetores dependendo da
situacao.

Dois vetores V' = (vq,...,v,) € W = (wy,...,w,) no R" sdo considerados iguais se
v = wi,...,U, = wW,. As operacdes de soma de vetores e multiplicacdo de vetor por escalar
no R" séo definidas de maneira analoga ao que fizemos no plano e no espaco.

Definicdo 1.2.  (a) Asomade dois vetores V' = (vy,...,v,)e W = (wy,...,w,) do R™ é definida
por
V+W=(v+w,...,0,+wy); (1.1)

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



1.1  Espacgos Vetoriais 3

Figura 1.1: Coordenadas (x, v, 2) Figura 1.2: Componentes (x, v, z)

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



4 Espacos Vetoriais

(b) A multiplicacdo de um vetor V' = (v, ..., v,) do R"™ por um escalar « é definida por
aV =(avy,...,av,). (1.2)
O vetor nulo do R™ é denotado por 0 e é definido por 0 = (0,...,0). Se V = (vy,...,v,) €um
vetor do R™, entédo o simétrico de V' é denotado por —V e é definido por —V = (—vy,..., —v,). A

diferenca de dois vetores no R" é definida por V— W =V + (=W). Se V e IV séo vetores do R"
tais que W = oV, para algum escalar «, entdo dizemos que W € um multiplo escalar de V.

Um vetor V' = (vy,...,v,) do R" pode também ser escrito na notagédo matricial como uma matriz
linha ou como uma matriz coluna:

U1
V= : ou V:[Ul vn}.

Un

Estas notacdes podem ser justificadas pelo fato de que as operacdes matriciais

U1 w1 V1 + wy U1 vy
V+W= o+ : = : , aV=a]| : =
Un Wn, Up, + Wy, Un Qv
ou
V—i—W:[Ul vn]+[w1 wn]:[vl—i-wl vn—i-wn},
OzV:a[vl vn}:[avl own]

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



1.1 Espacos Vetoriais 5

produzem os mesmos resultados que as operacdes vetoriais
V4+W=(v1,...,00) + (w1,...,w0,) = (v1 + w1, ...,0, +wy,),

aV = a(vy,...,v,) = (vy,...,avy,).

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de vetores e
multiplicacdo de vetores por escalar no R".

Teorema 1.1. Sejam U = (uq,...,uy,), V = (v1,...,v,) € W = (wy,...,w,) vetores do R" e a e
(3 escalares. Sao validas as seguintes propriedades:

@ U+V=V+U (e) a(BU) = (ap)U;

b)) (U+V)+W=U+(V+W), ) a(U+V)=alU+aV;

) U+0=U,; @) (a4 B)U = alU + pU;

d) U+ (-U)=0; (hy 1U =U.

Demonstracao. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (ver por exemplo, [23]) O

1.1.2 Espacos Vetoriais Abstratos

Podemos generalizar o conceito de vetores ainda mais. Vamos estabelecer um conjunto de axio-
mas, 0s quais se forem satisfeitos por um conjunto de elementos, estes serdo chamados de vetores.

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



Espacos Vetoriais

Os axiomas serdo escolhidos abstraindo-se as propriedades mais importantes de vetores no R".
Assim, os vetores do R" satisfardo automaticamente estes axiomas.

Definicdo 1.3. Dizemos que um conjunto V # @, munido de duas opera¢gBes, uma soma e uma
multiplicagdo por escalar:

©0) SeV,W eV,entaoV + W €V,

(0) SeV eVea e R (ouC),entdoaV €V,

€ um espaco vetorial sobre R (ou C) se satisfaz os seguintes axiomas:

(1) Paratodosos VW e V,V + W =W 4+ V;

(2) Paratodosos V,\IW,U € V,V + (W +U) = (V+ W)+ U;

(3) Existe umelemento0 € V, talque V +0=0+V =V, paratodo V € V;
(4) Paracada V' €V, existe um elemento —V € Vtalque V + (=V) = (=V)+V = 0;
(5) Paratodo V' € V e todos os escalares o e 3, a(fV) = (af)V;

(6) Paratodos os V, W € V e todo escalar o, a(V + W) = oV + aW;

(7) Paratodo V € V e todos os escalares a e 3, (o + 5)V = aV + (V;

(8) Paratodo V €V, 1V =V,

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



1.1 Espacos Vetoriais 7

Os elementos de V séo chamados vetores. O vetor 0 &€ chamado vetor nulo e paracada V' € V
o vetor —V" & chamado o simétrico ou inverso aditivo de V. A diferenca de dois vetores é definida
por V—W =V + (=W). Se V e W sao vetores tais que W = a'V/, para algum escalar «, entéo
dizemos que W € um multiplo escalar de V.

Exemplo 1.1. Para n um nimero inteiro positivo, o conjunto V = R™ com as opera¢des de soma e
multiplicacdo por escalar definidas em (1.1) e (1.2) € um espaco vetorial sobre R, pelo Teorema 1.1
na pagina 5. Em particular R & um espaco vetorial sobre ele mesmo.

Exemplo 1.2. O conjunto dos nimeros complexos, C, com as operagdes usuais & um espago vetorial
sobre ele mesmo, mas & também um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 1.3. Segue das propriedades da algebra matricial, Teorema ?? na pagina ?? de [23], que o
conjunto M,,,,, de todas as matrizes m x n com entradas que sao nameros reais (nimeros complexos)
com as operagdes usuais de soma e multiplicacdo por escalar € um espaco vetorial sobre R (sobre
C).

Exemplo 1.4. Seja X um conjunto nédo vazio qualquer. Seja F(X;R) o conjunto das func¢des reais,
f:X — R. Para f e g funcdes de F(X;R) e o um escalar definimos a soma f + g por

(f +9)(x) = f(z) +g(x), paratodoz € X

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



8 Espacos Vetoriais

e a multiplicacdo de f pelo escalar « por
(a f)(x) = a f(z), paratodoz € X.

Vamos mostrar que o conjunto F(X; R) &€ um espago vetorial sobre R. Sejam f,g,h € F(X;R) e
«, (3 escalares.

1) (f+9)(x) = f(x)+g(x)=g(x)+ f(x) = (9 + f)(x), paratodo z € X;

@) [f +(g+W](x) = f(z)+ (g + h)(z) = f(z) + (9(x) + h(x)) = (f(x) + g(z)) + h(z) =
(f +9)(x) + h(x) = [(f +g) + h](z), paratodo x € X;

(3) Seja 0 a fungdo identicamente nula. (f + 0)(x) = f(z) 4+ 0(z) = f(z), paratodo z € X;

(4) Dada a funcdo f definimos a fungdo —f por (—f)(x) = —f(x), paratodo x € X. [f +
(—=NH)(x) = f(z) + (= f(z) = 0= 0(x), para todo x € X;

(5) [(BN)](x) = a(Bf)(x) = a(Bf(x)) = (af) f(z) = [(af) f](x), paratodo z € X;

6) [a(f + 9)l(z) = a(f + g)(x) = a(f(x) + g(z)) = af(z) + ag(z) = (af)(z) + (ag)(z) =
(af + ag)(z), paratodo z € X;

() [(a+ 6)fj]c(x) = (a+B)f(z) = af(z) + Bf(x) = (af)(z) + (Bf)(z) = [af + Bf](z), para
todo z € X;

8) (1f)(x) =1f(x) = f(x), paratodo x € X;

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



1.1 Espacos Vetoriais 9

Variando o conjunto X obtemos varios exemplos de espaco vetorial.

Se X éiguala{l,...,n}, entdo F(X;R) = R", pois podemos identificar cada vetor (x1, ..., z,)
de R" comafungéo f : {1,...,n} — Rdefinida por f(1) = z1,..., f(n) = x,.

Se X é igual ao produto cartesiano {1,...,m} x {1,...,n}, entdo F(X;R) = M,,,, pois po-
demos identificar cada matriz (a;;).m, com a fungdo f : {1,...,m} x {1,...,n} — R definida por
f(L,1) =ay,..., f(L,n) =ain, ..., fm,1) =an,..., f(m,n) = ann,.

Exemplo 1.5. O conjunto R* das seqiiéncias de nimeros reais, ou seja, o conjunto das listas infinitas
(x1,22,...,&p,...)tais que z,, € R, paran = 1,2, 3, ..., com as operacdes

(331,3527---795717---)+(y1,yza--->yn,---) = (*1'1+y1>$2+y27"'7xn+yn7"-)
a(Ty,To,y ... Ty, . ..) = (xy, Qx9, ..., aLp,...)

é um espacgo vetorial sobre R. Pois R™* = F({1,2,3,...};R), ja que podemos identificar cada
sequéncia (z,), comafungdo f : {1,...,n,...} — Rdefinidapor f(1) = x1,..., f(n) = x,,....

Exemplo 1.6. Seja P = R[t] o conjunto dos polinGmios sobre R em uma variavel ¢, ou seja, o
conjunto das expressodes da forma

p(t) = ag + art +agt® + -+ a,t" + ... :Zajtj,
jEN
em que existe um inteiro positivo n tal que a; = 0, para todo inteiro j > n e ag,aq,...,a, € R. O

polinémio identicamente nulo & aquele em que a; = 0, paratodo j € N,

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



10 Espacos Vetoriais

Sejam p(t) = ag+art+- - +apt™+... = Zajtj eq(t) =bo+bit+---+bt"+... = ijtj
jEN jEN
dois polindmios quaisquer. A soma €& definida por

p(t) +q(t) = (ag + bo) + (ay + b))t + -+ (ap + bp)t* +... = Z(aj + b))t

A multiplicagdo por um escalar « € definida por

ap(t) = (aag) + (aar)t + - - + (aa)t" + ... = Z(aaj)tj‘

Vamos mostrar que o conjunto P = R[¢] &€ um espaco vetorial sobre R.

Sejam p(t) = > a;t’ q(t) = > bt/ r(t) =Y _¢;t’ e a, 3 escalares.

jEN JjEN jEN
@) p(t = at £ bit! = (a;+ b)) = (b +aj)t = q(t) +p(t).
JeN JEN JEN JEN
@ p(t) + (q(t) + (1) = > a;t) + (Z bt + cht]) = laj + (b + )t =
JjEN JjEN jeN JjEN
> laj +b;) + )t = (Z at! + ) bjtj> + et! = (p(t) + q(t) + ().
jeN jeN jeN jeN

(3) Seja 0(t) o polindmio nulo.

pt) +0(t) = ait! + Y 0 =Y (a;+0)/ =Y a;t/ =p(t).

jeN jEN jEN JEN

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



1.1 Espacos Vetoriais 11

(4) Defina o polinémio (—p)(t) = >_cn(— aj)tj

p) + (=p(t) =Y _a;t! + Y (—aj)t! = (a;+ (—a))t =Y 0/ =0(t)

jeN JEN JEN JEN
(5) a(fBp(t) Zﬁajtj Z aBa;)t! = (aB)p(t).
JEN jJEN
6) a(p(t = O‘Z a; +bj)t! = Z[a(aj + b))t = Z(aaj + ab;)t!
jeN jeN jEN
Z aa;)t + Z (aby) )+ aq(t).
JeN JjEN
) (a+8)p(t) =Y (a+B)at! = (aa;+P8a;)t) =Y (aa;)t!+ > (Ba;)t) = ap(t)+Bp(t).
jEN jEN jEN jEN
) 1p(t) =Y (la;)t! = > a;t! =p(t).
jEN jEN

Proposicao 1.2. Sao validas as seguintes propriedades em um espaco vetorial V:
(@) 0V =0, paratodo V em V;
(b) a0 = 0, para todo escalar «;

(c) SeaV =0,entioa =0ou V = 0;

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



12 Espacos Vetoriais

(d) (=1)V = —V, para todo V' pertencente a V.

Demonstracdo. (a) Usando-se o axioma (2) de espaco vetorial, temos que
OV+0V=0+0)V=0V.

Somando-se o simétrico de 0 V' ao primeiro e ao Gltimo membro e usando os axiomas (2) e (4)

temos que
(—=(0V)+0V)+0V =-0V+0V =0.

Aplicando-se novamente o axioma (4) no primeiro membro, chegamos a 0 V' = 0.
(b) Este item se prova de forma inteiramente analoga ao anterior, mas a partir de o 0 + o/ 0.

(c) Se a # 0, entdo pelos axiomas (8) e (5) e pelo item (b), temos que

0=0.

Q|+

v_1v_(iovzuhmq_

« [0
(d) Usando-se os axiomas (8) e (7) e o item (a) temos que
(-O)WV4+V=(-1)V4+1V=(-1+1)V=0V=0
Somando-se —V ao primeiro e ao Gltimo membro e usando os axiomas (2), (4), (3) temos que

(-1)V =0+ (-V)=-V.
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Espacos Vetoriais 13

1.1.1.

1.1.2.

1.1.3.

1.1.4.

1.1.5.

1.1.6.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 423)

Determine o vetor X, tal que 3.X — 2V = 15(X — U), para vetores V e U fixos dados.

, - 2Y = ,
Determine o vetor X, tal que { 0 , para vetores V' e U fixos dados.

3X + Y = U+V

Verifique que o polindmio t? + 2t + 7 é combinacéo linear (soma de mltiplos escalares) de
t?+let+3.

Verifique que a fungéo constante igual a 3 é combinagio linear de g(t) = 5tan®t e h(t) =

cos?t’
Quais dos seguintes vetores sdo combinacdo linear de X; = (4,2,-3), Xo = (2,1,-2) e
X3 = (—2,-1,0)?

() (17171); (©) (_27_171);

(b) (4,2,—6); d) (—1,2,3).

Verifique se sdo espacos vetoriais 0s seguintes conjuntos:

(@) O R? com a adig&o usual e a multiplicagéo por escalar definida por o (z,y) = (o, 0).
(b) O R? com (z1,y1) + (w9, y2) = (w1 + 22, y1 + 2y2) € a multiplicagéo por escalar usual.
(c) O R? com (x1, 1) + (22, ¥2) = (y1 + Y2, 1 + 22) € @ multiplicagdo por escalar usual.

(d) O conjunto dos nameros reais positivos, com z + y = zy e ax = x*. Qual é o vetor nulo?

Exercicios TeoOricos
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14 Espacos Vetoriais

1.1.7. Sejam X um conjunto ndo vazio e V um espaco vetorial. Mostre que, com as definicdes naturais
de soma e multiplicacdo por escalar de funcdes, o conjunto das fungdes de X em V, F(X; V),
€ um espaco vetorial.

1.1.8. Mostre que em um espago vetorial o vetor nulo & Gnico e para cada vetor V' o simétrico —V
também é Gnico.

1.1.9. Prove que em um espaco vetorial V, X + W = X + U implicaque W = U.
1.1.10. Em um espaco vetorial, o X = $X implica que o = 3? E se X # 0?

1.1.11. Mostre que se V' pertence a um espago vetorial V e n € um inteiro positivo, entdo nV =
V +...+V (n parcelas).
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1.2 Subespacos

Definicdo 1.4. Seja V um espaco vetorial. Dizemos que um subconjunto W # @, de V & um
subespaco de V, se ele também & um espaco vetorial com relagdo as mesmas operacoes defini-
dasem V.

Para verificarmos se um subconjunto de um espaco vetorial &€ um subespago nao é necessaria a
verificacao dos oito axiomas além dos dois que definem a soma e a multiplicagéo por escalar.

Teorema 1.3. Seja V um espaco vetorial. Um subconjunto ndo vazio, W C V, & um subespaco de V
se, e somente se, as operacdes de soma e multiplicacéo por escalar estdo bem definidas, ou seja, se

0) SeV,IW e W,entaoV 4+ W € W,

(0) Se V € W e a & um escalar, entdo oV € W;

Demonstracao. Se W é um subespaco, entdo obviamente as (0) e (0') sdo satisfeitas. Suponha,
agora, que as condi¢cBes (0) e (0") séo verificadas para W. Como W & um subconjunto de V, entao
os Axiomas (1), (2), (5), (6), (7) e (8) da Definicao 1.3 na pagina 6 sao satisfeitos para os elementos
de W, pois sao satisfeitos para todos os elementos de V.
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16 Espacos Vetoriais

Vamos mostrar que os Axiomas (3) e (4) sao também satisfeitos, se (0) e (0’) sao verificados. Para
qualquer elemento V de W, pela Proposicéo 1.2, 0V = 0e —V = (—1)V, ou seja, o vetor nulo 0 e
o simétrico de V' sdo multiplos escalares de V', que por (0’) pertence a W. O

Exemplo 1.7. Se V & um espaco vetorial, entdo V & um subespaco dele mesmo. E o subconjunto
formado apenas pelo vetor nulo, W = {0}, é claramente um subespaco de V. Assim, todo espago
vetorial V # {0} possui pelo menos dois subespagos.

Exemplo 1.8. O conjunto R? n&o é um subespaco de R3, pois R? n&o & um subconjunto de R3.

Exemplo 1.9. Os subconjuntos A = {(z,y) e R?* |z > 0,y > 0} e B = {(z,y) € R? | zy > 0}
ndo sdo subespagos de R% Pois, para o primeiro, enquanto V = (1,1) € A, -V = (-1)V =
(—1,—1) ¢ A. Enquanto para o segundo, V' = (1,0),W = (0,—-1) € B,V +W = (1,—-1) ¢ B.

Exemplo 1.10. Seja V # {0} um espago vetorial. Seja V' um vetor n&o nulo de V. Vamos mostrar
que o conjunto dos multiplos escalares de V/,

W = {aV | @ € um escalar},

€ um subespaco de V.
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1% V+W

Figura 1.3: A={(z,y) € R*|z > 0,y > 0} Figura1.4: B = {(z,y) € R* | zy > 0}
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18 Espacos Vetoriais

z z
X1+X2 BX
X2
1 X
X y X y
Figura 1.5: Soma de vetores da reta X = Figura 1.6: Multiplicacdo de vetor por esca-
aV lar dareta X = al/
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(0) Sejam V; e V; elementos de W. Entdo existem escalares a; e «s tais que V; = oV e
Vo = asV. Logo
V1+‘/2 :CM1V—|—C¥2V: (Ozl—i—Oéz)V

Assim, Vi + V5 € um mdltiplo escalar de V' e portanto pertence a W.
(0") Seja W um elemento de W e 3 um escalar. Entao existe um escalar « tal que W = aV. Logo
BW = 3(aV) = (Ba)V.

Assim, ST & um mltiplo escalar de V' e portanto pertence a W.

Exemplo 1.11. Seja N = (ay, ..., a,) um vetor de R" fixo. O conjunto definido por
W= {(x1,...,2,) ER" | a1 + ... + apz, = 0}
€ um subespaco de R".

0) Se X = (z1,...,z,) e Y = (y1,...,y,) pertencem a W, entdo ayz1 + ... + a,z, = 0 e
ayr + ...+ a,y, = 0 e portanto

X+Y=(x14+y1,- %0+ Yn)
também pertence a W, pois

ar(z1 +y1) + .o an(@n +yn) = (x + oo+ anzy) + (a1 + .+ apyn) =0+ 0=0.
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20 Espacos Vetoriais

Figura 1.7: Soma de vetores do plano Figura 1.8: Multiplicacdo de vetor por esca-
amx + agy +azz =0 lar do plano a1z + asy + azz =0
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(0) Se X = (x1,...,x,) pertence a W, entéo
aX = (azy,...,ax,)
também pertence a W, pois

aj(axy) + ...+ ay(ax,) = alarxy + ...+ apz,) =0 =0.

Por outro lado, suponha que o conjunto definido por
W= {(z1,...,2,) ER" |ayz1 + ... + apz, = ¢}

seja um subespaco de R", em que ¢ € um namero real fixado.
Se W & um subespaco e X € W, entdo 0.X = 0 também pertence a W, ou seja, 0 subespaco

tem que conter a origem. Substituindo-se 0 = (0, ..., 0) na equag&o que define o conjunto, obtemos
que a;0 + ...+ a,0 = ¢, ou seja, ¢ = 0.
Se N = (ay,...,a,) # 0, entdo W & chamado um hiperplano de R". Para n = 3 os hiperplanos

sao planos e para n = 2 os hiperplanos sao retas.

Exemplo 1.12. O conjunto das matrizes simétricas n X n:

W, = {AeM,, | A" = A}
e 0 conjunto das matrizes anti-simétricas n X n:

Wy ={AeM,,| A" =—-A}

sdo subespacos do espaco M,,,, das matrizes n x n, pois a soma de matrizes (anti-)simétricas € uma
matriz (anti-)simétrica (verifique!). O mesmo ocorre com a multiplicagéo por escalar.
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22 Espacos Vetoriais

Exemplo 1.13. O conjunto P,, dos polindbmios de grau (o maior indice j tal que a; # 0) menor ou
igual a n juntamente com o polindmio nulo € um subespaco do espaco dos polindmios P. Pois, a soma
de polindmios de grau menor ou igual a n € um polindmio de grau menor ou igual a n e a multiplicacéo
de um polindmio por escalar & um polinbmio de mesmo grau.

Exemplo 1.14. Seja R(>) o conjunto das listas infinitas (x1, 75, ...,Z,,...) de nimeros reais tais
que x; # 0 apenas para um namero finito de indices i. R(>) &um subespaco de R*, pois a soma de
duas listas com um ndmero finito de componentes nao nulas € uma lista que também tem somente
um namero finito de componentes ndo nulas. O mesmo ocorre com a multiplicacao por escalar.

Exemplo 1.15. O conjunto

W, ={f e FR;R) | f(—z) = f(z) paratodo z € R}
das funcgoes, f : R — R, pares e o conjunto

Wy ={f e FR;R)| f(—z) = —f(z) paratodo z € R}

das fungbes, f : R — R, impares sdo subespacos, pois a soma de fungdes (im)pares e a
multiplicagcdo de uma funcao (im)par por um escalar sao também fungdes (im)pares (verifique!).

Exemplo 1.16. O conjunto €°(I) das fungdes reais continuas, que sdo definidas no intervalo I, &€ um
subespaco do espaco das funcdes reais F(/; R). Pois, a soma de fungdes continuas é uma funcéo
continua e o mesmo acontece com a multiplicagdo de uma fungédo continua por um escalar.
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Exemplo 1.17. Seja €"(I), para n inteiro positivo, o conjunto das fungcdes reais que possuem a n-
ésima derivada continua no intervalo 1. €"(I) € um subespaco de C™(I), para0 < m < n. E C*([),
o conjunto das fungdes que possuem todas as derivadas, &€ um subespaco de C"(/), para todo n
inteiro positivo.

Exemplo 1.18. Dados os nimeros reais 71 < o < ... < T,. Seja § o subconjunto de C?[x, z,]
formado pelas funcdes que séo polindmios de grau menor ou igual a 3 em cada subintervalo [z, 51 1],
parak = 1,...,n — 1. Este conjunto & chamado de splines (cUbicos) em [z1, z,] com pontos de
quebra xy, ..., x,_1.%

Vamos mostrar que o conjunto § &€ um subespaco de C%[zy,x,]. Sejam f,g € § e a um escalar.
Entédo

ay) + a;’r + ay’'x* + as’'xz”, sexr; < x < Ty,
flx) =
Cl(()nil) + agnil)x + a§n71)$2 + ag”*1)$3’ S€ Tp1 S € S Ly
W+ W - 0+ W sem <u<am,
g(x) = :

D b Ve 4+ bV 4 b Va sew,y <a <,

*A motivacdo para estudar este conjunto & vem do fato de que a equagéo da curva que descreve uma barra elastica
que vai de z; a x,, sujeita a forcas externas localizadas nos pontos o, ..., z,_1 Satisfaz y(w) (z) = 0 nos subintervalos
(i, ip1) € ngn+ y" (z) — lll)ﬂn_ y""(x) proporcional a forga aplicada no ponto z;. O que leva a que y(z) seja um

polindmio de grau menor ou igual a 3 em cada subintervalo (z;, z;11) com y” (z) continua no intervalo [z1, z,,].
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Assim as funcdes f e g sdo combinacéo linear de 4(n — 1) = 4n — 4 fun¢des. Mas, os coeficientes

ndo sdo independentes, pois f, g, f', ¢, f” e ¢” sdo continuas nos pontos de quebra xs, ..., x, 1.
D4 o+ D+ PP semsr<a
(f +9)(w) = z '
C(()n_l) + cgn_l):t + an_1)962 + an_l)ﬁ, se Tp—1 <& < Ty,

emquecgj) :az(»j)+b@,paraz’:0,1,2,3ej:1,...,n—1.

7

aal! +  adVr +  adV2? + add)ed, sew <u <,

(af)(z) =

(n—1)

aay + aa (n=1) 2

Ve 4 a2 4+ aa

-1
:(Sn )'rgu S€ Tp—1 S x S L

sdo splines, pois f + g, af, (f +9), (af), (f + 9)" e (af)” também s&o continuas nos pontos de
quebra zo, ..., T,_1.

Exemplo 1.19. Uma equacao diferencial & uma equacao envolvendo pelo menos uma das deriva-
das de uma funcéo y = y(t). Considere a equacéo diferencial

y'(t) = ay(t), (1.3)

paraa € R, a # 0.
Vamos determinar o conjunto solucéo da equacéao (1.3). Em primeiro lugar, suponhamos que a
funcdo y : R — R seja solugdo de (1.3). Vamos supor também que a fungdo ndo se anula em
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nenhum ponto. Assim sendo, como y é continua ela tera 0 mesmo sinal para todos os valores de
t € R. Assim (1.3) € equivalente a

Integrando-se membro a membro obtemos
In|y(t)| = at + k, parauma constante k € R.

Portanto,
y(t) = £eFe™ = ae®.

Vamos mostrar que toda solucdo é desta forma, ou seja, que nao existem outras solucdes além
das ja encontradas. Seja y(t) uma solucdo qualquer de (1.3). Defina

2(t) = e "y(t).
Derivando z(t) obtemos,
Z(t) = (") y(t) + ey (t) = —ae”"y(t) + ae""'y(t) = 0.

O que implica que z(t) € uma constante, ou seja, z(t) = e~ *y(t) = . O que implica que y(t) = ae™.
Portanto o conjunto solugao de (1.3) é o conjunto

W = {ae™ | a € R},

que & um subespaco de C(R), pois & o conjunto dos mdltiplos escalares da fungéo f(t) = e
(Exemplo 1.10 na pagina 16).
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Exemplo 1.20. Considere a equacao diferencial

any™ + an_1y™ Y + .+ ary +agy = f, (1.4)
onde ag,...,a, e f sdo funcdes de t e y(k), denota a k-ésima derivada de y. Esta equacdo é
chamada linear. Se as fungdes aq, . . ., a,, forem constantes, dizemos que a equacao € linear com

coeficientes constantes. Quando f é a funcéo identicamente nula, a equagcédo é chamada linear
homogénea.

any™ + ap_ 1y Y+ ary + agy =0, (1.5)
Vamos mostrar que o conjunto solucdo de uma equacgédo diferencial linear homogénea com coefici-
entes constantes, W, & um subespaco de C*°(R). Em primeiro lugar, W é ndo vazio, pois a fungéo
identicamente nula € uma solugao de (1.5)

(0) Sejam y;(t) e yo(t) duas solugdes de (1.5). Vamos mostrar que y(t) = y;(t) + y2(t) € também
solucdo de (1.5).

an(y1 4 12)™ 4 an 1 (y1 +12) "V 4+ 4 ar (g1 4 ) + aolyr + 1) =
(an?ﬁn) + @n71y§n71) + . ay) +ayr) + (anyén) + anflyénil) + . Fays +agye) =

0+0= 0

(0) Sejam y(t) uma solugéo de (1.5) e o um escalar. Vamos mostrar que z(t) = ay(t) também é
solucéo de (1.5).

an(ay)™ + ap(ay)" Y+ ar(ay) +aglay) =
(any™ 4+ an_y™ YV + 4 ay +agy) = ad=0

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



1.2 Subespacos 27

1.2.1 Soma e Intersecao de Subespacos

Proposicao 1.4. Sejam W, e W, dois subespacos de um espaco vetorial V. Entao:
(@ W; "W, & um subespaco.

(b) W; U W, & um subespaco se, e somente se, W; C W, ou Wy C Wy,

Demonstracao. (a) Sejam V,WW € W; N W, e o um escalar. Entao, V,.IW € W, e V,IW € W,.
O que implica que V' + W e aV pertencem a W, e a W, ou seja, pertencem a W; N W,

(b) Por contradicao, suponha que exista V' € Wy, que ndo pertenca a W, e W € W,, que nédo
pertenca a W;. Como a unidao W; U Ws, por hipotese, € um subespaco, entdo U =V + W
pertence a unido W; U W5, ou seja, U pertence a W; oua W,y. Se U € Wy, entdo W =
U — V pertenceria a W1, contradizendo a hipotese feita inicialmente. Agora, se U € W, entdo
V = U — W pertenceria a W5, contradizendo a hipotese feita inicialmente. O

Exemplo 1.21. O conjunto solugao de um sistema linear homogéneo com m equacgdes e n incognitas,

a11r1 + a12xs  + e + apr, = 0
a91T1 + a9xrs -+ Ce +  a9pr, = 0
Am1T1 + Qmats + . + amptn, = 0
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onde a;; séo constantes reais, para: = 1,...,me j = 1,...,n, pode ser visto como a interse¢édo de
m subespacos de R"”, que sao hiperplanos que passam pela origem (Exemplo 1.11 na pagina 19).

Exemplo 1.22. Considere os sistemas lineares

(1 -2 3 x 0 1 -2 3 T 0
@ |2 -4 6 y | =10 by | -3 7 -8 y | =160
| 3 -6 9 z 0 -2 4 —6 z 0
1 -2 3 x 0
| -3 7 =8 y |l =160
| 4 1 2 z 0

Todos s&o sistemas homogéneos, portanto os conjuntos solugéo sio subespacos de R?.

(&) A solucao geral do primeiro sistemaéx = 2s —3t,y = se z =toux = 2y — 3z, que € um
plano que passa pela origem, com vetor normal N = (1, —2, 3) (verifique!);

(b) A solucéo geral do segundo sistema é x = —5t,y = —t e 2z = t que é a equagdo de uma reta
que passa pela origem, com vetor diretor V' = (=5, —1,1).

(c) A solugdo do terceiro sistema é x = 0,y = 0 e z = 0, que & somente a origem {0}.

O conjunto solugao de um sistema homogéneo também é chamado de espaco solucao do sis-
tema homogéneo.

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



1.2 Subespacos 29

Definicao 1.5. Sejam W, e W, dois subespacos de um espaco vetorial V.

(a) Definimos a soma dos subespacos, W; +W,, como sendo o conjunto de todos os vetores de
V¥ que sdo soma de um elemento de W; com um elemento de Ws, ou seja,

W1+W2 = {%+‘/2|%€W19‘/2€W2}
{VeV|V=V+VocomV; € W, el, e Wy}

(b) Se o espaco V é tal que
V= Wl + WQ e
Wl N WQ - {(_)},

dizemos que V é soma direta de W, e W, e denotamos por V =W; & W,.

Exemplo 1.23. Vimos no Exemplo 1.12 na pagina 21 que o conjunto das matrizes simétricas n x n:
W, ={AeM,, | A" = A}

€ 0 conjunto das matrizes anti-simétricas n X n:
Wy ={AeM,, | A'=-A}

sdo subespacos de M,,,,. Vamos mostrar que M,,,, = W; & W,. Seja A uma matriz qualquer n. X n.
Sejam A; uma matriz simétrica e A, uma matriz anti-simétrica a serem determinadas tais que

A=A + A, (1.6)
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Tomando a transposta da equac&o (1.6) e usando o fato de que A% = A; e AL = — A, obtemos
A=A, — A, (1.7)
Tomando-se a soma e a diferenca das equacgdes (1.6) e (1.7) obtemos
241 = A+ A" e 24, =A— A,

ouseja, A; = $(A+ A') e Ay = 1(A — A"). Assim obtemos que a matriz A pode ser escrita como
a soma de uma matriz simétrica e uma anti-simétrica da seguinte forma:

A %(A+At) + %(A _an.

Assim, M,,, = W; + W,. Além disso, se uma matriz A € ao mesmo tempo simétrica e anti-simétrica,
entio A = A = —A' = —A. O que implica que A = 0. Ou seja, W; N W, = {0}.

Exemplo 1.24. Vimos no Exemplo 1.15 na pagina 22 que o conjunto
W, ={f € FR;R) | f(—z) = f(x) paratodo x € R}
das fungdes, f : R — R, pares e o conjunto
Wy ={f € FR;R) | f(—z) = —f(x) paratodo z € R}

das fungdes, f : R — R, impares sdo subespacos. Vamos mostrar que F(R;R) = W; & W,.
Seja f : R — R uma fungdo qualquer. Sejam f; uma funcdo par e f> uma fungdo impar a serem
determinadas tais que

f(x) = (fi + f2) (@) = fu(2) + fal2). (1.8)
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Calculando-se f(—x) usando a equacéo (1.8) e o fato de que fi(—x) = fi(z) e fo(—2x) = — fo(2)
obtemos

f(=x) = fi(z) — fa(z). (1.9)

Tomando-se a soma e a diferenca das equacgdes (1.8) e (1.9) obtemos que
2fi(x) = f(z) + f(=x) e 2fs(x) = f(x) = falx),

ou seja, fi(z) = 3(f(z) + f(—x)) e fa(z) = 3(f(z) — f(—x)). Assim, toda funcdo f pode ser
escrita como a soma de uma funcéo par e uma funcéo impar da seguinte forma:

1 1

flz) = 5(f(2) + f(=2)) + 5 (f(2) = f(=2)).

Ou seja, F(R;R) = W, + W,. Agora, se f € W; N Wy, entdo paratodo z € R, f(z) = f(—z) =
—f(z), ouseja, f(x) = 0, paratodo = € R. Portanto, f é a fungéo identicamente nula e W; N W, =

{0}.

Proposicao 1.5. Sejam W, e W, subespagos de um espaco vetorial V. Entao:
(@ W; + W, é um subespacgo que contém W, e W,.

(b) V=W, W, se, e somente se, todo elemento V' € V se escreve, de modo (inico, como soma
V=Vi+V,ondeV, € W,elV;, € W,.
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Demonstracao. (a) Vamos mostrar que W; + W, &€ um subespaco.

0) SejamV =V, +VoeW =W, + Wy, onde Vi, W, € Wy e Vo, Wy, € Wy, Entéo,
cW, cWo

V4+W=(Vi+Va)+ Wy 4+ W) = (Vi + Wy)+ (Vo + Wa).

(0) SejamV =V, + V,,onde V;, € W, e V5, € W5 e o um escalar.

eW, eWy
= ~ =
aV=aVi+V)= ol + aVi .

Assim, pelo Teorema 1.3 na pagina 15, W; + W, &€ um subespaco.

(b) Suponhamos, em primeiro lugar, que V.= W; & W,. Entdo, W; N W, = {0}. Sejam
Vi,Wi, € Wy e Vo, Wy € W, tais que

Vi+Vo=W;+Ws.
Somando-se —WW; — V5, obtemos
eW, €Wy
—
Vi—-Wi=Wy-V,.
O que implicaque Vi — Wy = Wy — Vo € Wy N'W, = {0}. Logo, Vi = W, e Vo = W,

Por outro lado, suponhamos que todo elemento de V' € V se escreve, de modo Gnico, como
somaV =Vi+V5,ondeV; €e Wyel, € W,. SejaV € Wy NW,. Vamos mostrar que V' = 0.
Mas,

€W, EW €Wy €W,

V=V 4+ 0 =0 + V
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Ou seja, se V # 0, teriamos duas formas de escrever IV como uma soma de um elemento de
W, e um de Wy. Logo, V = 0e W, N W, = {0}. Portanto, como claramente W = W, + W,
temos que W = W; & W,

O

Na verdade W, + W, & o menor subespacgo que contem W, e W, no sentido de que qualquer
subespaco que contenha W, e W5 tem que conter W, + W,. Deixamos para o leitor como exercicio
a verificacéo deste fato.

Exemplo 1.25. Sejam W, o conjunto dos polindmios da forma p, () = a+at +at?, paraa € R e W,
o conjunto dos polindmios da forma p,(t) = b+ct, para b, c € R. Vamos mostrar que Py = W; W,
Sejap(t) = a+ [t + ’th um polindémio qualquer de P,. Vamos determinar p; € W, e po, € W, tais
que

p=Dp1+ P2

Agrupando os termos de mesmo grau obtemos
a+ Bt +t* = (a+b) + (a+ c)t + (a)t?,

que é equivalente ao sistema

b = «
c = f

= 7

que tem solugdo Unica a = v,b = a — ye c = [ — . Como todo elemento de P, se escreve

de maneira Gnica como a soma de um elemento de W; e um de W, entdo pela Proposi¢ao 1.5,
?2 - W1 @ Wg.

+
+

SIS IS
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1.2.2 Conjunto de Geradores

Definicdo 1.6. Seja X um subconjunto ndo vazio de um espaco vetorial V.

(@) O conjunto [X] de todas as combinacdes lineares (somas de mUltiplos escalares) de vetores
de X, ou seja,
X] = {aaVi+...4+ Vi | a;séoescalarese V; € X, i =1,...,k}
= {VeV|V=oyVi+...+a;V,comaq; escalarese V; € X, i =1,...,k}
€ um subespaco de V (verifique!) chamado de espaco gerado por X.
(b) Quando [X] =V, dizemos que X é um conjunto de geradores de V. Assim, X & um conjunto
de geradores de um espaco vetorial V, se todo vetor IV de V pode ser escrito como combinacao

linear
V:oz11/1+...+aka

de vetores V1, ..., V} pertencentes a X.

(c) Se o conjunto de geradores X de um espaco vetorial V tem um namero finito de elementos
dizemos que o espaco vetorial é finitamente gerado.

Observacao. A maior parte dos resultados que apresentaremos aqui refere-se a espacos vetoriais
finitamente gerados.
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Exemplo 1.26. Vamos verificar que os vetores V; = (1,1,0), Vo, = (0,1,1), V3 = (1,0,1) e
Vi = (1,2,1) geram o0 R3. A equag&o vetorial

x1(1,1,0) + 22(0,1,1) + 23(1,0,1) + 24(1,2,1) = (a, b, ¢) (1.10)

ou
(371 + T3 -+ Ty, 21 + i) + 21’4,&72 + XT3 -+ 374) = (a,b, C)

€ equivalente ao sistema de equacdes lineares

Z1 + T3 + T4 = a
T+ T + 2z4 = b | (1.11)
T2 + T3 + T4y = ¢
Escalonando a matriz aumentada deste sistema
101 1lia 100 1; %=
110 2:0b obtemos a matriz 010 1;0bk=e
011 1:c 001 0=t
Assim, o sistema (1.11) e a equacao vetorial (1.10) possuem solugcdo (x4 = a,x3 =
—b b — b—
L,xg = % —Q,r = % — «, para todo o € R). Portanto, V1, V5, V5 e

V, geram o R3.

Exemplo 1.27. Os vetores F; = (1,0,...,0), £y = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1) geram
o R™. Vamos encontrar um conjunto de geradores para o R™. Um vetor qualguer do R™ & da forma
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V = (ay,...,a,) e pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um vetor para cada parametro
e cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo A equacao

> z1(1,0,...,0)+ ...+ 2,(0,...,0,1) = (ay,...,a,)
ou ainda
(1, ..y xn) = (a1, ..., ay)
tem solugdo =1 = ay, ..., %, = a,. Em particular os vetores i = (1,0, 0), j= (0,1,0) e k= (0,0,1)
geram o R3.
Exemplo 1.28. Parat=1,...,me j=1,...,n seja E;; a matriz m x n cujo elemento na posi¢ao

1j € igual a 1 e os demais elementos sé&o iguais a zero. Vamos mostrar que as matrizes £;; geram o
espaco das matrizes m x n. Seja A = (a;;) uma matriz qualquer m X n. A equagdo

J]HEH + ...+ xlnEln + ...+ xmlEml + ...+ ImnEmn = A.

tem solugéo x;; = a;;. Assim toda matriz m X n & combinagéo linear das matrizes £;;, que portanto

geram M,,,,,. Em particular as matrizes £, = l é 8 ] 1= [ 8 (1) } Esy = [ (1) 8 ]e FEoy =

{ 8 (1] ] geram o espacgo das matrizes 2 x 2.
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Exemplo 1.29. O conjunto X = {1,t,t2, ...,t" ...} € um conjunto de geradores para 0 espacgo
P = R[t], pois todo polindmio p(t) = ag + ...at" = ap(1l) + a1(t) + ... + a,(t") é combinagédo
linear de elementos de X. Além disso, X,, = {1,¢,t%,...,t"} & um conjunto de geradores para o

espaco P, pois todo polindmio de grau no maximo n é combinacéo linear de elementos de X,,.

Observacao. O exemplo anterior mostra que um conjunto de geradores ser um conjunto infinito nao
significa que todo vetor do espaco tenha que ser escrito como uma “combinacdo linear infinita” dos
geradores do espaco. Em caso de dlvida dé uma olhada novamente na definicdo de conjunto de
geradores.

Exemplo 1.30. Vamos mostrar que as matrizes M, = [ 1 (1) } My = [ (1) 1 } My = { (1) (1) }

e My = ; ? } geram o espaco das matrizes simétricas 2 X 2. Seja M = Z lc) uma matriz

simétrica qualquer. A equacao matricial
33'1M1 + I’QMQ + $3M3 + 3}’4M4 =M

€ equivalente ao sistema linear

X + 23 + x4 = a

T + 22 + 2$4 = b

T + T + 2z4 = b’
To + T3 + Ty = cC
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que possui solugdio 1 = = — q,xy = P4 — o w5 = S
My, My, M3 e M, geram o espaco das matrizes simétricas 2 X 2.

e ry = a, para a € R. Portanto,

Exemplo 1.31. Considere o sistema linear homogéneo AX = 0, onde

11 0 2
A= -2 -2 1 =5
1 1 -1 3

Ja vimos que o conjunto solugdo de um sistema homogéneo € um subespago. Vamos encontrar um
conjunto de vetores que gere este subespaco. Escalonando a matriz aumentada do sistema acima,
obtemos a matriz escalonada reduzida

110 2:0
00 1 —1:0
000 0:0

E assim a solugéo geral do sistema pode ser escrita como
r1=—a—20, r9=a, x3= 0, v, = (3, paratodos os valoresde o, € R,
ou seja, 0 conjunto soluc&o do sistema AX =0 é
W = {(z1, 22,73, 24) = (—a — 20,0, 3,0) | o, 5 € R}.

Agora, um elemento qualquer de W pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um vetor
para cada parametro e cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo

(—O[ - 2ﬁ705757ﬁ) = (_Oéuauoa()) + (_25707576) = Oé(—l, 17070) +5<_2707 17 1) .
Portanto, X; = (—1,1,0,0) e Xo = (—2,0,1,1) geram W.
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Exemplo 1.32. Sejam W o espago gerado por V; = (—1,1,0) e Vo = (—1,0,1) e V o espago
gerado por V3 = (1,0,—4) e V; = (0,1, —2). Devemos encontrar os vetores que sdo combinacdes
lineares de V; e V5 que sdo também combinacdes lineares de V5 e Vj, ou seja, devemos encontrar
vetores V' que satisfazem as duas equacgoes:

V = 2Vi+yV, 1.12)
V = 2V3+wV, (1.13)

Para isso, podemos resolver a equacao
$V1‘|‘ZUV2:ZV3+UJV47 ou

Vi + yVa + 2(=V3) + w(~Vi) =0.

Esta equacéo é equivalente ao sistema linear AX = 0, onde

-1 -1 -1 0
A= 1 0 0 -1
1 4 2
100 —1:0
A forma escalonada reduzida da matriz aumentada [A|0]é | 0 1 0 2/3:0 | .Assim, a solugéo
001 1/3:0
do sistema linear é w = t,z = —t/3,y = —2t/3 e x = t, paratodo t € R. Substituindo-se z e y em

(1.12), obtemos que a intersecao V N W é formada por vetores da forma

2t 2
V=tVi- SV =t(Vi - 5Ve) = H(~1/3,1,-2/3)
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ou substituindo-se z e w em (1.13),
t 1
V= =gV +tVi=t(=3Va+ Vi) = t(=1/3,1,-2/3).

Assim, a reta que € a intersecdo, V N W, tem equagéo (z,y, z) = t(—1,3,—2), paratodo t € R,
que é também um subespaco.

Exemplo 1.33. Dados os nameros reais r; < x5 < ... < I,, igualmente espacados, isto &, r;.1 —
xp = (rp, —x1)/(n—1),parak = 1,...,n — 1. Seja 8 o espaco dos splines (ctbicos) em [z, x,,]
com pontos de quebra o, . .., x,_1 (Exemplo 1.18 na pagina 23).

Seja f um elemento genérico de 8. Entao

aél) + agl)x + ayrt + ag1)$3’ sex; <& < Iy

fx) =

a4 d" Ve 4+ Y2 4 alYa3, semn,y <z <,

Assim a funcdo f € uma combinagdo linear de 4(n — 1) = 4n — 4 funcdes. Mas, os coeficientes nao
sdo independentes, pois f, f’ e f” sdo continuas nos pontos de quebra z», . . ., x,_;. Do fato de que
f, f' e f” séo continuas em x, obtemos as equagdes

a(()l) - agl)xg + aél)xg + agl)xg — a(()Q) — af)xz — a§2)x§ — a:(f)x;’ =0
oV + 20z, + 3a(Va2 — a? = 2a%2, — 3422 = 0
2@51) + 3a§1)x2 — 2a§2) — 6a§2)x2 = 0
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Do fato de que f, f’ e f” sdo continuas em x3 obtemos as equacdes

aé2) + CL52)I'3 + ag)xg + a:(f)xg — a(()g) — a§3)x3 - agg)xg — aég)xg =0
a? + 2025 + 302 — ad® = 2aP2 — 3422 = 0
2a§2) + 3ag2)x3 — 2aé3) — 6a§3)x3 =0

Juntando os dois conjuntos de equacdes obtidos aos que podemos obter para os pontos de quebra
restantes obtemos um sistema linear homogéneo triangular superior com 3(n —2) = 3n — 6 equacgdes
e 4n — 4 incognitas. Como o sistema é triangular superior, entdo ao escalonarmos a matriz do sistema
obteremos que a solucdo depende de (4n — 4) — (3n — 6) = n + 2 parametros. Assim podemos
escrever todo spline de 8 como combinacéo linear de apenas n + 2 splines. Ou seja, podemos ter um
conjunto de geradores para & com apenas n + 2 splines.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 427)

1.2.1. Considere os seguintes conjuntos de vetores. Quais deles séo subespagos de R3?
@) (z,y, 2); tais que z = z° e) (z,y,z2),tais que x = z = 0;

(b) (z,y,z2),tais que z = = + y; (f (z,y, 2), tais que = = —z;
©) (z,y,z), tais que z > 0; @) (z,y,2),taisquey =2z + 1;
d) (z,y,2), taisque z = 0 e xy > 0; (hy (z,y, 2), tais que 22 = 2% + 32

1.2.2. Considere os seguintes conjuntos de vetores. Quais deles sdo subespacos de R*?

(a)
(b)
(©)
(d)

1.2.3. Verifigue se os seguintes conjuntos sao espagos vetoriais.

T,y, %, w), taisque x —y = 2;

)
x,y,z,w), taisque z =r =2yew = x — 3y;
)
)

T,y,z,w), taisque xr =y = 0;

~~ I~

(@) O conjunto das fungdes f em C°[—1, 1] tais que f(—1) = f(1).

(b) O conjunto de todas as fungdes continuas nédo decrescentes em [0, 1].

(c) O conjunto de todas as fungdes f em C°[—1, 1] tais que f(—1) = 0 ou f(1) = 0.
(d) O conjunto de todas as funcdes f em C°[—1, 1] tais que f(—1) =0e f(1) = 0.

(e) O conjunto de todos os polindmios de grau 3.

1.2.4. Seja A uma matriz n x n fixada. Determine se os conjuntos dados sdo ou ndo espagos vetoriais.
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(@ {B € M,,|AB = BA}.
(b) {B € M,,,| AB # BA}.
© {B € M,,|BA=0}.

1.2.5. Seja X um conjunto ndo vazio. Mostre que para qualquer t, € X fixado, o conjunto

{f € FOGR) [ f(to) =0}
é um subespaco de F(X; R).

1.2.6. Sejam
Wl :{(JI,y,Z) €R3|$:y22}

o subespaco de R? formado pelos vetores que tém as trés componentes iguais e
Wy = {(ZE,y,Z) eRr? | Z:O}

o subespaco de R? formado pelos vetores que tém a primeira componente igual a zero. Mostre
que R? = W, & W,.

1.2.7. Quais dos seguintes conjuntos de vetores geram o R*?

(@ {(1,0,0,1),(0,1,0, 0), ,1,1,1),(1,1,1,0) };

1
,(000 1)}

( ( (1
() {(1,2,1,0),(1,1,-1,0)
() {(6,4,—2,4), (2 0,0, 1),( ,2),(5,6,-3,2), (0,4, -2, —1)};
d) {(1,1,0,0), (1, . 1), (0, 0,1,1) (2,1,2,2)};
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1.2.8.

1.2.9.

1.2.10.

1.2.11.

1.2.12.

1.2.13.

1.2.14.

Encontre um conjunto de vetores que gera o espaco solucio do sistema homogéneo AX = 0,
em que

1 010 1 1 2 -1
@A=|12 3 1]:; b A=| 2 3 6 —2

21 3 1 -2 1 2 2
Considere os seguintes subespagos de R*: V = [(—-1,2,3),(1,3,4)] e W =

[(1,2,—1),(0,1,1)]. Encontre a equagdo paramétrica da reta V. N'W. A notagdo [V;, V5] signi-
fica o subespaco gerado por V; e V5, ou seja, o conjunto de todas as combinagdes lineares de
V1 e V5. (Sugestao: revise o Exemplo 1.32 na pagina 39.)

Verifiqgue que o espac¢o gerado pelo conjunto {sen2 t, cos? t} é igual ao espaco gerado por
{1, cos 2t}

Encontre conjuntos geradores para 0s seguintes subespacos:
@ {(a,b,c) € R*|3a—5b+2c=0} ©) {pePs|p2) =0}

(b) {A € My, | 3a11 = 2a12} d) {p€Ps[p(2)=p(-1)}
Mostre que {2,¢ + 1,t> +1,...,t" +1,...} € um conjunto de geradores para P = R[z].

Encontre um conjunto de geradores para o subespaco dos polinbmios pares, ou seja, para 0
subespaco dos polindmios p(t) que satisfazem p(—t) = p(t), para todo ¢ € R.

Exercicios TeoOricos

Mostre que o conjunto dos quocientes de polindmios chamado fragcdes racionais,

R(t) = {% | p(t), alt) € RIf] q(t) # o} |
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€ um espaco vetorial sobre R.
1.2.15. Mostre que um subconjunto nao vazio, W, de uma espaco vetorial V & um subespaco se, e
somente se, V +aWW pertence a W, para quaisquer vetores V' e W de W e qualquer escalar «.
1.2.16. Mostre que W; + W, € o menor subespaco que contém W; e W, no sentido de que qualquer
subespaco que contenha W; e W5 tem que conter W; + W,
1.2.17. Seja X um subconjunto ndo vazio de um espaco vetorial V.
(@) Mostre que o conjunto, [X], de todas as combinacdes lineares
alVi+ ...+ o,V
de vetores V7, ...,V € X € um subespaco de V.
(b) Mostre que [X] é o menor subespaco de V que contém X, ou seja, se W & um subespaco
de VeX CW,entdo [X] C W,
(c) Mostre que se X; e X, sdo subconjuntos de um espaco vetorial V e X; C X5, entdo
[X1] € [X,].
(d) Mostre que se X; e X, sdo subconjuntos de um espago vetorial V, entdo [X; U Xs] =
[X1] + [Xs].
1.2.18. Sejam X um subconjunto de um espaco vetorial V e Y um conjunto obtido de X substituindo-se
um de seus elementos V por V' 4 aU, paraU € X e a € R. Mostre que [X] = [Y].
1.2.19. Mostre que {Vi, ..., V,} subconjunto de um espaco vetorial Ve {V}, Vo — Vi,..., Vi — 11}

geram o mesmo subespaco de V.
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Figura 1.9: Os subespacos W, Ve VW
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1.3 Dependéncia Linear

Definicdo 1.7. Um subconjunto X néo vazio de um espacgo vetorial V & chamado conjunto line-
armente dependente (L.D.), se existe um numero finito de vetores V;,...,V, € X e escalares
aq, . .., NAo todos nulos tais que

Ozl‘/l—{—...—l—Oéka:(_).

Neste caso dizemos que os elementos de X sdo linearmente dependentes (L.D.). Se o subconjunto
X ndo é linearmente dependente, dizemos que ele € linearmente independente (L.1.).

Proposicdo 1.6. Um subconjunto X ndo vazio de um espago vetorial V € linearmente independente
se, e somente se, qualquer subconjunto finito de X é linearmente independente.

Demonstracao. Pela definicdo dada acima, um subconjunto X' de um espago vetorial V é L.D. se, e
somente se, existe um subconjunto finito de X, V1, ...,V que é L.D. Portanto, X é L.I. se, e somente
se, ele ndo possui subconjunto finito L.D., ou seja, todo subconjunto finito de X & L.I. O

Exemplo 1.34. Um conjunto que contém o vetor nulo é L.D., pois o subconjunto {V; = 0} é tal que
a1V = 0, para todo escalar a1, em particular para o # 0.
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Exemplo 1.35. Um conjunto formado por um @nico vetor, {V;}, ndo nulo & L.I., pois 7;V; = 0 é
equivalente a z; = 0 ou V; = 0. Mas, V; # 0; portanto z; = 0.

Exemplo 1.36. Um conjunto formado por dois vetores, {V},V,} € L.D. se, e somente se, a equacdo
21V1 + 25V5 = 0 possui solugéo n&o trivial. Mas se isto acontece, entdo um dos escalares x; ou
pode ser diferente de zero. Se x; # 0, entdo V; = (—xy/x1)Va e se x5 # 0, entdo Vy = (—xq /x9) V4.
Ou seja, se {V4, V,2} € L.D., entdo um dos vetores & mltiplo escalar do outro.

Reciprocamente, se um vetor & mdltiplo escalar do outro, digamos se V; = als, entdo 1V; —
aV, = 0 e assim eles s&o L.D. Portanto, podemos dizer que dois vetores sdo L.D. se, e somente se,
um € um multiplo escalar do outro.

Por exemplo, o conjunto S = {V;, 15}, emque V; = (1,0,1) e Vo, = (0, 1, 1), € L.I., pois um vetor
nao é multiplo escalar do outro.

Exemplo 1.37. Um conjunto formado por trés vetores, {V;,V2,V5} & L.D. se, e somente se, a
equacdo x1 V) + x2Vs + 23V3 = 0 possui solugdo nao trivial. Mas se isto acontece, entdo um dos es-
calares x; ou x5 ou x3 pode ser diferente de zero. Se x; # 0, entdo Vi = (—xq/x1)Va+ (—x3/21) V3,
ou seja, o vetor 1, € combinagao linear de V5 e V3. De forma semelhante, se x5 # 0, entdo V5 €
combinagdo linear de V; e V3 e se x3 # 0, entdo V3 & combinagdo linear de V; e V5. Assim, se trés
vetores V1, V5 e V3 de um espaco vetorial V sdo L.D., entdo um deles € uma combinacao linear dos
outros dois, ou seja, em deles & uma soma de maltiplos escalares dos outros dois. No R? temos que
se trés vetores ndo nulos sao L.D., entdo ou os trés séo paralelos (Figura 1.12), ou dois deles sao
paralelos (Figura 1.13) ou os trés sao coplanares, isto €, sao paralelos a um mesmo plano (Figura
1.14).

Reciprocamente, se um vetor € uma combinacéo linear dos outros dois, digamos se V; = al, +
BVs, entdo 1V, —aV, — V5 = 0 e assim eles s&o L.D. Portanto, podemos dizer que trés vetores s&o
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X y

Figura 1.10: Dois vetores linearmente de-
pendentes

|4t

s

X y

Figura 1.11: Dois vetores linearmente inde-
pendentes
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Figura 1.12: Trés vetores linearmente de- Figura 1.13: Trés vetores linearmente de-
pendentes (paralelos) pendentes (dois paralelos)
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Figura 1.14: Trés vetores linearmente de- Figura 1.15: Trés vetores linearmente inde-
pendentes (coplanares) pendentes
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L.D. se, e somente se, um deles & uma combinagcao linear dos outros dois. No R3, se trés vetores s&o
L.l., entdo eles ndo sao coplanares (Figura 1.15).

Exemplo 1.38. Trés ou mais vetores no R?, assim como quatro ou mais vetores no R? e mais de n
vetores no R" sdo sempre L.D. Pois, nestes casos, o problema de verificar se eles sdo ou nao L.I.
leva a um sistema linear homogéneo com mais incognitas do que equagdes, que pelo Teorema ?? na
pagina ?? de [23] tem sempre solugdo nao trivial.

Exemplo 1.39. Sejam V; = (1,2,5), Vo, = (7,—1,5) e V3 = (1,—1,—1) vetores do R?. Para
sabermos se eles séo L.I. ou L.D. escrevemos a equacgao

71(1,2,5) + 22(7,—1,5) + 23(1,—1,—-1) = 0. (1.14)
Esta equacao vetorial € equivalente ao sistema linear

ry + 7$2 + x3 = 0
2[[‘1 — T2 — T3
51’1 + 5{L‘2 — X3 = 0

Il
o

Escalonando a matriz aumentada deste sistema

17 1.0 10 —2/5:0
2 -1 -1:0 obbtemos a matriz 0 1 1/5:0
5 o5 —1:0 0 0 0:0

Assim a variavel z3 pode ser uma variavel livre que pode, portanto, assumir qualquer valor. Con-
cluimos que o sistema acima e a equagao vetorial (1.14) tém solugdo nao trivial. Portanto, V7, V5 e V3
séo L.D.
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Exemplo 1.40. Considere os polindmios py(t) = 1+ 1%, po(t) =t +t* e p3(t) = 1+t + > Para
sabermos se eles séo L.I. ou L.D. escrevemos a equacgao

z1(1 4 %) + 2ot + ) + 23(1 +t +¢°) = 0 paratodo t € R (1.15)
Agrupando os termos de mesmo grau obtemos
(21 + 23)(1) + (22 + 23)t + (21 + 20 + 23)2 =0 VEER.

Como um polindmio é identicamente nulo se, e somente se, todos 0s seus coeficientes séo iguais a
zero, a equacao (1.15) é equivalente ao sistema linear

T + x3 = 0
Ty + T3
1 + Ty + r3 = 0

|
o

Escalonando a matriz aumentada deste sistema

10 1:0 1 00:0
01 1.0 obtemos a matriz 01 0:0
11 1:0 00 1:0
Concluimos, entao que o sistema acima e a equacao vetorial (1.15) possui somente a solucao trivial

r1 = T9 = x3 = 0. Portanto os polindmios py, ps € p3 séo L.I.

Exemplo 1.41. Vamos mostrar que as matrizes M, = 1 (1) ] My = [ (1) 1 ] e Ms = [ (1) (1) }

sao linearmente independentes no espaco das matrizes 2 X 2. A equacao matricial

0 0
x1M1+$2M2+.’L‘3M3: |:O 0:|
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€ equivalente ao sistema de equacdes lineares

‘g + T3 =
Ty + X2
T + X2

T2 + X3 =

o O OO

gue tem somente a solugao trivial x1 = z9 = x3 = 0. Portanto, M, My e M3 sao linearmente
independentes.

Exemplo 1.42. Vamos mostrar que os vetores £; = (1,0,...,0), Ey = (0,1,0,...,0), ..., E, =
(0,...,0,1) sdo L.I. A equagéo

pode ser escrita como

ou
(x1,...,2,) =(0,...,0),

gue é equivalente ao sistema
1‘120, ceey l‘n:O

Em particular os vetores 7 = (1,0, 0), j= (0,1,0) e k= (0,0,1) sao L.1.
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Exemplo 1.43. Parai =1,...,mej=1,...,nseja L;; amatrizm X n cujo elemento na posi¢cao 7j
éigual a 1 e os demais elementos sé&o iguais a zero. As matrizes E;; séo linearmente independentes,
pois a equacgao

$11E11 + ...+ xlnEln + ...+ :L‘mlEml + ...+ xmnEmn = 6

tem somente a solugéo trivial 17 = ... = 1, = ... = Ty = ... = Ty, = 0. Em particular as
. 1 1 ~

matrizes £, = {0 8},&2: {8 0 :|,E21: {(1) 8}eM22: {8 (1)} sao L.I.

Exemplo 1.44. Vamos mostrar que o conjunto X,, = {1,¢,¢%,...,¢"} & um conjunto linearmente

independente no espago dos polindmios P. Vamos considerar a equacéo vetorial

Do lado esquerdo temos um polinémio cujos coeficientes sao os escalares xy, . . . , x,, € do lado direito
temos o polindmio nulo. Isto implica que os coeficientes do polindbmio do lado esquerdo sdo todos
iguais a zero. Assim, todos os escalares séo iguais a zero e a equacao vetorial acima tem somente a
solugao trivial. Portanto o conjunto X,, & L.I.

Exemplo 1.45. O conjunto X = {1,t,t2, ...,t", ...} € um conjunto linearmente independente no
espaco dos polindmios P. Ja mostramos no Exemplo 1.44 que o conjunto X,, = {1,t,t2, -
é L.I. Pela Proposicédo 1.6 na pagina 47 o conjunto X é L.I. pois todo subconjunto finito de X' € um
subconjunto de algum X,, que é L.I.
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Exemplo 1.46. Seja Y um conjunto de polinémios {po, p1,. ., Pn,-..} tais que o grau de p, € n,
paran = 0,1,.... Vamos mostrar que Y & um conjunto linearmente independente. Para isso, vamos
mostrar em primeiro lugar que os subconjuntos Y,, = {po,p1,...,pn} S@0 L.I. Podemos escrever
Pu(t) = aon + apnt + ... + ap,t™, paran = 0,1,2. ... Precisamos resolver a equacéo

Topo + T1p1 + . .. + Topn = 0.
Agrupando-se 0s termos de mesmo grau obtemos
(agoxo + - - - + anoTy) + (an121 + .. + a1zt + . ..+ (Appxn)t" =0

que é equivalente ao sistema

QooTo + ager1 + c. +  agpry, = 0
+ apry + Ce +  apr, = 0
Ay, = 0
que tem somente a solucao trivial xp = ... = x, = 0. Assim, os subconjuntos Y,, de Y sdo L.I.

Agora, pela Proposicdo 1.6 na pagina 47 o conjunto Y é L.I. pois todo subconjunto finito de Y & um
subconjunto de algum Y,, que é L.1.

Exemplo 1.47. Considere o polinbmio

gt) =t —a)™ ... (t — ap)™ (t* + byt +c))™ ... (2 + bt + )™ € R[t],
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com a; € R distintos parai = 1,...,k e (b;,c;) € R? distintos tais que b? — 4¢c; < 0, para i =
1,...,l. Considere os polindmios p;;(t) = g(t)/(t — a;)?, paraj = 1,...,n; ei = 1,...,k e
P;(t) =gt)/(t*+ bit + ¢;)?, paraj = 1,...,m; €4 = 1,...,1. Vamos mostrar que o conjunto de
polinbmios

{pllu'"7p1n17"'7pk17'"ka‘nk7P117"'7P1m17"‘7pll7"'7lel7tpll;"'7tplml}

é linearmente independente. Considere a combinacéo linear nula

> Z aipi (1) + Y Z BiiPy(t) + ) Z Vit Py (t) = 0.

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Isolando o termo v, p1n, () obtemos

ny1—1 k n; l m;
QP (1) = = D onpr;(8) = Y Y aipis(t) = > > (B + %) Pis ().
j=1 i=2 j=1 i=1 j=1

O polindmio ¢ — a; € um fator do segundo membro da equagdo acima, mas néo é de py,, (t) o que
implica que ay,, = 0 e assim o segundo membro é igual ao polinémio nulo. Se n; > 1, entdo
dividindo-se o segundo membro por ¢t — a; podemos isolar o termo o (n, —1)P1(n,—1)(t)/(t —a1) e pelo
mesmo argumento anterior mostramos que «;(,,—1) = 0. Repetindo-se isso obtemos que «;; = 0,

paraj=1,...,n;ei=1,..., k. Acombinacdo linear inicial agora tornou-se
I m;
O By +it) Py(t) = 0.
i=1 j=1
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Isolando o termo (31, + Yim,t) Pim, (t) obtemos

ml—1 l
(Bimy + Y1m, 8) Prmy (8) = Z (81 + m;t) Pr;(t) Z Z (Bij + 7i3t) P (1)
j=1 =2 j=1

O polindmio t* + byt + ¢, € um fator do segundo membro da equagio acima, mas néo é de Py, ()
o que implica que (31,,, + Y1m,t € 0 polinémio nulo e assim o segundo membro é igual ao polindmio
nulo. Se m; > 1, entdo dividindo-se o segundo membro por ¢, (t) podemos isolar o termo (1 (, —1) +
Yi(mi—1)t) Pimi—1)(t)/q1(t) e pelo mesmo argumento anterior mostramos que 31y, —1) + Yi(m, 1)t &
o polindmio nulo. Repetindo-se isso obtemos que 3;; = v;; = 0, paraj =1,....m;ei =1,... 1L
Vejamos alguns exemplos:

(@) Seg(t) = (t —a)(t —b)(t — ¢),com a, b, c € R distintos, entéo os polindmios
pi(t) = (t = b)(t —¢), p2(t) = (t —a)(t — ), ps(t) = (t —a)(t —b)
séo L.I.
(b) Se g(t) = (t — a)?(t — b), com a, b € R distintos, ent&o os polindmios

pt)=(t—a)t =07  p(t) =07  ps(t) =(t—a)’(t—-0)
pa(t) = (t —a)’(t = b), ps(t) = (t —a)’

séo L.I.
(c) Seg(t) = (t — a)®(t> + bt + ¢),coma, b,c € R e b> — 4c < 0, entdo os polindmios
pi(t) = (t—a)(t>+ bt +c), po(t) =t + bt +c, p3(t) = (t —a)?, pa(t) = t(t — a)?

sao L.I.
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Teorema 1.7. Um subconjunto X nédo vazio de um espaco vetorial V é linearmente dependente se, e
somente se, X = {0} ou existem vetores distintos V, V1, ..., V;, em X tais que V' é combinacé&o linear
de Vi, ceey Vk

Demonstracdo. Seja X # {0}.
(a) Se X é L.D., entao existem vetores V, V7, ...V, em X tais que a equacéo
2oV Ao Vi+zVo+ ... +2,V =0 (1.16)

admite solugéo néo trivial, o que significa que pelo menos um z; é diferente de zero. Podemos
supor sem perda de generalidade que xy # 0. Entdo, multiplicando-se a equagéo (1.16) por
1/ e subtraindo-se (I})V; + ... + (££)V}, obtemos

V:—(ﬂ)vl—...—<ﬁ)vk.
To To

Portanto, o vetor I € combinacao linear de V1, ..., V.
(b) Se existem vetores V, V7, ..., V, em X tais que V' € uma combinacao linear de V7, ..., V}, isto
€, se existem escalares a4, . . ., oy, tais que

aVi+...+aVp =V,
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entdo somando-se —V a ambos 0os membros ficamos com

—V4+aVi+...+a,V, =0. (1.17)

Isto implica que a equagdo xoV + z1V; + ... + 2V, = 0 admite solugéo nao trivial, pois o
coeficiente de VV em (1.17) &€ —1. Portanto, X é L.D. O
Exemplo 1.48. Considere as funcdes 1,cos2t,cos?t,cos®t,...,cos"t,... A funclo cos2t é

combinacao linear de cos®t e 1, pois
cos 2t = cos’t —sen®t = 2cos*t — 1,
0 que implica, pelo Teorema 1.7, que elas séo linearmente dependentes.

Exemplo 1.49. Sejam V; = (1,2,5), Vo = (7,—1,5) e V3 = (1,—1,—1) vetores do R3. Vimos
no Exemplo 1.39 na pagina 52 que estes vetores sao L.D. Vamos escrever um dos vetores como
combinacao linear dos outros dois. Ja vimos que a equacao vetorial

Vi +xVo +23V3 =0
€ equivalente ao sistema linear

T + 7.732 + x3 = 0
25[’1 — T — T3
51‘1 + 51‘2 — X3 = 0

Il
o

Escalonando a matriz aumentada deste sistema

17 1.0 10 —2/5:0
2 -1 -1:0 obbtemos a matriz 0 1 1/5:0
5 5 —1:0 0 0 0:0
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Assim a solucdo da equacgdo vetorial acima é 1 = (2/5)a, x93 = —(1/5)a € x3 = «, para todo
a € R. Substituindo-se os valores de x1, 2 € 3 na equagao acima, ficamos com

(2/5)aVy — (1/5)aVy + aVy = 0
Tomando-se o« = 1, obtemos
(2/5)Vy — (1/5)Vy + V3 = 0

multiplicando-se por —5 e somando-se 2V; + 5Vj3, temos que V5 = 2V; + 5V3. Observe que, neste
exemplo, qualquer dos vetores pode ser escrito como combinagao linear dos outros. O proximo exem-
plo mostra que isto nem sempre acontece.

Exemplo 1.50. Sejam V; = (—=2,-2,2), Vo = (=3,3/2,0) e V3 = (—2,1,0). {V4,V,,V3} é LD,
mas V) ndo é combinacéo linear de V5 e V3 (Figura 1.13 na pagina 50).

1.3.1 Independéncia Linear de Funcodes

Exemplo 1.51. Dados nimeros reais 1 < zo < ... < Z,, igualmente espacados, isto &, tais que
Tpy1 — Tp = (xp, —x1)/(n — 1), parak = 1,...,n — 1. Defina os splines (Exemplo 1.18 na pagina
23), qr(z) = 0, se z esta fora do intervalo [zj_3, Tx11] €

m(t), emquet = (z —x,_3)/h sexp_3 <z <02,

pa(t), emquet = (z—x,2)/h sexy o<z <xhH1,
qr(x) = - _

pa(l —t), emquet=(x—xp_1)/h sexp1 <x<xy,

pi(1—1t), emquet=(z—xx)/h sex, <z <3y,
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Figura 1.16: Funcodes ¢, para k = 1,
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parak =1,...,n+ 2, emque
1

pl(s) = Z 837

3
pa(s) = 1— 2 (14 5)(1 —s)?
eh=xp1—2r = (x,—x1)/(n—1). Vamos mostrar que o conjunto de splines {¢x. | k =1, ..., n+2}

é linearmente independente.
Vamos considerar a combinacéo linear nula dos splines ¢

n+2

Z agqe(z) = 0. (1.18)
k=1

Em cada intervalo [z}, xx1] somente as fun¢des g, gri1, ¢k+2 © qrr3 podem ser diferentes de zero,
e sao dadas neste intervalo por

a(r) = pi(1-1),
G (z) = pa(l—1),
Qrr2(z) = paft),
Qy3(w) = pi(t)

emquet = (z—axp)/hcomh =z —xp = (2, — 1)/ (n — 1),
Derivando a equacao (1.18) e substituindo nos pontos © = x; € x = x5 obtemos as equacdes

—%al + %Oé:’) =0
(6] + a4 = 0

|
=~
o
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Figura 1.17: Fungdes g, para k = 1,...,6 nointervalo [0, 1] dividido em 3 subintervalos
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Juntando com as equacfes correspondentes aos pontos zs, ..., Z, obtemos n equacdes que dao
que

Q] = a3 = ... = 2kt1, parak:zl,...

g =Qu=...= Qg Pparak=1,....

Substituindo x = x1 € x = x5 na equacéo (1.18) obtemos as equacdes

%LOQ + Qz + %053 =0
iag + 3 + 1—161/4 = O

Como a3 = a; € oy = (vp, Obtemos as equagdes

{%O&l—F 062:0

o+ %cm =0
oquedaque a; = as = ... = a,yo = 0. Portanto as fungbes qx, parak = 1,...,n + 2, séo L.I.
Se as fungdes f1, ..., f, € C"~(J) forem tais que
f} (o) f%(to) e fr/z(to)
Wi ful(to) = det f1(:to) f2(:to) o fn(:to) 40
A0 t) £ () e S ()
para algum ponto ¢, € J, entdo as fungdes f1, ..., f,, sdo linearmente independentes.
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Proposicéo 1.8. Sejam fy, ..., f, fungdes de C"~1(J), ou seja, fungdes que possuem a derivada
de ordem n — 1 continua no intervalo J. Defina a fungdo W{f1,. .., f,](t) no intervalo J por

fi(?) L@) o falt)

fi(t) S )

Wi, ..., fa](t) = det : | | ,

nf.l nfll nfll
A N Sl R S ()
chamada de wronskiano de fi, ..., f,. Se existe um ponto ¢, € J tal que W([f1,..., fu](to) # 0,
entdo f1, ..., f, sdo linearmente independentes.

Demonstracdo. Sejam fi, ..., f, funcdes de C"~1)(J). Vamos considerar a equagao funcional
z1fi(t)+ ...+ 2, n(t) =0(t) = 0, paratodo ¢ € J. (1.19)
Derivando a equacéo (1.19) 1,...,n — 1 vezes obtemos o sistema
v fi(t)  +  wafolt) + o+ xfult) =0

o fVE 4 wfN0 4+ ) = 0

que pode ser escrito como A; X = 0, onde

A RO fad) 21
Al RO o f) 2

A= : : : e :
Al (5 B () B S i () n
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Vamos supor que para algum ¢ € J,

Wit fa](to) = det(Ay,) # 0.

Isto implica que a matriz do sistema € invertivel, de onde segue que para ¢, o sistema A;) X = 0
s6 admite a solugao trivial. Como a solugédo deve ser independente de ¢, entdo a equagao (1.19) so
admite a solugao trivial. O

Exemplo 1.52. As fungdes fi(t) = ef, fo(t) = €** e f3(t) = €3 s@o L.I., pois pela Proposi¢éo 1.8,
temos que

et €2t €3t

1
W[fl, fg, fg](t) = det et 2€2t 3€3t e W[fl, fg, f3](0) = det 1
1

et 4t 9e3t

=~ N

1
3| =240
9

Exemplo 1.53. As fungdes f1(t) = cost, fa(t) = sent, f3(t) = cos 2t séo L.l., pois pela Proposicéo
1.8, temos que

cost sent cos 2t
Wlfi, fo, f5](t) = det | —sent  cost —2sen2t e
—cost —sent —4cos2t

1 0 1
-1 0 —4
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A reciproca da Proposicao 1.8 nao é verdadeira, ou seja, mesmo que para todo ¢ tenhamos
W (t) = 0, ndo significa que as solugdes dos sistemas A; X = 0 na demonstragéo da Proposi¢do 1.8
sejam as mesmas para todo ¢, ou seja, ndo significa que as funcdes sejam linearmente dependentes.
Vejamos o proximo exemplo.

Exemplo 1.54. Sejam fi(t) = t> e fo(t) = t|t].

Wi, () = det [ ;t ;EI 1 0.

Apesar do wronskiano ser zero para todo t € R as fungdes f; e f; séo L.l., pois uma fungéo nao é
multiplo escalar da outra. Parat > 0, fo(t) = fi(t) e parat < 0, fo(t) = — f1(t).

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 437)

1.3.1. Quais dos seguintes conjuntos de vetores sao linearmente dependentes?

(a) {(1,1,2 1) (1,0,0,2), (4,6,8,6),(0,3,2,1)};
(o) {(1,-2,3,-1),(-2,4,-6,2)};

© {1 71,1,1) (2,3,1,2),(3,1,2,1),(2,2,1,1)};
d) {(4,2,—1,3),(6,5,—5,1),(2,—1,3,5)}.
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1.3.2. Para quais valores de a o conjunto de vetores {(3,1,0), (a* +2,2,0)} € L.D.?

1.3.3. Verifigue se os polindbmios seguintes sdo linearmente dependentes ou independentes.

(@) t2 —2t+ 3,22+t + 8,12+ 8t +7
(b) 2 —1,t+1,t+2
1.3.4. Verifique se as fun¢des seguintes sao linearmente dependentes ou independentes.
(@) t,cost,sent em C*[—m, 7].
(b) cost,1,sen?(t/2) em C*[—m, 7.
(© 1, +et et —etemC*-1,1].

1.3.5. Verifiqgue que as fungdes e’ cos3t e e'sen3t sdo solugdes linearmente independentes da
equagcdo diferencial v — 2y' + 10y = 0.

1.3.6. Suponha que § = { X3, X5, X3} seja um conjunto linearmente independente de vetores de um
espaco vetorial V. Responda se T = {Y}, Y5, Y3} € linearmente dependente ou independente
nos seguintes casos:

@ YVi=X1+Xo,Yo=X;+XzeY; =Xy + Xj;
(b) Yi :Xl,ifg :X1+Xge}/3:X1+X2+X3.

1.3.7. Para k = 0,1,...,n, seja pp(t) = t*¥ + t**1 + ... + t". Mostre que o conjunto
{po(t),p1(t),...,pu(t)} & linearmente independente em P = R[%].

1.3.8. Mostre que as fungdes fi(t) = teM, fo(t) = t2eM, ..., fi(t) = tFeM, onde A € R, sdo

linearmente independentes.

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



70

Espacos Vetoriais

1.3.9.

1.3.10.

1.3.11.

Mostre que as fungdes f1(t) = eMt fo(t) = e, ..., fi(t) = e, onde \i,..., )\, € R, sfo
linearmente independentes se, e somente se, \; # \;, parat # jei,j=1,... k.

Suponha que { X1, X5, ..., X,,} seja um conjunto de vetores do R" linearmente independente.
Mostre que se A € uma matriz n x n ndo singular, entdo {AX;, AX, ..., AX,} também é um
conjunto linearmente independente.

Mostre que {2,¢t+1,t>+1,...,t"+1,...} € um conjunto de polindmios linearmente indepen-
dente.

Exercicios usando o MaTLAB®
Comandos do MATLAB®:
>> c1f limpa a janela grafica.

>> hold on segura o grafico atual de forma que o proximo grafico sera desenhado por cima
do atual.

>> subs(expr,t,a) substitui na expressao expr a variavel t por a.

>> axis([a,b,c,d]) define que sera mostrada uma janela no plano cartesiano que vai de
r=aar=bedey=cay=d.

Comandos do pacote GAAL:
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>> plotf1(f, [a,b]) desenha o grafico da funcdo f(x), em que f(x) é dada pela expressédo
f, nointervalo [a,b].

>> gk=splinel(k,x,nbp,a,b) calcula o spline ¢;(z) = 0, se x esta fora do intervalo
[Th—3, Tpi1] €

p1(t), emquet = (r —xp_3)/h, sexp_3<x< T2,

pa(t), emquet = (r—xr2)/h, sexyo<x<TpH_1,
qr(z) = . oy

pe(l—1t), emquet = (zr—xk_1)/h, sexp1 <z <uxy,

pi(1—t), emquet = (x—x)/h, sexp < < Xpiq,

parak =1,...,n+ 2, emque

1
pi(s) = 1 33,

pals) = 1—2(14—3)(1—3)2

eh=uwxpy — 2z = (¥, — z1)/(n — 1) no ponto x para um intervalo [a,b] dividido em nbp-1
subintervalos e >> gk=splinel(k,X,nbp,a,b) calcula o spline g, nos pontos dados pelas
componentes do vetor coluna X.

>> A=splinel(X,nbp,a,b) cria a matriz a;; = qj(Xi), em que X & um vetor coluna, para um
intervalo [a,b] dividido em nbp-1 subintervalos.

nbp+2

>> plotsplinel(C,nbp,a,b) desenha o spline definido por Z ckqr ().
k=1
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1.3.12.

1.3.13.

(@)

(b)

(©

(@)

(b)

Defina os vetores V1=[1;2;3], V2=[3;4;5] e V3=[5;6;7]. Defina o vetor
V=randi (3, 1). Verifique se V € combinacao linear de V1, V2 e V3.

Defina M=randi(3,5). Verifique se os vetores definidos pelas colunas de M séao
combinacéo linear de V1, V2 e V3. Tente explicar o resultado.

Verifique se V1, V2 e V3 sao linearmente independentes. Se eles forem linearmente de-
pendentes, escreva um deles como combinacgao linear dos outros e verifique o resultado.

Declare a variavel t simbo6lica com o comando >> syms t. Defina as variaveis p1=t~3/4
e p2=1-3*(1+t)*(1-t) “2/4. Desenhe os gréficos das fungdes p;(t) = 113 e py(t) =

4
1—3(1+¢)(1—1t)? nointervalo [0, 1] com os comandos

>> clf

>> plotfl(pl, [0,11)
>> hold on

>> plotfi(p2,[0,1])

Observe que p;(1) = p2(0), pi(1) = p4(0) e pf (1) = p5(0). Verifique estas igualdades
analiticamente. Usando p; e uma translacéo de p, defina um spline no intervalo [0, 2].
Use os comandos abaixo para desenhar o novo spline.

>> clf

>> plotfi(pl, [0,11)

>> hold on

>> plotfl(subs(p2,t,t-1),[1,2])
>> axis([0,2,0,1])
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()

(d)

(e)

Observe que colando o spline anterior com uma translacao da reflexao deste spline em
relacdo ao eixo y obtemos um novo spline no intervalo [0, 4]. Use os comandos abaixo
para desenhar o novo spline.

>> plotfl(subs(subs(p2,t,1-t),t,t-2),[2,3])
>> plotfl(subs(subs(pl,t,1-t),t,t-3),[3,4])
>> axis([0,4,0,1])

Considere os splines gx(z) = 0, se z esta fora do intervalo [zj_3, Tx11] €

p(t), emquet = (v — xx_3)/h, sexr_3 <z < Tp_2,

pa(t), emquet = (r—xr2)/h, sexyo<x<Tf_1,
i () = " o

po(l—1t), emquet = (z—xk_1)/h, sexr_1 <z <z,

pm(l—1t), emquet=(z—ax)/h, sexp<x <1,

parak = 1,...,n+ 2, emque pi(s) = 15° pa(s) =1 =21+ s)(1 —s)?eh =
Tpy1 — Tk = (v, — x1)/(n — 1). Use os comandos abaixo para desenhar o spline ¢,
definidos no intervalo [0, 1] com pontos de quebra z; = 0,29 = 1/3,23 =2/3 e x4 = 1.

>> I=eye(6);
>> plotsplinel(I(:,1),4,0,1)

Substitua k no comando abaixo por 2, 3,4, 5 e 6 para desenhar os splines g3, q3, q4, g5 €
d6-

>> plotsplinel(I(:,k),4,0,1)

Mostre que os splines q1, g2, g3, q4, g5 € gg do item anterior sdo linearmente independentes
usando os seguintes comandos.
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>> X=[0,1/5,2/5,3/5,4/5,1];
>> A=splinel(X,4,0,1);
>> det (A)
Exercicios Teoricos

1.3.14. Sejam Vi, ..., Vi1 vetores de um espaco vetorial V, tais que {V7,...,V,} é linearmente in-
dependente. Mostre que se V},1 nédo pertence ao subespaco gerado por {V1, ..., V,}, entdo
{Vi,...,Vks1} € linearmente independente. (Sugestdo: Considere a equagdo =1V; + ... +
Thy1Vie1 = 0. Separe em dois casos: 7311 = 0 e x4 # 0.)

1.3.15. Sejam V4,...,V, vetores de um espaco vetorial V. Mostre que um vetor V' € [V;,...,V,]
pode ser escrito de maneira Gnica como combinacao linear de Vi, ...,V se, e somente se,
Vi,...,V, sao linearmente independentes.

1.3.16. Sejam X e Y dois subconjuntos linearmente independentes de um espaco vetorial V. Mostre
que X U Y é linearmente independente se, e somente se, [X] N [Y] = {0}.

1.3.17. Seja V um espaco vetorial.

(@) Mostre que se X1 C Xy C V e X; é linearmente dependente, entdo X, é linearmente
dependente.

(b) Mostre que se X; C Xy C V e X, é linearmente independente, entdo X; é linearmente
independente.

1.3.18. Seja X um conjunto de polindmios em que quaisquer dois polindmios pertencentes a X tém

graus diferentes. Mostre que X é linearmente independente.
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1.4 Base e Dimensao

Ja vimos que, em um espaco vetorial V, um conjunto de geradores pode ser linearmente inde-
pendente ou linearmente dependente. Se o conjunto de geradores for linearmente dependente, entao
existe um vetor no conjunto que & combinacéo linear de outros elementos do conjunto. Entdo este
elemento ndo é necessario na geragao do espaco V. Portanto, um conjunto de geradores linearmente
dependente contém vetores que ndo sao necessarios para gerar V.

1.4.1 Base

Definicao 1.8. Um subconjunto B de um espaco vetorial V € uma base de V, se

(a) B & um conjunto de geradores de V e

(b) B é um conjunto linearmente independente.

Exemplo 1.55. Os vetores F; = (1,0,...,0), £y = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1) formam
uma base do R". Poais, vimos no Exemplo 1.27 na pagina 35 que FE;,...,E, geram o R" e no
Exemplo 1.42 na pagina 54 que F,, E5, ... FE, sédo L.Il. Esses vetores formam a chamada base

—

canénica de R™. No caso do R?, F; = i E, = fe FEs =k.

Exemplo 1.56. Vamos determinar uma base para o espaco solucao do sistema homogéneo

2$1 + 2%2 — T3 + T4 = 0
—r1 — Tro -+ 21‘3 + x4 = 0
ry + To — 2£L'3 — Xy = 0
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A matriz aumentada deste sistema é

2 2 -1 1.0
-1 -1 2 10
1 1 -2 110

Resolvendo o sistema pelo método de Gauss-Jordan, transformamos a matriz aumentada na sua
forma reduzida escalonada, obtendo
1 101:0
001 1:0
00 00:0
Portanto, o sistema dado é equivalente ao seguinte sistema:
r1 + T2 + x4 = 0
r3 + 1y = 0
cuja solucao é dada por

(LU17[L'2,I3,.T4) - (—O{ - 6,06, _575)7

para todos os nimeros « e (3 reais. Assim, 0 espaco solucdo do sistema é

V:{(—a—ﬁ,a,—ﬁ,ﬁ)]a,ﬂeR}.

Agora, vamos determinar uma base para este subespago. Qualquer vetor V' de V pode ser escrito
como uma soma de vetores de V, sendo um vetor para cada parametro e cada vetor depende apenas
de um parametro, obtendo

(_& - /67057 _576) = (—OL,CK,0,0) + (_6707 _676)
= a(~1,1,0,0) + B(—1,0,—1,1)
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Assim, V; = (—1,1,0,0) e V5 = (—1,0,—1, 1) geram V. Além disso, eles sdo L.1., pois se
O{(—l, 1a070) + /8(_1707 _17 1) - (_a - ﬁ,OZ, _67 ﬁ) = (0707070)7
entdo o = 0 e § = 0. Portanto, V; e V5 formam uma base de V.

Exemplo 1.57. SejaV = {(a + ¢,b+ ¢,a + b+ 2c) | a,b,c € R} um subespaco de R3. Qualquer
elemento V' de V pode ser escrito como uma soma de vetores de V, sendo um vetor para cada
parametro e cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo

V=(a+tcbtcatb+t2) = (a,0a)+(0,b0)+ (cc20)
= a(1,0,1) +b(0,1,1) + ¢(1,1,2).

Logo, definindo V; = (1,0,1), V5 = (0,1,1) e V53 = (1,1,2), entdo {V;, V5, V3} gera V. Para
sabermos se {V;, V5, V3} € base de V, precisamos verificar se V3, V; e V3 sdo L.I. Para isto temos

gue saber se a equacao vetorial
aVi+yVo+2V3=0 (1.20)

s6 possui a solugéo trivial, ou equivalentemente, se o sistema A X = 0 s6 possui a solucao trivial,
onde A = [V} V, V3]. Escalonando a matriz [ A | 0], obtemos

o O =
o = O
o O O

1
1!
0

A solugdo de (1.20) é dada por x = —a,y = a e z = «, para todo o € R. Substituindo-se esta
solucdo em (1.20) obtemos
—aVi+aVy+aV3=0
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Tomando-se a = 1 e somando-se V; — V5 obtemos V3 = V5 + V. Assim o vetor V3 pode ser
descartado na geracao de V, pois ele & combinacéo linear dos outros dois. Logo, apenas V; e 1, sédo
suficientes para gerar V. Como além disso, os vetores V; e V5 sdo tais que um nao € multiplo escalar
do outro, entdo eles sdo L.I. e portanto {V}, V,} € uma base de V.

Exemplo 1.58. Parai =1,...,mej=1,...,n seja E;; amatriz m X n cujo elemento na posi¢éo
1j € igual a 1 e os demais elementos séo iguais a zero. As matrizes F;; formam uma base para o
espaco das matrizes m X n, pois mostramos no Exemplo 1.28 na pagina 36 que elas geram M,,,,, e
no Exemplo 1.43 na pagina 55 que elas sao linearmente independentes.

Exemplo 1.59. O conjunto X = {1,¢,#%,...,t",...} € uma base para o espago P = R[], pois ja
mostramos que todo polindmio é combinacédo linear de elementos de X (Exemplo 1.29 na pagina
37) e que X é um conjunto linearmente independente (Exemplo 1.45 na pagina 55). O conjunto
X, = {1,t,t%,...,t"} &€ uma base para o espago P,, pois ja mostramos que todo polindmio de
grau no maximo n € combinacao linear de elementos de X,, e além disso € um conjunto linearmente
independente, pois X,, C X.

Teorema 1.9. Um subconjunto B de um espaco vetorial V &€ uma base de V se, e somente se, cada
vetor de V se escreve de maneira (inica como combinacgéo linear dos vetores de B.

Demonstracao. Em primeiro lugar, suponha que todo vetor V' de V seja escrito de maneira Unica
como combinacao linear de elementos de B. Vamos mostrar que B & uma base de V. Como todo
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vetor & escrito como combinagdo linear de elementos de B, basta mostrarmos que B & L.I. Sejam
Vi,...,V,, € B. Considere a equagao

2Vi+ ...+ 2,V =0.

Como todo vetor X de V é escrito de maneira inica como combinacao linear de elementos de B, em
particular temos que para X = 0,

eVi+ . 42,V =0=0V 4+ ...+ 0V,

o que implicaque ;1 = 0,...,x,, = 0, ou seja, V1, ...,V,, sdo linearmente independentes. Como
Vi,...,V,, sdo vetores quaisquer de B, entdo B é L.I. Portanto, B é base de V.

Suponha, agora, que B seja base de V. Seja VV um vetor qualquer de V. Se V é escrito de
duas maneiras como combinacéo linear de elementos de B, entdo podemos supor, sem perda de
generalidade, que existem vetores Vi, ..., V,, € B tais que

Wi+ . eV =V=uVi+...+ YV,

entao

(x1 —y)Vi+ ...+ (@ — Ym) Vi = 0.
Como B é uma base, entdo V1, ...,V,, sdo L.I. o que implica que x1 = ¥y, ..., T, = Ymn. Portanto,
todo vetor V' de V é escrito de maneira nica como combinacgéo linear de elementos de B. O
Teorema 1.10. (a) Se B = {V4,...,V,,} € uma base de um espaco vetorial V, entdo um subcon-

junto de V com mais de m vetores € linearmente dependente.
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(b) Se B ={Vi,...,V,,} e B" = {Wy,...,W,} séo duas bases de um espagco vetorial V, entdo
m = n.

Demonstracdo. (a) Seja {W1,..., W, } um subconjunto de V, com n > m. Vamos mostrar que
{Wy,...,W,} éL.D. Considere a combinagéo linear nula de Wy,..., W,

$1W1 + [EQWQ + ...+ le’an = (_) (121)
Como {Vi,...,V,,} & uma base, qualquer elemento do espaco pode ser escrito como

combinacao linear de V1, ..., V,,. Em particular,
I/Vj:alel+a2jV2+...—|—amij:ZaijVi, parajzl,...,n. (122)

=1
Assim, substituindo (1.22) em (1.21) e agrupando os termos que contém V;, parat =1,...,m,
obtemos

(1214 ...+ az)Vi+ oo+ (a1 + - oo+ Q@) Vi = 0. (1.23)
Como {Vi,...,V,,} ébase, V1,...,V,, sdo L.I. e portanto os escalares na equagao (1.23) sdo

iguais a zero. Isto leva ao sistema linear
AX =0,

onde A = (@ij)mxn. Mas, este & um sistema homogéneo que tem mais incognitas do que
equacdes, portanto possui solucdo nao trivial, (Teorema ?? na pagina ?? de [23]), como
gueriamos provar.
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(b) Suponha por contradicdo que n > m. Pelo item anterior, segue que {W;,...,W,,} é L.D., 0
que é impossivel. O caso n < m pode ser tratado de forma analoga.
O

Exemplo 1.60. Segue do Teorema 1.10 e dos exemplos anteriores que mais de n vetores no R",
mais de n + 1 polindmios de P,, e mais de mn matrizes m x n sao linearmente dependentes.

1.4.2 Dimensao

Definicao 1.9. Dizemos que um espaco vetorial V tem dimenséo finita se ele tem uma base con-
sistindo de um namero finito de vetores ou V = {0}. Se V # {0}, o nimero de elementos de uma
de suas bases é chamado de dimens&o de V, denotado por dim(V) e dim({0}) = 0. Quando um
espaco nao tem dimensao finita, dizemos que ele tem dimensao infinita.

Exemplo 1.61. A dimensédo do R™ & n, pois como foi mostrado no Exemplo 1.55 na pagina 75,
E, = (1,0,...,0), B2 = (0,1,0,...,0),..., E,, = (0,...,0,1) formam uma base do R".

Exemplo 1.62. A dimensao do subespaco W = {(a + ¢,b+ c,a + b+ 2c) | a,b,c € R} de R &
2 pois como foi mostrado no Exemplo 1.57 na pagina 77, os vetores V; = (1,0,1) e V5 = (0,1,1)
formam uma base de V.
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Exemplo 1.63. O espag¢o M,,,,, das matrizes m X n tem dimens&o mn, pois foi mostrado no Exemplo
1.58 na pagina 78 que as matrizes £;;, que tem o elemento ¢, j igual a 1 e todos os outros elementos
iguais a zero formam uma base de M,,,,,.

Exemplo 1.64. O espacgo P,, tem dimenséo n+ 1, pois como foi mostrado no Exemplo 1.59 na pagina
78 o conjunto X = {1, z,...,2"} é uma base de P,,.

Proposicao 1.11. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita n. Se W & um subespaco de V,
entdo W é de dimenséo finita e dim(W) < dim(V).

Demonstracdo. Se W = {0}, entdo dim(W) = 0 < n.

Caso contrario W contém um vetor ndo nulo V;. Entdo {V;} & um conjunto linearmente inde-
pendente. Seja W, o subespaco gerado por V;. Se W; = W, entdo {V;} é uma base de W e
dim(W) =1 < n.

Caso contrario acrescentamos vetores V5, . .., Vj de forma que {V1, ..., V};} seja linearmente in-
dependente. Pelo Teorema 1.10 (a) na pagina79 k < n. Se {V4, ..., Vi } geraW, entédo {V;, ..., Vs }
é uma base de W e dim(W) = k£ < n.

Caso contrario, seja V.1 um vetor que pertence a W, mas nao pertence ao subespaco gerado por
{V1,...,Vi}. Entdo, o conjunto {V4, ..., Vi, Viy1} € L., pois caso contrario x1 Vi +. . .+ a1 Vi1 =
0, implicaria que z,,; # 0 (por que?) e assim, V., seria combinagao linear de V;, ..., V}, ou seja,
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Vi1 pertenceria ao subespaco Wy. Se {Vi,...,Viy1} gera W, entdo {V4, ..., Vii1} € uma base
de W e dim(W) = k + 1 < n pelo Teorema 1.10 (a) na pagina 79.

Pelo Teorema 1.10 (a) na pagina 79 este processo tem que parar, ou seja, existe um inteiro
positivo m < n tal que {Vi,..., Vi, Virr, ..., Viup €L, mas {Vq, ..., Vi, Virr, ..., Vi, V} € LD.
para qualquer vetor I de W. O que implica que V' & combinacdo linear de {Vi, ..., Vi, Viy1, ..., Vin }
(por que?). Portanto, {V4, ..., Vi, Vit1,..., Vin} € uma base de W e dim(W) = m < n. O
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Teorema 1.12. Seja V um espago vetorial de dimensao finita n. > 0.
(a) Todo subconjunto de V linearmente independente que contém n elementos € uma base de V.
(b) De todo conjunto de geradores de V pode ser extraida uma base de V.
(c) Todo conjunto de geradores de V com n elementos € uma base de V.
(d) Todo conjunto de geradores de V contém pelo menos n elementos.

(e) Todo subconjunto de V linearmente independente pode ser estendido a uma base de V.

Demonstracao. (a) SejamVy,...,V,, vetores L.l. e seja IV um vetor qualquer do espago V. Vamos
mostrar que V' & combinagao linear de Vi, ..., V,. Considere a equagao vetorial

Vi +xVot ...+ 2, Vo + 2,4V =0. (1.24)

Pela Proposicao 1.10 (b), Vi,...,V,,V séo L.D., pois sdo n + 1 vetores em um espago de
dimensao n. Entdo a equagdo acima admite solugdo nao trivial, ou seja, pelo menos um x; # 0.
Mas, z,.1 # 0, pois caso contrario, Vi, ..., V,, seriam L.D. Entdo, multiplicando-se a equagdo
(1.24) por 1/x,,+1 € subtraindo (z1/x,4+1)Vi + (x2/2ni1)Va + ... + (Tn/Zn41) Vs, Obtemos

V:—< T )%—...—(mn )Vn.
Tn+1 Tp+1
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(b)

(€)

(d)

(e)

Seja ‘B um conjunto de geradores de V. Se B é L.I., entdo B € uma base de V. Caso contrario,
B é L.D. e pelo Teorema 1.7 na pagina 59, um dos vetores de B é combinacéo linear dos
outros. Assim, o subconjunto de B obtido retirando-se este vetor continua gerando V. Se esse
subconjunto for L.1., temos uma base para V, caso contrario, continuamos retirando vetores do
subconjunto até obtermos um subconjunto L.I. e ai neste caso temos uma base para V.

Se nédo fosse uma base entdo, pelo item anterior, poderiamos extrair deste conjunto uma base
com menos de n vetores o que € impossivel pela Proposicao 1.10 na pagina 79.

Se existisse um conjunto de geradores com menos de n elementos, entdo poderiamos extrair
deste conjunto uma base com menos de n vetores o0 que € impossivel pela Proposicao 1.10 na
pagina 79.

Seja B = {V4,...,Vi} um conjunto de vetores linearmente independente. Se k = n, pelo
item (a), ndo ha o que fazer. Se k < n, entdo seja W, = [Vi,..., V], o subespaco ge-
rado por B. Seja V.1 um vetor que pertence a V, mas nao pertence a W,. Entdo, o con-
junto {Vi1,..., Vi, Viy1} € L., pois caso contrario z,V; + ... + xp11 Vi1 = 0, implicaria que
Trr1 # 0 (por que?) e assim, Vj. 1 seria combinagéo linear de V4, ..., V}, ou seja, Vi1 per-
tenceria ao subespaco Wy. Se n = k + 1, entdo pelo item (a), {V4,..., Vi, Viki1} € uma
base de V. Caso contrario, ou seja, se n > k + 1, entdo 0 mesmo argumento €& repetido
para o subespaco W, ,; = [Vi,..., Vi, Vii1|. Este processo pode ser continuado até que
um conjunto Vi, ..., Vi, Viiq,...,V, de vetores L.I. seja obtido. Neste caso, pelo item (a),
Vi, s Vi, Vieya, ..., Vi) €umabase de V.

O
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Exemplo 1.65. Vamos determinar uma base para o espaco W gerado pelas matrizes

2 3 3 3 -1 0 5 6
e TR R i B I T R B
Como por definicdo do subespaco, M, M,, M3 e M, geram W, precisamos saber se elas sao L.I.
Para isso, precisamos resolver a equacao

gue é equivalente ao sistema linear

2c + 3y — 2z + 5w =0
3r + 3y + 6w =0
-y + 2z = w=0
r — 3y + 4z — w =0
cuja solugdo é dadaporz = —a — B,y = —a+ 3,z = e w = a, para todos «, § € R. Portanto,

as matrizes sdo L.D. Substituindo-se os valores encontrados de x, y, z € w na equacgéao (1.25) temos
que
(—a = B)M;y + (—a+ B)Ms + BM; + aMy = 0.

Tomando-se a« = 1 e 3 = 0 obtemos que —M; — M, + M, = 0 ou somando-se M; + M,
M, = M, + M,. Agora, tomando-se o« = 0 e 3 = 1 obtemos que —M; + M, + M5 = 0 ou somando-
se My — My, M3 = M; — M,. Assim, as matrizes M3 e M, podem ser descartadas na geracéo do
subespaco W. Como as matrizes M, e M, sdo tais que uma ndo € multiplo escalar da outra, entao
elas sao L.I. e formam, portanto, uma base para W.
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Exemplo 1.66. Vamos mostrar que os polindmios p;(t) = t* + 1, po(t) = t2 — 1 e p3(t) = t + 2
formam uma base de P;. Como sabemos que a dimensdo de P, é 3, basta mostrarmos que estes
polinbmios sédo L.I. Para isso, precisamos resolver a equacao vetorial

s +1)+yt* —1)+2(t+2)=0, VteR (1.26)
ou agrupando os termos de mesmo grau,
(z+y)t?+ ()t +(x—y+22)=0, VteR,

Como o polindbmio nulo tem todos os coeficientes iguais a zero, entdo (1.26) é equivalente ao sistema
linear
r + Yy =0
z =20
r — vy + 22 =0
gue tem somente a solugao trivial, r = y = z = 0. Portanto, p1, p> € p3 sdo L.I. e como a dimenséo
de P, é 3, pelo Teorema 1.12 (a), eles formam uma base de Ps.

Exemplo 1.67. Considere o polinbmio

gt) = (t —a)™ ... (t —ap)™ (t* + byt +c))™ ... (2 + bt + )™ € R[t],

com a; € R distintos parai = 1,...,k e (b;,c;) € R? distintos tais que b? — 4¢; < 0, para i =
1,...,l. Sejan = ny + ...+ ng+2my + ...+ 2my o grau de g(t). Considere os polindmios
pii(t) = g(t)/(t —a;), paraj =1,...,n;ei = 1,....k e P;(t) = gt)/(t* + bit + ¢;)?, para
j=1,...,m;et=1,...,1. O conjunto de polindbmios

1
{plla"'7p1n a"'7pk17"'apk’nk7plla"'7P1m1a---7Pll7"'7lelytPlla'--atlel}
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€ uma base para o espaco dos polindmios de grau menor ou igualan — 1, P,_1, em que n € o grau
de g(t), pois sdo n — 1 polindmios de grau menor que n que foi mostrado no Exemplo 1.47 na pagina
56 séo L.l. Vejamos alguns exemplos:

(@) Se g(t) = (t —a)(t —b)(t — ¢), com a, b, c € R distintos, entdo os polindmios
pi(t) = (t =0)(t = ¢), pa(t) = (t — a)(t = ¢), ps(t) = (t — a)(t = b)
formam uma base de P-.

(b) Se g(t) = (t — a)*(t — b)3, com a, b € R distintos, ent&o os polindmios

pit)=(t—a)t=0)°  pt) = (=07  ps(t) = (t—a)*(t - D)
pat) = (t — a)*(t = b), ps(t) = (t —a)”

formam uma base de P,.
(c) Seg(t) = (t — a)*(t* + bt + ¢), com a, b,c € R e b* — 4c < 0, entdo os polindmios
pi(t) = (t—a) >+ bt+c), po(t) =t + bt +c, p3(t) = (t —a)?, pa(t) = t(t — a)?

formam uma base de P5.

Vamos, agora, provar um resultado interessante sobre a dimenséo da soma de subespacos.
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Proposicao 1.13. Sejam W, e W, subespacos de dimensao finita de um espaco vetorial V. Entdo

Demonstracdo. Seja By = {Uj,...,Us} uma base de W; N W,. Estenda-a a uma base B; =
{Ur,....,U,V1,...,V;,} de Wy e auma base By = {Uy,..., U, Wy,...,W,} de W,. Vamos
mostrar que B = {Uy,..., U, Vi,..., Vy, W1,..., W, } & base de W; + W,. Vamos mostrar em
primeiro lugar que B é um conjunto L.I. Considere a combinacéo linear nula

arUi+ ...+ apUc+ BiVi+ oo+ BV + nWa + ...+, W, = 0. (1.27)
Somando-se —y;W; — ... — v,W,, temos que
in EWQ
Uy + . 4 Ui+ BiVi+ .o 4 BV = =Wy — . — 3, W,
O que implica que —y; W, — ... —v,W, € W; N W, e portanto se escreve como combinac&o linear
de Uy, ..., U, ou seja, existem escalares z1, . .., rj tais que
Wi = =Wy =2 Uy + ..+ 2, Uy

Somando-se 1, Wy + ... + 7,W,, temos que
Wi+ .o AW+ 21U + ..+ U, =0

Daisegueque z; = ... =2 =7 = ... =y, = 0, pois By = {Ux,..., U, Wq,...,W,} € uma
base. E assim, substituindo-se os valores de 71, ...,7, em (1.27) obtemos uma combinagéo linear
nulade By = {Uy,..., U, V4,...,V,,}, 0 que implica que
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ap = ...=ap =0 = ... =0, = 0. Assim, B € um conjunto L.I. Como além disso, todo
vetor de W; + W, se escreve como combinacdo linear dos vetores de B, entdo B é uma base de
W, + Ws, de onde segue o resultado. O

Exemplo 1.68. Seja V um espaco de dimensao n. Sejam W; e W, dois subespacos de V com
dim(W;) = n — 1. Se Wy ¢ Wy, entdo dim(W; N W,) < dim(W5). Aplicando-se a Proposicéo
1.13, podemos afirmar que V = W; + W,. Além disso, se dim(Wy) = 1, entdo V = W; & W,. Por
exemplo, se V = R", W, é igual a um hiperplano e W, é igual ao subespaco gerado por um vetor
V & Wy, entdo R" = W; & W,.

Exemplo 1.69. Em virtude do exemplo anterior, se W, for igual a um subespacgo gerado por um
polindmio de grau n, entdo P,, = P,_1 & Ws.
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1.4.3 Aplicacao: FracOes Parciais

Vamos mostrar, usando Algebra Linear, que o procedimento usado no calculo para integrar fracdes
racionais que se baseia na decomposicao em fracdes parciais sempre funciona.
Considere a fragdo racional
F(t) = &
g(t)
em que f(t) e g(t) s&o polindmios de R[¢] com grau de f(¢) menor do que o grau de g(¢) e vamos
supor que g(t) possa ser decomposto da seguinte forma:

g(t) = (t —a)™ ... (t —ap)™ (> + byt +c )™ ... (2 + bt + )™,

com a; € Rdistintos parai = 1,..., ke (b;, ¢;) € R? distintos tais que b7 —4c; < 0, parai =1,... 1.
Vamos mostrar que existem escalares

a117’~'7a1n17‘"7ak17’~'7aknk7/8117‘"761m17"'76[17--‘7/6lmla/7117”';71m17”-7rylml talsque
k  n;
f(t) - 5zj+/7ijt
- . 1.28
t) izl:j 1 t—CL ZI:Z; t2+blt+c,)ﬂ ( )

Multiplicando-se a equagéo acima por g(t) obtemos

k n; l m; l m;
=D () + > ) BiaPyt) + > ) it Py(t), (1.29)

=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
em que p;;(t) = g(t)/(t —a;)?, paraj =1,....,n;ei=1,...., ke P;(t) = g(t)/(t* + bit + ¢;)7,
paraj=1,...,m;ei=1,...,[. Mostramos no Exemplo 1.67 na pagina 87 que o conjunto

1
{plla"'7p1n a"'7pk17"'apk’nk7plla"'7P1m1a"'7Pll7"'7lelytPlla'--atlel}
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€ uma base para o espaco dos polindbmios de grau menor ou igualan—1, P,,_1, em que n é o grau de
g(t). Como o grau de f(t) &€ menor do que o grau de g(¢), entdo f(t) pertence a P,,_; e assim existem

escalares A1y gy o v vy ARy e e aaknkvﬁlh s 75177117 s 75[1, s 7ﬁlmla,yll7 oy Vmas ooy Vimy
que satisfazem a equacgéao (1.29) e portanto também a equacgao (1.28).
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1.4.4 Aplicacao: Interpolacéo por Splines

Dados nameros reais r; < x5 < ... < x,, igualmente espacados, isto é, tais que zy.1 — T =
(x, —x1)/(n—1),parak =1,...,n — 1. Defina os splines (Exemplo 1.51 na pagina 61) qx(z) = 0,
se z esta fora do intervalo [x;_3, xx11] €

p1(t), emquet = (z—x,_3)/h sexp_3 <z <k 2,

pa(t), emquet = (r —xp2)/h sexy o<z <TR_1,
() = _ — (r—

po(l—1t), emquet = (z—axk_1)/h sexp1 <z <uxy,

p(1—t), emquet=(z—xx)/h sexp <z < Tpy,

parak =1,...,n+ 2, emque

1
nis) = ;s
3
pa(s) = 1— 2 (14 5)(1 —s)?
eh =z —x = (x, — x1)/(n — 1). Mostramos no Exemplo 1.51 na pagina 61 que o conjunto de
splines {qx | K = 1,...,n + 2} é linearmente independente. Isto mostra que a dimensédo do espaco

de splines (cubicos) com n pontos de quebra igualmente espacados & maior ou igual a n+2 (Teorema
1.12(e) na pagina 84).

Por outro lado, no Exemplo 1.33 na pagina 40 vimos que podemos escrever todo spline do espago
de splines (cUbicos) com n pontos de quebra, 8, como combinacéo linear de apenas n + 2 splines.
Ou seja, podemos ter um conjunto de geradores para 8 com apenas n + 2 splines. Isto mostra que a
dimensao do espaco de splines (clbicos) com n pontos de quebra € menor ou igual a n + 2 (Teorema
1.12(b) na pagina 84). Isto nos permite concluir que a dimenséao do espaco de splines (clbicos) com
n pontos de quebra igualmente espacgados, S, é n + 2.
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Proposicao 1.14. A dimensao do espaco de splines (cUbicos) com n pontos de quebra igualmente
espacados, S, é n + 2.

Assim cada fungdo f € & tem uma Unica representagdo como uma combinacao linear (Teorema
1.9 na pagina 78)

n+2
flx) = cjq5(x).
j=1
Usando a base {¢q; | Kk = 1,...,n + 2} o problema de encontrar uma funcéo de S que se ajusta
a um conjunto de pontos (z1, Y1), - - -, (Tni2, Ynt2) toma a forma

n—+2

Zcﬂj(%) =flzy), i=1,...,n+2
7=1
ou
AX = B,

em que a matriz A é definida por a;; = g;(x;), o vetor B é dado por b; = y; e X & o vetor dos
coeficientes ¢;, parai,j =1,...,n+ 2.

Exemplo 1.70. Considere o seguinte conjunto de dados

z|—1]0[1[2]3
y| 141370
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Figura 1.18: Ajuste dos dados do Exemplo 1.70 por splines dividindo-se o intervalo [—1, 3] em dois
subintervalos
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Dividindo-se o intervalo [—1, 3] em dois subintervalos e usando a base {q1, ¢2, g3, ¢4, g5 }, 0 problema
de encontrar um spline

f(x) = ciqu(z) + c2q2() + c3q3(7) + caqu(z) + c505()
que melhor se ajusta ao conjunto de pontos (—1,1), (0,4), (1,1), (2,3), (3,0) toma a forma

cqr(x;) + caqa(x;) + e3q3(xs) + caqa(z;) + c5q5(z) = fx), 1=1,2,3,4,5

ou
AX =B,
em que a matriz A é definida por a;; = ¢;(z;), B por b; = y; e X porx; = ¢;, parai = 1,...,5,
7 =1,...,5. Neste caso
- L -
7 L 7 00
12 23 1 1 1
32 32 32 32 4 Co
A=|0 + 1 L+ 0|, B=|1]|, X=|g¢|,
0 L1 2 25 1 3 Cy
32 32 32 32 0 c
5
0o 0 1 o1 1

Os coeficientes c¢; obtidos resolvendo o sistema linear sao

cp =—103/3, ¢2=95/9, ¢3=-35/9, ¢, =9, c¢;=—289/9
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1.4.1.

1.4.2.

1.4.3.

1.4.4.

1.4.5.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 448)

Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam uma base para o R*?
(@ {(1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(0,1,1, 1) };
() {(1,-1,0,2),(3,-1,2,1),(1,0,0,1)};
(C) {(07 07 1a 1)’ (_17 1a L 2)a (17 17 07 0)7 (27 17 2a 1)};

Encontre uma base para os seguintes subespacos do R?:

(@) Todos os vetores da forma (a, b, ¢), onde b = q;
(b) Todos os vetores da forma (a, b, ¢), onde a = 0;

(c) Todos os vetores da forma (a — b, b+ ¢,2a — b + c).
Encontre as dimensdes dos seguintes subespacos do R*:

(a) Todos os vetores da forma (a, b, ¢, d), onde d = a + b;
(b) Todos os vetores da forma (a, b, ¢,d),onde c =a —be d = a + b;

(c) Todos os vetores da forma (a + ¢,a — b,b+ ¢, —a + b).
Determine os valores de a para os quais {(a?,0,1), (0,a,2),(1,0,1)} &€ uma base do R?.

Encontre os valores de \ tais que o sistema homogéneo (A — \I,,)X = 0 tem solugdo ndo
trivial e para estes valores de ), encontre uma base para o espaco solucao, para as matrizes A
dadas:
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00 1 1 1 -2
@A=|1 0 -3 © A=| -1 2 1
0 1 3 001 -1
(2 2 3 4 (1 2 3 4
023 2 0 -1 3 2
) A=y 011 @A=\y o 3 3
(0001 0 0 0 2

1.4.6. Sejam V; = (2,1,3), Vo = (3, —1,4) e V53 = (2,6, 4).

(a) Mostre que Vi, V5 e V3 sdo L.D.
(b) Mostre que V; e V5 séo LI
(c) Qual a dimenséo do subespaco gerado por Vi, V5 e Vs, [Vi, Vs, V3.

(d) Dé uma interpretacdo geomeétrica para o subespaco [V, V5, V3.
1.4.7. Dados Vi = (1,1,1) e Vo = (3, —1,4):

(a) Os vetores V; e V, geram o R3? Justifique.

(b) Seja V3 um terceiro vetor do R®. Quais as condi¢des sobre V3, para que {V1, Vs, V3} seja
uma base de R3?

(c) Encontre um vetor V5 que complete junto com V; e V, uma base do R3.

1.4.8. Seja W o subespago de R* formado pelos vetores V' = (x,v, z) tais que = + 2y + 4z = 0.
Obtenha uma base {V;, V5, V3} de R? tal que V; e V5 pertencam a W.
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1.4.9. Mostre que os polindmios 1,¢ — 1,t* — 3t + 1 formam uma base de P,. Exprima o polindmio
2t2 — 5t + 6 como combinacéo linear dos elementos desta base.

1.4.10. Em C°[—m, 7], encontre a dimens&o do subespago gerado por 1, cos 2t, cos? t.

1.4.11. Seja W, o subespaco de P3 que consiste de todos os polinémios p(t) tais que p(0) = 0, e seja
W, o subespaco de P3 dos polindmios ¢(t) tais que ¢(1) = 0. Encontre bases para
(@) Wy;
(b) Wy;
(c) Wi NW,.

1.4.12. Determine uma base e a dimensao de cada um dos subespacos de M,,,, abaixo:

(a) Matrizes simétricas.

(b) Matrizes anti-simétricas.

(c) Matrizes de traco igual a zero.

(d) Matrizes que tém a primeira linha igual a Gltima coluna.

(e) Matrizes em que a soma dos elementos da primeira linha € igual a soma dos elementos

da Gltima coluna.

1.4.13. Para a € R fixado, determine a dimensao do subespaco de P,, definido por

W = {p € P, |pla) = 0}.
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1.4.14.

1.4.15.

1.4.16.

1.4.17.

1.4.18.

Se V1, V5 e V3 sdo vetores de um espaco vetorial V e W & o subespaco gerado por Vi, V5 e V3,
entdo dimensao a de W é igual a 3?

Suponha que { X1, X5, ..., X,,} seja uma base do R". Mostre que se A & uma matriz n X n
ndo singular, entdo {AX;, AXy, ..., AX, } também é uma base de R". E se A for singular?

Mostre que se V e W sao subespacos de dimensao 2 de um espaco vetorial de dimenséo 3,
entdo VNW =#£ {6}. O mesmo seria verdade se estes fossem subespacos de um espaco
vetorial de dimenséo 4? (Sugestao: x1 V) + x2Vo = y1 Wi + . Wo € VN'W se, e somente se,
Vi + 2V —yi Wiy — o Wo = 0.)

Mostre que {2,¢ + 1,t2 +1,...,t" +1,...} € umabase para P = R]t].

Mostre que {¢2,¢%,...,¢*",...} & uma base para o subespago dos polindmios que satisfazem
p(—t) = p(t), paratodo t € R.
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Exercicios usando o |\/|ATLAB®
Comandos do pacote GAAL:
>> A=randi(m,n) cria a matriz m X n com entradas inteiras e aleatorias entre —5 e 5. >>
A=randi(m,n,p) cria a matriz m X n com entradas inteiras e aleatorias entre —p e p.
>> A=splinel(X,nbp,a,b) criaa matriz a;; = ¢;(z;), se X=[x1, ... ,xn], para um intervalo
[a,b] dividido em nbp-1 subintervalos.
nbp+2
>> plotsplinel(C,nbp,a,b) desenha o spline definido por Z ckqr ().
k=1

1.4.19. Defina A=randi(3,2)*randi(2,5,2). Verifique se as colunas de A sao linearmente inde-
pendentes. Se elas forem linearmente dependentes, escreva trés das colunas de A como
combinacao linear das outras duas.

1.4.20. Defina a matriz A=randi (4,3)*randi(3,5,2). Considere o subespaco gerado pelas colunas
de A. Extraia das colunas de A uma base para este subespaco.

1.4.21. Defina a matriz A=randi (4,2). Verifique que as colunas de A séo L.l. Considere o conjunto
formado pelas colunas de A. Complete este conjunto até obter uma base do R*.

1.4.22. (a) Defina a matriz A=randi(4,3)*randi(3,5,2). Considere o subespaco gerado pelas

colunas de A. Obtenha uma base para este subespaco, cujo primeiro vetor € a soma das
duas primeiras colunas de A.
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(b) Defina a matriz B=A*randi(5,2). Sejam V1, V2 as colunas de B, complete a uma base
do subespaco gerado pelas colunas de A.

1.4.23. (a) Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleattrias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

(b) Use o MATLAB® para tentar encontrar um spline com 3 pontos de quebra cujo grafico
passa pelos pontos cujas coordenadas sdo dadas pelas linhas da matriz P (veja 0 Exemplo
1.70 na pagina 94). O comando A=splinel(P(:,1),3,-5,5) cria a matriz cuja coluna
j € ¢;(P(:,1)). O comando C=A\P(:,2) resolve o sistema linear AX=P(:,2). Se n&do
conseguiu, repita o item anterior. Por que pode néo ser possivel?

(c) Desenhe os pontos e o spline com os comandos
clf, po(P), plotsplinel(C,3,-5,5).

(d) Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.
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1.4.24.

1.4.25.

1.4.26.

1.4.27.

1.4.28.

Exercicios Teoricos
Seja P,, o subespaco dos polinémios de grau menor ou igual a n.

(@) Mostre que existe um subespaco W, de P, tal que P = P,, & W,.

(b) Seja W3 um subespaco de P,. Seja {po,...,pr} uma base de Wj3 e
{po,-- ., PksPks1,---,Pn} Uma base de P,. Mostre que {po, ..., pn, 2" 2"2 ...} &
uma base de P.

(c) Mostre que existe um subespaco W, de P, tal que P = W3 & W,.
Seja X um conjunto infinito. Para cada a € X, seja f, : X — R a funcdo tal que f,(a) = 1

e f.(r) = 0, se x # a. Mostre que o conjunto § C F(X;R) formado por estas funcdes é
linearmente independente. Mostre ainda que G ndo gera F(X; R).

Sejam W; e W, subespacos de dimensao finita. Seja V = W; + W,. Mostre que V é soma
direta de W, e W, se, e somente se, dim(V) = dim(W; ) + dim(W,).

Sejam W, e W, subespacos de um espaco vetorial V.

(@) SejaV = W; & W,. Se B; € uma base de W, e B, &€ uma base de W,, mostre que
B, NBy =0 e By UBy €umabase de V.

(b) Reciprocamente, se B; e B, sdo bases disjuntas de W; e W, respectivamente e B, UB,
€ uma base de V, mostre que V =W, & W.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Mostre que se W; € um subespaco de V, entdo
existe um subespaco W, tal que V = W; & W,.
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Teste do Capitulo

Determine uma base e a dimensao de cada um dos subespacos abaixo:

(2) Das matrizes n X n que tém a primeira linha igual a Gltima linha.

(b) Das funcdes que possuem a segunda derivada identicamente nula.

Mostre que {1,¢3,¢°, ..., t>"*!1 ..} & uma base para o subespago dos polindmios que satisfa-
zem p(—t) = —p(t), paratodo t € R.

Mostre que ¥ (t) = e, y»(t) = te so solugdes linearmente independentes da equag&o
diferencial 4" — 2\y’ + A%y = 0.

. Seja 8 = {po,p1,--.,pn} UM conjunto de polindmios tais que o grau de p; € igual a k, para

k =0,...,n. Mostre que 8§ € uma base para o espaco dos polindmios de grau menor ou igual
an.
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Capitulo 2

Espacos com Produto Interno

2.1 Produto Escalar e Norma

2.1.1 Produto Interno
Produto Escalar em R"

Vimos que podemos estender a soma e a multiplicacao de vetores por escalar para o R". Pode-
mos estender também os conceitos de produto escalar e ortogonalidade.
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Definicdo 2.1. Definimos o produto escalar ou interno de dois vetores X = (z1,...,2,)eY =
(Yy1,---,yn) € R"por

X.Y:gjly1+m2y2+...+l‘nyn:inyi-
i=1

Exemplo 2.1. Sejam V = (1,—-2,4,3,5) e W = (5,3,—1,—2,1) vetores do R°. O produto escalar
entre V e W é dado por

V- = (1)) + (=2)3) + (4)(=1) + 3)(=2) + (5)(1) = —6.

Sao validas as seguintes propriedades para o produto escalar de vetores do R”.

Proposicdo 2.1. Se X,Y e Z sao vetores de R™ e a € um escalar, entao
@ (X+Y) Z=X-Z+4Y Z
b) (aX) YV =aX-Y)=X-(aY),
(c) X -Y=Y-X,
(d) Se X € R", X # 0, entdo X - X > 0.
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Demonstracédo. Escrevendo os vetores como matrizes colunas, o produto interno de dois vetores
T Y1
X = : eY = : pode ser escrito em termos do produto de matrizes como X - Y =

Tn Yn
X'Y. Sejam XY, Z € R" e a € R. Usando as propriedades da algebra matricial (Teorema ?? na
pagina ?? de [23]), temos que

@ X - Y+2)=X(Y+2)=XY+X'Z=X-Y+X-Z

b) a(X -Y) = a(XY) = (aX)Y = (aX)'YV = (aX) - Y; a outra igualdade é inteiramente
analoga;

) X Y =XY =(XY)=Y'X =Y - X, pois XY € uma matriz 1 x 1 que & igual a sua
transposta.

(d) Se X = (z1,...,x,) # 0, entdo x; # 0, para algum j. Entdo

X-X:m%+...+x7212x§>0.

Produto Interno

O conceito de produto escalar pode ser estendido ndo somente ao R”, mas também a espacos
vetoriais abstratos.
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Definicao 2.2. Seja V um espaco vetorial. Um produto escalar ou interno em V é uma funcao que
associa a cada par ordenado de vetores V' e W em V um escalar denotado por (V, W) satisfazendo
0S seguintes axiomas:

(a) Paratodos os V,W,U € V,(V + U W) = (V,W) + (U, W),

(b) Paratodos os V,W € V e todo escalar o, (aV, W) = o (V,W);

(c) Paratodos os V,IWW € V, (VW) = (W, V), em que a barra significa o conjugado, ou seja, se
a = a+ib € C, entdo @ = a—ib. Assim se (V, W) & um nimero real, entdo (V, W) = (W, V).

(d) Paratodo V € V,V £ 0, (V,V) > 0.

Se esta definido um produto interno em V, dizemos que V & um espaco vetorial com produto
interno.
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Observe que se o conjunto de escalares & o conjunto dos nimeros reais, entdo o axioma (c) é
equivalente a dizer que paratodos V,W € V, (VW) = (W, V).

Exemplo 2.2. Segue da Proposicdo 2.1 que (V, W) =V - W, para todos V, W € R" é um produto
interno.

Exemplo 2.3. Seja V = C" o espago vetorial sobre C das n-Uplas de nUmeros complexos. Vamos
mostrar que definindo

(X,)Y) = Zxkgk, paratodos X = (z1,...,2,),Y = (y1,...,yn) € C"
k=1

temos um produto interno.
Por exemplo, se X = (1,i) e Y = (1 + ,2), entdo
(X, V)=11+4)+i2=1—i+2i=1+1.
Sejam X,Y, Z € C"e a € C.

n n

@) (X +2Z,Y) =) (w+a)lp = (@ +20) = D als+ » 2 = (X, V) +(Z,Y);
p —1

k=1 k=1

(b) (aX,Y) Zaxkyk —oszkyk =a(X,Y);

Zifkyk = Z%c?/k Zylﬂk >
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(d) Seja X #0, (X, X) =Y w@ = )|l >0.
k=1 k=1

Exemplo 2.4. SejaV = €°[a, b] 0 espago vetorial das fungdes reais continuas f : [a,b] — R. Vamos
mostrar que definindo

b
(f,g) = / f(t)g(t)dt, paratodas as fungdes f,g € €°[a, ]

temos um produto interno em V.
Por exemplo, se f(t) =t,g(t) = e’ € €°]0, 1], entdo

(1)— /0 1 eldt = 1.
Sejam f, g, h € €%a,b] e & um escalar.
(@) (f +g.h) = [L(f(t) + g@)h@)dt = [} f(O)hE)dE + [} g(B)h(t)dt = (f,h) + (g, h).
(0) {af,g) = [ af®)g(t)dt = a [} f(H)g(t)dt = a(f,g).
© (fg) = [ fgt)de = [ FBgdt = [0 fB)g(t)dt = [ gt)f(t)dt = (g, f). pois as

fungoes sao reais e o conjugado de um namero real é |guaI a ele mesmo.

1
(f,g) = / te'dt = te'
0

(d) Se f # 0, entdo, como f & continua, existe um subintervalo de [a,b], onde f? & limitada
inferiormente por um nimero maior do que zero. Assim, (f, f) = f (f(t))%dt > 0.
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Exemplo 2.5. SejaV = €%([a, b], C) o espago vetorial sobre C das fungdes continuas f : [a,b] — C,
definidas em [a, b] e tomando valores complexos. Vamos mostrar que definindo

(f,g9) = /bf(t)mdt, para todas as fungdes f, g € €%([a, b], C)

temos um produto interno em V.
Por exemplo, se f(t) =t,g(t) = e = cost +isent € C°([0,27], C), entdo

2r 2T ) —2mi —27i —2mi
(f,g9) = / tettdt = / te "dt = —/ se*ds = —se’ + / e’ds = 2mi
0 0 0 0

0
Sejam f, g, h € €°([a, ], C) e o um escalar.

@ (f +g,h) = [J(f(t) + (1) f FOR@)A + [ g(t)h(E)dt = (f, k) + (g, h).
(b) (af,g) = [T aft)g(t)dt = a [ f(t) =a(f,g).
o) (f.9) = [ f0)g@)dt = [ f(t)g(t)dt = [ g(t — (g, f)-

(d) Se f # 0, entdo, como f é continua, existe um subintervalo de [a b], onde |f|* & limitada
inferiormente por um nimero maior do que zero. Assim, f |f(t)]2dt > 0.

A partir dos axiomas de produto interno podemos provar outras propriedades.
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Proposicao 2.2. Seja V um espaco com produto interno. Sao validas as seguintes propriedades:
(a) Paratodos os VW, U € V, (VW +U) = (V,W) + (V,U);
(b) Paratodos os V,W € V e todo escalar o, (V,aW) = a (V,W);

(c) (V,V) =0 se, e somente se, V = 0;

Demonstracao. Sejam V, W, U € V e a um escalar.

@ (VVW+U)y=W+UV)=W,V)+(UV)=(V,IW)+(V,U);

(b) (V,aW) = (oW, V) = a (W, V) = a(W,V) = a(V,IW);

(c) Se V # 0, entdo pela definigdo de produto interno, (V, V) > 0. Se V = 0, entdo
(0,0) = (a0,0) = (0, 0), para todo escalar . O que implica que (0,0) = 0. O

2.1.2 Norma

Assim como o produto interno pode ser estendido ao R” e a espacos vetoriais quaisquer, a no¢ao
de norma ou comprimento de um vetor pode ser estendida ao R" e a espagos vetoriais quaisquer.
Vamos definir a norma de um vetor ja em um espaco vetorial qualquer.
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Definicao 2.3. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Para todo vetor V' € V, definimos a
norma de V' denotada por ||V|| como sendo

WVl =V{V, V).

Exemplo 2.6. Seja V = €°[—1, 1] com o produto interno

1
(f,g9) = / f(t)g(t)dt, paratodas as fungdes f,g € C°[—1,1].
-1

Sejam f(t) =1, g(t) =t e h(t) = coswt. Entdo

(@) [IfI[2 = (f. ) = 1, 1dt = 2. Assim, || f|| = \/(f, f) = V2.
all = 9.9 = V2/3.

1 3
0) gl = (9. 9) = [, t?dt = §

1
= 2/3. Assim,
—1

! I I 1
©) ||h]|> = (h,h) = / cos® Tt dt = —/ cos’sds = — [ (1 + cos2s)ds = —(s| +

1 T J)_x 2r J_,

") =1. Assim, ||h]| = /T ) = 1.

1
—sen 2s

Proposicao 2.3. Seja V um espaco vetorial com produto interno.
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(a) Paratodo V €V, ||V|| > 0e ||[V]| = 0 se, e somente se, V = 0;
(b) Para todo vetor V' € V e para todo escalar «, ||aV|| = |a| [|[V]];
(c) Paratodos os vetores V. W € V, | (V,W) | <||V]||||W]| (Desigualdade de Cauchy-Schwarz);

(d) Paratodos os vetores V. W € V, ||V + W|| < ||V]|| + ||WV]| (Desigualdade triangular);

Demonstracado. (a) Decorre da Definicdo 2.2 na pagina 108 (d) de produto interno e da Proposicao
2.2 na pagina 112 (c).

(b) [laV]] = {aV,aV) = V/]|a? {(V,V) = |a[y/{V, V) = |a] |[V]].

(c) Anormade V — AW é maior ou igual a zero, para qualquer escalar A. Assim,

0 <[V =AW = (V =AW,V = AW) = [[VI[* = X (W, V) = XV, V) + [A[[ V]2,

Tomando
[[W][2
ficamos com
v,w) W, V) [(VIW) PP e » (VW)
0 < [|VI]* - (W, V) — (VW) + ———I[IW|[" = [[VI]]" -
w2 (w2 (W[ W

Logo, [V - W| < [[V][[IW]].
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(d) Pelo item anterior temos que

WV+W|? = (VEW,V+W) =V, V) +(V,IW)+ (W, V) + (W, W)
[VI]? + 2RV, W) + [[W]?

VI + 2 (V, W) | + [|[W]?

VI + 2|V + W] 2

(VI =+ 1%

VAN VANRVA

Tomando a raiz quadrada, segue o resultado.
O

Podemos, agora, estender o conceito de angulo entre vetores para elementos de um espago
vetorial com produto interno. Definimos o angulo entre dois vetores ndo nulos V' e W como sendo
o numero real # entre 0 e 7 tal que

(V.W)
[IVIHIW

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposicao 2.3 (c)) que o angulo 0 esta bem definido,
pois

cosf =

(VW) [ < [V [[W]]

implica que
< W)
VIV
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Exemplo 2.7. Seja V = €°[—1, 1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [—1, 1] em R com o
produto interno definido por

(fi9) = /_1 f(t)g(t)dt.

Vamos calcular o angulo entre t3 e ¢.

GO S thdt 95 VA
™ (71 )™ (1 eat) ™ VTR S

cosf =

Assimo anguloentre t> e t é

21
6 = arccos e ~ 23°,

2.1.3 Ortogonalidade

Vamos, agora, estender a espacos com produto interno o conceito de ortogonalidade.

Definicao 2.4. Seja V um espago vetorial com produto interno.

(a) Dizemos que um subconjunto ndo vazio X de V & ortogonal se para todo par V' e W de
elementos distintos de X, (V,1W) = 0. Neste caso dizemos que os elementos de X s&o
vetores ortogonais.
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(b) Dizemos que um subconjunto nédo vazio X de V é ortonormal se X & um conjunto ortogonal
consistindo de vetores unitarios, isto €, vetores cuja norma € igual a 1.

Exemplo 2.8. Considere o R? com o produto interno usual

((v1, va,v3), (W1, Wa, w3)) = VW] + Vaws + V3W3.

O conjunto
Wy =(1,1,1),Wy = (—-1,1,0), W5 = (—-1,—-1,2)}
de IR? é ortogonal (verifique!).
P+ 17+ 17 =3,
12 +12+0% =2,
)2+ (=1)*+2*=6.

WAl = (W, W)
[Wall? = (Wa, Wa)
[Ws|]? = (W5, W3)

1
(=
(=

“Dividindo” cada vetor pela sua norma obtemos

1 1

1 1 1
Ul = ||W1||W %(17171) (ﬁ?%aﬁ)a
1 1 1 1
U2 = WWQ = ﬁ(_la 170) - (_Ev ﬁ70)7
Uy = — = (21,219 = (-~ L 2
[[W3| Ve o V6 V6 V6

qgue formam um conjunto ortonormal.
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Exemplo 2.9. Seja L um namero real maior que zero. Seja V = C°[—L, L] o conjunto das fungdes
continuas do intervalo [—L, L] em R com o produto interno definido por

(f,9) = /L f(t)g(t)dt.

Vamos mostrar que o conjunto

mt it 27t 2mt nmt nmt )
sen —, coS —, sen —. ..., COS —, Sen —. . . .
) L ) L b b L b L )

L7 L
é ortogonal. Como as fungdes do conjunto, exceto a primeira, sdo funcbes cujas primitivas sao
periodicas de periodo igual a 2L /n, entdo a integral de —L a L destas fun¢des é igual a zero e
portanto elas sédo ortogonais a funcao constante 1.

{1, cos

nrt mmt L nmt  mmt L [T
cos —,sen — ) = cos —sen ——dt = — cosnssenmsds
L L L L L T

L ™
= o [sen (m +n)s + sen (m —n)slds = 0
™ —T

-7

Para m # n temos que

nrt mt L nrt mt L [™
COS —,C08 —— ) = oS — cos ——dt = — cos n.s cos msds
L L L L L T

L ™
= o5 [cos(m + n)s + cos(m — n)s|ds
™ —Tr

—T
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L ™ L ™
= 2m(m n)sen (m+n)s 4—1— —27r(m—n)sen (m—n)s = 0,
nmt mrt L nmt  mmt L [T
<sen T,sen T> = /L sen Tsen Tdt = ;/ﬂ sennssenmsds
L ™

= 5 [— cos(m 4+ n)s + cos(m — n)s|ds =0
L "

Vamos calcular as normas dos elementos do conjunto.

L
P = = [ d-o

L
t t t L t
|| cos _n;r * = <cos _nz , COS _nz > = /_L cos? _n;r dt
L [T L [T
= —/ cos® nsds = —/ [1 + cos2ns|ds = L
T J_, 2 J_,
t t t L t
||senn%||2 = <senn%,sen n%> = /Lsen2 n%dt
L [T L [T
= — / sen’nsds = —/ [1 —cos2ns|ds = L
T ) . 2 J_ .
Assim o conjunto
e Tt mt e nmt nmt
{ 1 1 1 1 2 1 2 1 1 )
——, ——=C0S —, —=S8en —, —— C0S ——, ——=SeN —, ..., COS ——, —=sen —, . ...
V2L'VL  L'VL L'VL o L'JL L VL L 'VL L

€ ortonormal.
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Exemplo 2.10. Seja L um namero real maior que zero. Seja V = €°[0, L] o conjunto das fungdes
continuas do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

(f.9) = /0 f(t)g(t)dt.

Vamos mostrar que 0s conjuntos

Tt 21t nmt } o { 7t 27t nmt }
—.,C0S —,...,C08 —, ... sen —,sen —, ...,sen —, . ..
L’ L’ b ) L? L? ) L?

1
{1, cos 7

sao ortogonais.

t L t L [T L m
<1, coS ﬂ> = / cos %dt = —/ cosnsds = —senns| =0
0 0

L nm 0

Para m # n temos que

nrt mmt L nrt mmt L [™
COS —,CO08S —— ) = cos T cos —dt = — cos n.s cos msds
0 0

L L L T
L ™
= — [ [cos(m +n)s+ cos(m — n)s|ds
2m Jo
L ™ L ™
—= _— _— — = O
2W(m+n>sen(m+n)so—|—27T(m_n)sen(m n)sO :
nrt mmt L nmt  mmt L [T
sen —,sen — ) = sen —sen ——dt = — sen ns sen msds
L L 0 L L T Jo
L ™

= — [ [—cos(m+n)s+ cos(m —n)s|ds =0
2 Jo
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Vamos calcular as normas dos elementos dos conjuntos.

L
e = <1,1>=/0 dt =1

L L L

nrt o nmt nrt L o N7t
||cos —I]° = (cos——,cos— )= cos” ——
0

L s

T 27

[e=]

i nmt Ik < nmt mrt> /L
sen —||° = (sen—,sen— ) = [ sen
L L L ;

Assim 0s conjuntos

sao ortonormais.

L L

s ™

{ 1 2 7t 2 21t 2
—=,1/ 5 €08 —, 4/ = COS —, ...,/ = COS
\/f’ L L’V L L’ "V L

o Nt

Ldt

nmt

{ 2 7t 2 2t 2 nmt
—sen —, 4/ =sen —, ...,/ —sen—,..
L L'V L L’ "V L L’

e

3

L s
= —/ cos’nsds = — [ [1+ cos2ns|ds = L/2
0

= —/ sen’nsds = —/ [1 — cos2ns|ds = L/2
0 0

Exemplo 2.11. Seja L um nimero real maior que zero. Seja V = C°([—L, L], C) o espago vetorial
das fung¢des continuas do intervalo [— L, L] com valores complexos munido do produto interno

(f,9)= /_ ) f(t)g(t)dt.
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Vamos mostrar que o conjunto

inmt nﬂ-t

{e’ T = cos

) nmt
+ 1sen —

7
T L|n€}

é ortogonal.

inmt immt L inmt  imnt L T T T L g :
<6 L ,e L > = eL el dt=— eSeimsdg = — ez(n—m)sds
L ™ ™

L

mi(n —m)

in=m)s|” =0, sen#m.

—Tr

Vamos calcular as hormas dos elementos do conjunto.

inmt inmt inmt L inmtt  inwt L 4 e L 4
et | = <eL,eL>:/ eLeLdt:—/ emse’msds:—/ 1ds =2L.
L m T

—T —T

Assim o conjunto

t 1 t
cos == 4+ senn;T |neZ}

inmt 1
V2L V2L L V2L

€ ortonormal

2.1.4 Projecéao Ortogonal

Em um espago com produto interno podemos definir a projecao ortogonal de um vetor V' sobre
um vetor ndo nulo W por
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proj V' = (<V’ W>) W,

W[

Observe que a projecdo ortogonal de um vetor 1V sobre um vetor nao nulo ¥ € um mudltiplo escalar
do vetor . Além disso temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.4. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Seja W € V um vetor nao nulo.
Entdo, V' — projy, V' € ortogonal a IV, para todo vetor V' € V.

Demonstracéo. Precisamos calcular o produto escalar de V' — projy, V' com W:

vV, W
pois por defini¢do ||W|| = /(W, W). Portanto, V' — proj,,V é ortogonal a . O

Observe que se W & um vetor ndo nulo, entdo para todo vetor V/,
V = (V — projy, V) + proju V.
Assim, pela Proposicao 2.4, V' pode ser escrito como uma soma de dois vetores ortogonais:
V —projyV e projyV,

sendo o segundo vetor um maltiplo escalar de V.

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



124 Espagos com Produto Interno

Exemplo 2.12. Seja V = €°[—1, 1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1, 1] em R com
o produto interno definido por

1
(r9) = [ sogwar
-1
Vamos determinar a projecéo de ¢> em t.

e By @y Ltdt 25
Prod 0 = e = ' e T2

3
=t
d

Podemos escrever t3 como uma soma de duas funcdes ortogonais:

3 3
B=F-Zt)+=t

sendo que g t & um multiplo escalar de t.

Proposicao 2.5 (Teorema de Pitagoras). Seja V um espago com produto interno. Sejam V, W € V.
Se V e W séo ortogonais ((V, W) = 0), entdo

IV + WP = [[VI]* +[[W]]*
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Demonstracao. Sejam V. W € V.
[V +WIP =V +W,V+W) =(V,V) + (VW) + (W, V) + (W, W) = [[V]|* + [|[W]]%,

pois (V, W) = (W, V) = 0. O

Exemplo 2.13. Seja V = €°[—1, 1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1, 1] em R com
o produto interno definido por

(f.9) = /_1 f()g(t)dt.

As funcdes f(t) = 1 e g(t) = t sdo ortogonais, pois

() = (1t) = [ it =0

1

Vamos verificar o Teorema de Pitagoras para f(t) = 1 e g(t) = t.

' ! 2 8
AP+ lgll? = NP+ [l = (1) + oty = [ des [ Par—242 =2
-1 -1

1 1

1 tglP= 1+t =+ 6148 _/ (14 0)2dt = (1/3)(1 + 1)?

-1

-1
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Proposicéao 2.6. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Seja W € V um vetor nao nulo.
Entdo a projecdo de V em W é o mdltiplo escalar de W' que é mais “proximo” de V' no sentido de
gue € a solugao do problema
min ||V — X]||.
X=aW

Demonstracao. Seja X um multiplo escalar qualquer de V. Pelo Teorema de Pitagoras (Proposicao
2.5) temos que

||V - X”2 = ||(V - PTOjWV> + (projWV - X)HQ = ||V - projWV||2 + ||projWV - X||27 (2.1)

pois V' — projy V' é ortogonal a projy, V' — X que € um mdltiplo escalar de W.

Variando X como mltiplo escalar de W, vemos de (2.1) que o minimo de ||V — X||? ocorre
somente para X = projy, V, ja que ||proj,, V — V||* permanece fixo em (2.1) quando variamos X
como mdltiplo escalar de . Portanto,

Join {[V = X[ = [[V = projy V]].
0

Exemplo 2.14. Seja V = C°[—1, 1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1, 1] em R com
o produto interno definido por

(fi9) = /_1 f(t)g(t)dt.

No Exemplo 2.12 na pagina 124 vimos que

3
roj, > = =t
proj, 5
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Assim, 2 t & o mltiplo escalar de ¢ que esta mais “proximo” de t* no sentido de que ||t* — at|| =

1 1/2
(/ (3 — at)2dt) & minimo.
1

Proposicdo 2.7. Seja V um espago vetorial com produto interno. Seja X um subconjunto de V de
vetores ortogonais néo nulos.

(a) Entdo o conjunto X é linearmente independente (L.1.).

(b) Se V pertence ao espacgo de todas as combinacdes lineares de elementos de X, ou seja, se
V € [X] (espago gerado por X), entdo existem W1, ..., W, € X tais que

~ (V, W)
2 |[Wil|?

i=1
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Demonstracdo. (a) Sejam Vi, ..., V) vetores quaisquer de X. Considere a equacao vetorial
oVi+ ...+ Ve=0. (2.2)
Fazendo o produto escalar de ambos os membros de (2.2) com V;,7 =1, ..., k e aplicando as
propriedades do produto escalar, obtemos
r (Vi, Vi) + .o+ (Vi, Vi) + . 4+ x (Vi,, Vi) = 0. (2.3)
Mas, (V;,V;) =0, se i # j. Assim, de (2.3) obtemos que
zi| [Vil|* = 0.
Mas, como V; # 0, entdo ||V;|| # 0 e assim z; = 0, parai = 1..., k. Portanto o conjunto X é
L.l
(b) Seja V € [X]. Entao existem vetores W7y, ..., W, € X e escalares «q, .. ., «, tais que
=1
Fazendo o produto escalar de V' com W;, para j = 1, ..., n, obtemos que
(V.W;) = <Z o Wi, Wj> = a; (Wi, W) = oy | W5,
=1 =1
Assim,
(V. W) :
;= , paraj=1,...,n.
LWl

Substituindo-se este valor de «; em (2.4) obtemos o resultado.
O
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Exemplo 2.15. Vimos no Exemplo 2.8 na pagina 117 que o conjunto {W; = (1,1,1), W, =
(—1,1,0), W5 = (=1, —1,2)} de R? é ortogonal com relag&o ao produto interno usual

<(Ul,?}2, Ug), (U]l,U)Q, w3)> = VW1 + VaWq + V3Wsg.

Segue da Proposicdo que o conjunto {TWy, Wy, W3} € L.I. Como a dimens&o do R é igual a 3, entdo
este conjunto & uma base do R? (Teorema 1.12 na pagina 84). Podemos assim escrever qualquer
vetor V = (x,y,2) € R? facilmente como combinag&o linear de Wi, W, e W3. Por exemplo, se
V =(1,2,0), entdo
((1,2,0),W7) =3, ((1,2,0),Wy) = -1, ((1,2,0), W3) = —3.

WA = (Wi, Wh) =3, W = (Wa, Wa) =2, |[W3]* = (W3, W) = 6.

Assim,
<(1> 27 0)7 WI)
V=(1,20) = —————W+
[V

1 1
p— 1 _— - -
Wi 2”2 2”3

<(1727O)7W2> <(17270)7W3>
WaE 2t e

Wi

2.1.5 Coeficientes de Fourier

Definicdo 2.5. Seja X um subconjunto ortogonal de um espago vetorial com produto interno V.
Paratodo V' € V chamamos de coeficientes de Fourier de VV em relacédo a X os escalares
<V’ U>\>

W, para Uy € X.

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



130 Espacos com Produto Interno

Exemplo 2.16. Seja L um namero real maior que zero. Seja V. = C%([—1,1],C) o espago vetorial
das fungdes continuas do intervalo [—1, 1] com valores complexos munido do produto interno

(f.9) = / Rl

Vamos calcular os coeficientes de Fourier da fungdo f(¢) = e' em relagdo ao conjunto ortonormal
€ = {e"™ = cosnnt +isennnt | n € Z}.

Os coeficientes de Fourier da fungdo f(¢) = ¢’ sdo dados por

<et71> — 1/1 etdtze_e_l

1L 2./ 2
t inmt 1 1
ehem) _ 1 / gy — / JESSS S SRy
||| |2 2J4 2/, 2 (1 —inn) 1
1 1 i (1 1(=1)"(e—e (1 + nmi)
- - - (1—inm) (1—inm) _ - ara 0
21— inm) (e ¢ )=3 1+ n2n? . paran 7

Exemplo 2.17. Existe uma relagdo entre os coeficientes de Fourier de uma fungdo f € C°[—L, L]
em relagdo ao conjunto

mt mt 27t 27t nmt nmt
7SOl T, COS —, SeI ——, ., COS o Sell ——, .. 3

B:{I,COSL 7 7 7

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



2.1  Produto Escalar e Norma 131
do Exemplo 2.9 na pagina 118 e os coeficientes de Fourier da fungdo f em relagédo ao conjunto
inmt nmt nmt
C={e L =cos— +isen— |ne’Z
{ : —Inez}
do Exemplo 2.11 na pagina 121.
<f7 6T> 1 cosnmt
Sejam ¢,, = —————= os coeficientes de f em relagdo a B, ay = \f, 2> a, = <f’—z
|le"2" |2 [11]] || cos nrt||
(f, sennmt) . . ) -
., = ———  0s coeficientes de Fourier de f em relagdo a C. No Exemplo 2.9 na pagina 118
||sen nt||?
vimos que

nmt

t
2= 2L, [Jeos™|[*=L e [jsen"|[*=L

e no Exemplo 2.11 na pagina 121 vimos que ||emT7TtH2 = 2L. Assim,

Co

(f,1)

[

<f76%> 1 )

w =37 (f,cosnmt + isennmt)

e L

~(f,cosnat) — i (f, sennt)

— —i— (f,se

57 (fscosnm igg (fisennm

1 <(f,cosn7rt> ,<f,senn7rt>) 1 ,
— — — 1 — = —(ay, —ib,), n#0
2 \ || cos 2|2 |[sen 2L |2 2

1

§(an—|—ibn):En, n > 0.

(2.5)

(2.6)

2.7)
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Assim, de (2.5) e (2.6) segue que
ap = co, a, =2R(c,) e b, =—-2%(¢c,), paran > 0. (2.8)

Ou seja, ag = ¢y, a, € igual a 2 vezes a parte real de ¢, e b, € igual a —2 vezes a parte imaginaria
de ¢, paran > 0.

Exemplo 2.18. Segue das relacdes (2.8) e do Exemplo 2.16 que os coeficientes de Fourier de f(t) =
e! € €°[—1, 1] em relagdo ao conjunto

{1, cos t, sen rt, cos 2t sen 27t . .., cos nwt,sennmwt, ...}

sao dados por

ap = (e 1)=co= %(e —e),

—1)"(e — ¢!
a, = <et,cosn7rt> =2R(c,) = ( 1)_{_(227; )
-1 n+l¢, _ ,—1
b, = <et,senn7rt> = —23(c,) = (1) 1£6n2W€2 ynm
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 473)

2.1.1. Sejam X = (1,1,-2) e Y = (a,—1,2). Para quais valores de a, X e Y s&o ortogonais em
relacdo ao produto interno usual de R3?

2.1.2. Sejam X = (1/v/2,0,1/v2) e Y = (a,1/Vv/2,—b). Para quais valores de a e b, 0 conjunto
{X,Y} é ortonormal em relagdo ao produto interno usual de R3?

2.1.3. Considere o conjunto
B={W;=(1,-1,1),Wy = (1,1,0), W53 = (—1,1,2)}.
(a) Mostre que o conjunto ‘B é ortogonal em relacdo ao produto interno usual de R3. Este

conjunto &€ uma base de R3? Por que?

(b) Determine um conjunto ortonormal de vetores C = {U;, Us, Us} formado por maltiplos
escalares dos vetores do conjunto B.

(c) Escreva o vetor V = (2,1,0) como combinacéo linear de W7, Wy e Wi.
(d) Escreva o vetor V = (z,, z) de R como combinag&o linear de Wy, Wy e W.

2.1.4. SejaV = €°[—1, 1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [—1, 1] em R com o produto
interno definido por

(f.9) = /1f(t)g(t)dt.

(@) Mostre que o conjunto {1,¢,% ... ¢", ...} ndo & ortogonal.

(b) Mostre que fi(t) = t e fy(t) = t* s@o ortogonais e verifique a validade do Teorema de
Pitagoras para fi(t) =t e fo(t) = t2
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(c) Calcule a projecdo de t> em t. Faca um esboco dos gréaficos de ¢° e projtt5 no mesmo
sistema de coordenadas.

(d) Escreva t> como uma soma de dois polindmios ortogonais p; (t) e p»(t) sendo p;(t) um
multiplo escalar de t.

(e) Determine o angulo § entre t e .

2.1.5. Considere o subconjunto B = {1,¢,t? — %} do espago V = C°[—1, 1] das fungdes continuas
do intervalo [—1, 1] em R.

(a) Mostre que o conjunto B & ortogonal em relagdo ao produto interno

(f,9) = /_1 f(t)g(t)dt.

Este conjunto € uma base do subespaco P, dos polindmios de grau menor ou igual a 2?
Por que?

(b) Determine um conjunto ortonormal de fungdes € = {qo, q1,¢2} formado por multiplos
escalares dos vetores do conjunto B.

(c) Escreva o polindmio 1 + t 4 t* como combinag&o linear dos elementos de B.

(d) Escreva o polinémio a + bt + ct?> como combinac&o linear dos elementos de B.

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do MATLAB®:
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2.1.6.

2.1.7.

>> syms t diz ao MATLAB® que a variavel t &€ uma variavel simbolica.

>> f=expr define uma funcdo através da expr que deve ser uma expressdo na variavel
simbodlica t definida anteriormente.

Comandos do pacote GAAL:

>> proj(g,f,a,b) calcula a projecdo de f(t) em g(t) com relacdo ao produto interno

b
(r9)= [ st
>> plotfproj(f,prj,a,b) desenha as fungdes f e prj(k), para k variando de 1 até o
tamanho do vetor prj, no intervalo [a,b].

Seja V = C°([-1, 1], C) com o produto interno

(f,9) = /_ 1 F(t)g(t)dt.

Seja C3 = {e™ | n =0, 1,2,3}. Calcule os coeficientes de Fourier da fungdo f(t) = e' — ae*,

_e— 1 ~
(v = 5==) emrelagdo a Cs.

Seja V = C°[—1, 1] com o produto interno

(f,9) = /_1 f(t)g(t)dt.
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2.1.8.

2.1.9.

2.1.10.

2.1.11.

2.1.12.

Seja B3 ={1, cos wrt, sen 7t cos 27t, sen 27t, cos 3wt sen 3wt }. Calcule os coeficientes de Fou-
rier da fungdo f(t) = e’ — ae®, (o = :Qjee__lg) em relagéo a B.

Exercicios Teoricos
Mostre que se (X, V) = (X, W) para todo vetor X, entdo V = .

Mostre que se V' é ortogonal a W1, ..., Wy, entdo V' é ortogonal a qualquer combinacao linear
der,...,Wk.
Mostre que o conjunto de todos os vetores de V (espago com produto interno) ortogonais a um

dado vetor V, {X € V| (X, V) = 0} & um subespaco de V.
Sejam V' e W vetores de um espaco com produto interno V. Prove as identidades polares:

@ (V,\W) = 1 ([[V+W][*— ||V —W]|?), se o conjunto de escalares & o conjunto dos
ndmeros reais.

() (V,\W) = 1 ([[V+WI2 = ||V =W|?+i]|V+iW|* —i||[V —iW|]?*), se o conjunto
de escalares é o conjunto dos nUmeros complexos.

(Sugestdo: desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
VW=V +WV+W)el|lV-W[2=(V-W,V-W)

Prove a lei do paralelogramo para vetores VV e W de um espaco com produto interno V:
IV + W+ [V = W[ =2 (VI + [[W]]*) .

(Sugestao: desenvolva o primeiro membro da igualdade acima observando que
V+W|PP=V+W,V+W)ellV-W|>=(V-W,V -W))

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



2.1 Produto Escalar e Norma 137

2.1.13. Seja {Uy,...,U,} uma base ortonormal de R". Se A = [U; ... U, | €éuma matrizn x n
cujas colunas séo os vetores Uy, . .., U,, entdo A & invertivel e A~! = A’. (Sugestdo: mostre
que A'A =1,)

2.1.14. (Identidade de Parseval) Seja X um subconjunto ortonormal de um espago com produto interno
V. Se V,W € [X], entéo existem vetores Uy, ..., U, € X tais que

n

(VW) = (VU3 (U, W)

(Sugestéao: use a Proposicao 2.7 na pagina 127.)
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V —projy V.., .

\x S i
14 V —projy V'
projy V' w - projy V w
L = -— | <

Figura 2.1: Projecao ortogonal do vetor V' sobre o vetor W/
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-1
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Figura 2.2: t* e a projecdo de ¢* em ¢, (proj,t®)(t) = 2t
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2.2 Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais

2.2.1 Bases Ortonormais

Seja V um espaco vetorial com produto interno. Dizemos que B é uma base ortogonal, se B é
uma base de V que é ortogonal. Dizemos que B & uma base ortonormal, se B € uma base de V
que é ortonormal.

Exemplo 2.19. A base candnica do R", que é formada pelos vetores £; = (1,0,...,0), By =
(0,1,0,...,0),..., B, = (0,...,0,1) &€ uma base ortonormal do R™ com relagdo ao produto interno
usual

(v, 0), (Wi, .y wy)) = vwy + ... + VW,

Vamos mostrar a seguir, que a partir de uma base qualquer de um espagco com vetorial com
produto interno podemos encontrar uma base ortonormal com a propriedade de que o primeiro vetor
da nova base seja um mdltiplo escalar do primeiro vetor da base antiga. Nas Figuras 2.4 e 2.5 vemos
como isto é possivel no caso em que o espaco & o R?. Antes precisamos de um resultado que & uma
generalizacdo da Proposicao 2.4 na pagina 123.

Proposicao 2.8. Sejam Wy, Ws, ..., W, vetores ortogonais ndo nulos de V, entdo para qualquer
vetor V, o vetor V' — projy, V' — ... — projy, V' & ortogonal a Wy, para k = 1,...,n.
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Figura 2.3: V' —projy, V —projy,, V' € ortogonal a W, e a W,
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Demonstracéo. Vamos calcular o produto interno de V' — projy,, V' — ... — projy, V' com W;, para
j=1,...,n, e verque da zero.

—~ — (V. W, vV, W;)
<V =D proiwV. Wj> = v - Y W) = () - Sl v w) —o,
k=1 k=1 J

pois (W, W;) =0, se j # k. O
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Teorema 2.9. Seja {V1,...,V,} uma base de um espaco com produto interno V. Entdo, existe uma
1

base {Uy,...,U,} de V que é ortonormal e tal que U; = (W) V.
1

Demonstracao. Usaremos o chamado processo de ortogonalizagcdo de Gram-Schmidt para cons-
truir uma base ortogonal. Depois “dividiremos” cada vetor da base encontrada pela sua norma, de
forma a obtermos vetores ortogonais de norma igual a um.

(a) Sejam
Wl = Vi )
Wy = Vi —projy, Va,
Wi = V3 —projy, Vs —projy,Vs,
W, = Vi—projy, Vo —projy, Vi ... — projy, _ Va.

Pela Proposicédo 2.4 na pagina 123, segue que W, é ortogonal a W, e W, # 0, pois V;
e V5 séo L.I. Assim, W, e W, formam uma base ortogonal do subespaco gerado por V) e

V5. Agora, supondo que W4, ...,W,,_1 seja uma base ortogonal do subespaco gerado por
Vi,...,V,,_1 segue da Proposicéo 2.8 que W,, € ortogonala W, ..., W,_;. W, # 0, pois caso
contrario, V,, pertenceria ao subespago [W1,..., W, 1] = [V4,...,V,_1]. Como W1y,... W,

sdo ortogonais nao nulos, pela Proposicdo 2.7 na pagina 127, eles sao L.l. e portanto formam
uma base do subespaco W.
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(b) Sejam, agora

1 1 1
U:<—)Wl, UQI(—>W2, ey Un:< )Wn
RN |[Wal| W]
Assim, {Uy, ..., U,} & uma base ortonormal para o subespaco W.

Exemplo 2.20. Seja V = R? com o produto interno usual
((v1,v2,v3), (w1, w2, ws)) = vViws + Vowy + V3ws.

Considere a base formada pelos vetores V; = (1,1,1), Vo = (0,0,1) e V3 = (1,0,0). Vamos
encontrar uma base ortonormal para V cujo primeiro vetor seja maltiplo escalar de V. Sejam

w, = \1=(,1,1)
1 12

1
) Wl = (0707 1) - g(la 17 1) = <_§7 _57 g

<‘/27W1>
[ ]2
Wi = V5 —projy, Vs — projy, Vs

1 ~1 1 12 1 1
= (1,0,0)—5(1,1,1)—i -

W, = Vz—pl"ijlezVQ—( )

23 33y Tl
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V3
N
Wo =
Wi =W ;
1£ 1 %pgrmlez
projy,Va eVl

Figura2.4: W, = Vi e Wy = Vo —projy, Va

Ws =
V3—projy, Vs
—Projuy,Vs

V3 |-

Wa
L T
proju,Va proju,Va
projyy, Va+projy, V3

Figura 2.5: W3 = V3 —projy, Vs —projy, V3
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Como ||W1|| = V3, [|[Wa|| = +/2/3, ||Ws|| = 1/+/2, temos que

| V3 V3 V3
= e O )

1 V6 V6 V6
U = e )

1 V2 V2
Us = WW *(77—770)-

Exemplo 2.21. Seja V = €°[0, 4] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [0,4] em R com o

produto interno definido por
4
() = | rgterar
0

Sabemos que {1, 1, 2 ... ,t"} & uma base de P,,, 0 espaco dos polindmios de grau menor ou igual a
n,paran =0,1,2,.... Para cada n, P, pode ser visto como um subespaco de V.

Vamos determinar uma base ortonormal para P,. Para isto vamos aplicar o processo de
ortogonalizagdo de Gram-Schmidt a base {1, ¢, #*}.

pO(t) - 17
. <t>p0> fO tpo dt
t) = t— (proj, t)(t)=1t— t) = t
pi(t) (proj,,t) (t) ||p0||2po() NI po(t)
4
tdt
= t—f04 P
J, dt 4
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<t27p0> (t) . <t2,p1>

palt) = ¢ = (projy,t’) (1) = (projy,#*) () = #* = T TR
2 f4 t*po(t)dt M
- fo po(t))?dt Fpa ™ fo p1(t))3dt n(f)
= 2 - fo 4t2dt _ f04t2<t — 2)dt (t—2)
Jo dt Jo (t—2)%dt
, 64/3 643 L
t _T_F/g(t_Q) =2 —16/3 — 4(t — 2)

= t*—4t+8/3=(t—2)2—4/3

Vamos calcular as normas dos polinémios encontrados
4 4
Il = (o) = | (u(e)at = [ at=a
04 04 4
Il = @bmwzl<mu»%v=é<r4mm:wuwa—zfo—

MW:=@MM=A@ﬂWﬁ=AW—W—MWﬁ
— (1/5)(t — 2)5‘?) —(8/9)(t — 2)3‘j + (16/9)75);1 — 956/45
Assim os polinémios

Q(t) = po(t) = %

[[pol|
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_ ! V3.,
Q1(t) - ||p1||p1<t> 4 (t 2)
1 35,

sdo tais que {qo(t) = 1/2,q1(t) = (V3/4)(t — 2), ¢2(t) = (3v/5/16)(t> — 4t + 8/3)} € uma base
ortonormal de P,.
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y y y
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 3 0 3 0 3
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 2 4 0 2 4 0 2 4
Figura 2.6: Polindmios ortonormais em relagdo ao produto interno (f, g) fo t)dt obtidos

aplicando-se o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos polindmios 1, ¢, t2
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2.2.2 Aplicacao: Polindmios de Legendre

Exemplo 2.22. Seja V = €°[—1, 1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [—1,1] em R com

o produto interno definido por
1
() = | sty
-1

Vamos aplicar o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt a base B,, = {1,¢,...,t"} do
subespaco das funcées polinomiais de grau menor ou igual a n, que podemos identificar com P,,.

po(t) = 1,
= t— (proj o) S tdt
pi(t) = t— (projyt) (t) =1t HpoHQPO(t) e ()
= t—f‘lftdtzt—ozt
J-,dt

p(t) = t*— (projpotz) (t) — (projp1t2) (t)

_ t2— <t2,p0> O(t) < 7p1> (t)

[pol[? T2
1 2 1 2
2p0 (1) dt t)dt
— 2 le pﬂ()z polt) — le p1()2 p(®)
ffl(p()(t)) dt ffl(p1<t)) dt
_ e Sl rdt f‘lltztdtt:ﬂ 23 ]
[La [N ed 2 3
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Se continuarmos desta forma né&o encontraremos uma formula para todo p,,(t). Vamos encontrar uma

tal formula de outra maneira. Para isso defina
dn 2
n(t) = —(t“ — 1), 2.9
Gat) = — (> = 1) 2.9)

(@) O conjunto {¢g, | n =0,1,...} é ortogonal. Com efeito, se m < n, entdo

m m m 1 m
(@n> Gm) = <qn, Zoakt’“> = (g, ) =) ozk/ o (t)thdt =) " a0 =0,
k=0 k=0 k=0 V-1 k=0

k

Wn
pois se, w,(t) = (t* — 1)", entéo T Se anulaemt = +1,parak =0,1,...,n— 1.
(b) Como dim(P,) = n + 1, entdo, pela Proposicdo 2.7 na pagina 127, qo, . . ., ¢, formam uma

base de P,,. Assim, se p € P,,_1, entdo

n—1 n—1
(s an) = <Z e qn> = g (g, qn) = 0. (2.10)
k=0 k=0

Como, também, py, ..., p, formam uma base ortogonal de P,,, entdo pela Proposicdo 2.7 na
pagina 127 temos que

Pk = .
2 el PP Tl

Ou seja, ¢, € um multiplo escalar de p,,. Comparando os coeficientes dos termos de grau n em
Pn € g, concluimos que

4 = i (@ns Pk <Qnapn>

n!

Pn = an-
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Portanto os polinbmios p,, que sdo obtidos aplicando-se o processo de ortogonalizacdo de Gram-

Schmidt aos polinémios {1,¢,¢2,...,t", ...} sdo dados por
n! d* N
pa(t) = mﬁ(t -1 (2.11)

Esta & conhecida como formula de Rodrigues.
k

d"wy,
Vamos, agora, calcular ||p,||. Seja w,(t) = (t* — 1)". Entdo % se anulaem t = +1, para

dtk
k=0,1,...,n — 1. Por isso, integrando-se por partes varias vezes temos que
1 gn n 1 1 2
d"w,, d"w (n!)
" "dt = (2n)! 1 —t*)"dt = (2n)! 1 —8)"(1+t)"dt = =21,
[ = oy [ 1= yar=on [ @-orra = 0

Usando este resultado e (2.11) obtemos

(D) = n! 2/1 d"w, d”wndt _(.n 2 (n)? g2l _ 2201 (plyd
e (2n)! ) J_; dtr dtn (2n)!) 2n+1 (2n + 1)[(2n)!)?

Assim,
V227 (n!)?
[pnll = /(Dns Pn) NeTESTET] (2.12)
Dividindo p,, por 2n)! , obtemos um polinbmio com norma mais favoravel
n)!
(2n)! 1 da "
Pu(t) = an( ) = an!%(ﬂ -1 (2.13)
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2
P,|| = . 2.14
1Pl = 5 (2.1

Os polinémios P, paran = 0,1, 2, ... sdo chamados polindbmios de Legendre e aparecem também
no estudo de certas equacgdes diferenciais.

gue possui norma dada por

po(t) =1 Po(t) =1

po(t) =° — 2 Bty =221

ps(t) =17 — 2t Py(t) =212 — 3t

pa(t) =t" -2+ 2 P(t)=2t"— 22+ 3

ps(t) =t — 23+ >t Pi(t) = 2,° =288 + 2t

pe(t) =t° — Dt + P — o [ Be(f) = 25 =32 + B2 — 2

2.2.3 Complemento Ortogonal

Se V' & um vetor ndo nulo de R?, o conjunto dos vetores que s&o ortogonais a V, € um plano
que passa pela origem e tem VV como vetor normal. Neste caso dizemos que o plano é o subespaco
ortogonal a {V'}.

Definicdo 2.6. Seja & um subconjunto ndo vazio de um espago com produto interno V. O comple-
mento ortogonal de $, denotado por $*, & o conjunto de todos os vetores de V que sdo ortogonais
a todo vetor de S. Ou seja,

§t={X V| (X,Y)=0paratodo Y € §}.
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1 y 1 y 1 y
05 05 0.5
0 % 0 X 0 X
-05 -05 -05
-1 -1 -1
Z1 0 1 Z1 0 1 21 0 1
1 y 1 y 1 y
05 05 0.5
0 X 0 X 0 X
-05 -05 -05
-1 -1 -1
Z1 0 1 Z1 0 1 Z1 0 1

Figura 2.7: Polindmios de Legendre P, (t), paran =1,...,6
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O conjunto 8+ & um subespaco, mesmo quando $ néo o é.

Proposicado 2.10. Seja & um subconjunto ndo vazio de um espaco vetorial com produto interno.
Ent&o, o conjunto 8+ & um subespaco.

Demonstracdo. Vamos verificar as propriedades (0) e (0") do Teorema 1.3 na pagina 15.
(0) Sejam X e X, vetores de $*. Entao,

(X14+X2,Y) =(X1,Y)+ (X2,Y)=0+0=0, paratodoY € 8.
(0") Seja X € 8+ e a um escalar. Entéo,

(X, Y)=a(X,Y)=a0=0, paratodoY € 8.

Exemplo 2.23. Se § = {0} C V, entdo 8+ = V. Se § =V, entdo 8+ = {0}.

Exemplo 2.24. Seja 8 = {V} C R*,emque V = (ai,...,a,) # 0. Entdo, (V, X) = ayz1 + ... +
a, T, € assim
St ={X = (21,...,2,) ER" | @121 + ... + apz, = 0},

gue & um hiperplano que passa pela origem.
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Exemplo 2.25. Seja 8§ = {Vi,...,V,,} CR™ onde Vi = (a1, ..., a10), -, Vi = (@1, - - -, Qi)
Entdo o complementar ortogonal de S & o espago solugéo do sistema linear homogéneo

St ={XcR"|AX =0}, onde A= (@i )mscn.-

Se § = W & um subespaco de dimenséo finita, aléem de W+ ser um subespaco, & valido o seguinte
resultado.

Proposicao 2.11. Sejam W um subespaco de dimensao finita de um espaco vetorial com produto
interno V e W+ o seu complemento ortogonal. Ent&o:

V=WoW: e (WHt=wW

Demonstracdo. Vamos, em primeiro lugar, mostrar que V = W@ W+, Para isso, vamos mostrar que
todo vetor de V se escreve como soma de um elemento de W com um de W+ e que WN'W+ = {0}.

Seja Wy, ..., W, uma base ortogonal de W. Seja VV um vetor qualquer de V.
Defina W = projy, V + ...+ projy, V. Pela Proposicéo 2.8 na pagina 140, ovetor U = V — W
é ortogonal a Wy, para k = 1,...,n. Logo, U é ortogonal a todo vetor de W e portanto U € W+,

Assim,V =W +U,comW € We U € W,
Além disso, se V € W N W+, entdo (V, V) = ||[V]|*> = 0. Portanto V =0 e W N W+ = {0}.
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Vamos mostrar, agora, que (W+)+ = W. Todo elemento de W claramente pertence a (W-)+.
Assim, W C (W)L, Falta mostrar que (W+)+ C W. Seja V' € (W)L, Entdo, V = W + U, onde
WeWeU e W, Assim,

0=(V,U)=(W+UU)=(W,U)+(U,U) =(U,U) = ||U]|*
Conseqiientemente, U = 0. Assim, V € W e (W+)+ C W. Portanto, (W+)1 = W. O
Seja W um subespaco de dimensao finita de um espaco vetorial com produto interno V. Dado um
vetor V' € V, em virtude da Proposicao 2.11 existe uma Unica decomposicao
V=Vi+V, comVicWel,c W

O vetor V; é chamado projecao ortogonal de V' no subespaco W e é denotado por projy V', ou
seja,

projwV = Vi.
Se {Wy,...,W,} € uma base ortogonal de W, entdo decorre da demonstracéo da Proposicéo
2.11 que
projwV = projy, V + ... + projy, V|,
ou
. (V. W) (V. W)
projywV = 1+t n |
[ ]2 [[Wal[?

(V, ") (V. W)

Lembramos que
(WAl [[Wall?

(Wh,..., W),

sao os coeficientes de Fourier de V' em relagdo ao conjunto
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_ _ Figura 2.9: Decomposicao de um ponto X =
Figura 2.8: Complementos ortogonais Y+ Z comY e W.Z € Wt

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



2.2 Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais 159

Exemplo 2.26. Seja V = €°[0, 4] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [0,4] em R com o

produto interno definido por
4
— [ gt
0

Vamos calcular as projecdes da funcédo f(t) = V't € V nos subespagos Py, P; e P,, dos polindmios
de grau menor ou igual 0, 1 e 2, respectivamente. Do Exemplo 2.21 na pagina 146 temos que {qo(t) =
1/2} é base ortonormal de Py, {qo(t) = 1/2,q1(t) = (v/3/4)(t — 2)} & base ortogonal de P; e
{qo(t) = 1/2,q1(t) = (V/3/4)(t — 2),q2(t) = (3v/5/16)(t> — 4t + 8/3)} é base ortogonal de Ps.
Vamos calcular as proje¢des de v/t nos polindmios qo, g1 € ¢s.

<projq0\/Z) (t) = <|\’;ﬁ§> (/ Vo (t) dt) q(t) = (1/4) / Vidt = 1/6)% o4
<projq1\/£) (1) = <|\|/q_ﬁ;> </ Vig(t) dt) ai(t) = (3/16) (/0 (t—z)\/Edt> (t—2)
— (3/16) ((2/5)t3 _o2/3)t3 2) (t—2):(3/16)(32/15)(t—2):%(t—2)
(proi,, Vi) (1) = %ﬁ? </ Vigs (1) d) »(¢)
= 45/256( — 4t +8/3)dt | (t* — 4t + 8/3)

7

= (45/256) (2/7 :

N)

— 4(2/5)t 1 S (8/3)(2/3)t ts

4) (t* — 4t +8/3)

= (45/256) (2°/7 —2°/5+27/9) (t* — 4t +8/3) = —ﬁ (t* — 4t + 8/3)
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Assim as projecdes nos subespacos Py, P, e P, sdo dadas por

. _ 4
(proj, VE) () = (proj,, V) (t) =
_ 4 2 2 8
(pfOJcPl \/%) t) = (PFOJqO ) (pl"Q]q1 > =3t53 (t—2)= AT
(projcpz \/5) (t) = (prOJqO ) <pr0Jq1 ) + (projq2 \/¥> (t)
4 2 1 24 12
= 4 (t—2)— — (P —4t+8/3) = ——t> 4+ —t+ —.
3t5=2) 14< T8 =t gt g
t [ 2+ 2L M 2T
1.5000 | 1.1333 1.2107 1.2247
2.0000 | 1.3333 1.4286 1.4142
2.5000 | 1.5333 1.6107 15811
3.0000 | 1.7333 1.7571 1.7321
3.5000 | 1.9333 1.8679 1.8708

Exemplo 2.27. Seja V = €°[—1, 1] o conjunto das fun¢des continuas do intervalo [—1, 1] em R com

o produto interno definido por
1
(o) = | oo
-1

Para cadan > 0, seja W,, o subespaco gerado (conjunto das combinacgdes lineares) pelas funcdes

1,cos7t,senrt, ..., cosnnt,sennnt.

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



2.2 Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais 161
2 Vi 2 Vi 2 y
15 15 15 /
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 >< 0 0 2
-0.5 -0.5 -0.5
0 2 4 0 2 0 2 4

Figura 2.10: Projecdes da funcéo f(t) = v/t nos subespacos P,, dos polindmios de grau menor ou

igual an, paran = 0,1, 2.
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Vamos calcular a proje¢éo da funcdo f(t) = e’ no subespago W,,. Ja mostramos no Exemplo 2.9 na

pagina 118 que B = {1, cos nt,sennt,...,cosnnt,sennnt, ..., } € um conjunto ortogonal. Assim,
t t t
. (', 1)  (e', cosmt) (e, sen7t)
t) = t4+ —m t4+ ...
(prOane ) (t) THE Tcos 7t][2 cos it + sen ]2 sen 7t +
(€', cosnrt) (€', sennmt)
—————— cosnwt + ————-sennmnt.
|| cos nrt||? ||sen nt||?
Assim,
(projy, €') (t) = ao + Z ay, cos kmt + Z by sen kt,
k=1 k=1
Emque ag,a,...,a, €bi,...,b, sdo os coeficientes de Fourier de ¢! em relagéo ao conjunto B, que
ja calculamos no Exemplo 2.18 na pagina 132.
o <€t7 1> _ _ 1 -1
= qE 0T
t Lkt -1 k e |
" (e’ cos 7r>:2%(0k):( V(e —et)
|| cos kmt||? 1+ k22
k -1
b — (€', sen krt) _ 9%(ey) = (=) (e —e Vkr
||sen kmt||? 1+ k2m?

Exemplo 2.28. Seja V = €°[—1, 1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [—1,1] em R com
o produto interno definido por

(f,9) = /_1 f(t)g(t)dt.
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0 X 0 X 0 X
-1 -1 -1

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
3 y 3 y 3 y

S )
1 1 1 A
/// /// //
0 X 0 X 0 X
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Figura 2.11: Projecdes da fungdo f(t) = €' nos subespagos W, das combinagdes lineares das
funcdes 1, cos t,sent, ..., cosnnt,sennnt, paran = 0,...,9.
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Seja P,, o espaco dos polinémios de grau menor ou igual an, paran = 0, 1,2, .... Vamos calcular a
projecdo da fungéo f(t) = e’ € V em relagéo ao subespaco P,,. Para isso precisamos de uma base
ortogonal de P,,. Ja mostramos no Exemplo 2.22 na pagina 150 que os polindmios de Legendre P,
formam uma tal base. Assim,

projy, f = projp, f + ... +projp f = <|]J;’j|)(|]2> Po+...+ <|{1sz2> P,.
De (2.13) e (2.14) na pagina 153 temos que
10 = 2n2+ 1
(P = 2n1n! /_ 11 o d‘fﬂ (12— 1)ndt = ;173!" /_ 11 e (12 — 1)t
_ % n (Z) (1) _11 12k etdt

D" § (n> e 2k ok |t
- 5 (1) (S ap (B s
217 p k = J

= (;iflnifj( 1)+ Z) (Qf)ﬂ (e — (~1)e ™)
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S [(ES ) (ESr ()]

em que

k=0 j=1 J
n 2k
n\ (2k
by = —1)* |
= 2 ()
k=0 j=1
Assim a proje¢éo da fungdo f(t) = €' no subespago P,, é dada por
. & , " (¢!, P,
(brojs, ) (1) = 3 (prodi, ) () = D S0 Pl
m=0 m=0 m
~ (=1)"(2m+1) -
- Z om—1Tp (ame — bpe I)Pm@)
m=0 )

2.2.4 Distancia de um Ponto a um Subespaco

No R? a distancia de um ponto P, a um plano 7 : ax + by + cz + d = 0, & definida como a menor
distancia entre P, e um ponto P do plano. Escrevemos:

dist(Py, ) = min ||Po — P|.
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Figura 2.12: Projecdes da fungdo f(t) = €' nos subespagos P,, dos polinémios de grau menor ou
igual an, paran = 0,1, 2.
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Esta distancia é atingida para um ponto () tal que P, — () é perpendicular ao plano. Assim,
dist(Py, m) = min ||Py — P|| = || Py — Q|
Pern

onde () € 7 é tal que Py, — () é€ perpendicular 7.
A mesma coisa ocorre com subespacos de dimenséao finita de um espaco vetorial com produto
interno V. Sejam W um subespaco de V e VV € V. Definimos a distancia de V.a W como

dist(V, W) = )rpi&]HV — X
S

Teorema 2.12. Seja V um espago vetorial com produto interno. Seja W um subespaco de dimenséao
finitade V. Paracada V € V

dﬂ@ﬂnggﬂV—ﬂFﬂW—mmWNZVNWP—WmMWP

Demonstracdo. Pela Proposicdo 2.11, V = W @ W+. Seja V € V fixo. Entdo, existe uma (nica
decomposicao de IV como
V=W+U,

onde W = projywV € We U =V —projywV € WL, Seja X um vetor qualquer de W. Pelo Teorema
de Pitagoras (Proposicao 2.5 na pagina 124) temos que

IV = X[* = I(V = W) + (W = X)|I* = [V = WI|]* + || — X|?, (2.15)
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Figura 2.13: Ponto em um subespaco W mais Figura 2.14: Distancia de VV a um ponto X qual-
proximo do ponto V' quer do subespago W
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poisV —W =UcW-eW - X cW.
Variando X em W, vemos de (2.15) que o minimo de ||V — X||? ocorre somente para X = W/,
ja que ||[W — V|| permanece fixo em (2.15) quando variamos X em W. Portanto,

T T TR s
min [V — X[| = [[V = projyV[| = V/[[V[]> = [[projw V[

A (ltima igualdade segue novamente do Teorema de Pitagoras (Proposicao 2.5 na pagina 124). [

Exemplo 2.29. Seja V = €°[0, 4] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [0, 4] em R com o
produto interno definido por

(f.9) = /0 f()g(t)dt.

Vamos calcular a distancia da funcéo f(t) = V't € V aos subespacos Py, P; e P, dos polindmios
de grau menor ou igual 0, 1 e 2, respectivamente.

dist(f,Pn) = min [[f — g[| = [|f — projs, f| = \/HfH2 — [Iprojy, f1I>-

\|ﬂ||2:<ﬂ,ﬂ>:/04tdt:8

Vimos no Exemplo 2.26 na pagina 159 que

_ 4
(projs, Vi) (1) = 3
2 8
i t) ) = St+—
(projs, Vi) () = Zt+—
1, 24 12 1 24, 696
i t)t — Pt = (= )2 22
(proj%\[ (®) 7 BT T (( 5) 25)

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



170 Espagos com Produto Interno

Vamos calcular o quadrado das normas das projecoes

16 64
|Iprojg, VE||* = dt
Fo 9 J, 9
179 8\?2 1722
i VE||2 = t dt =
Iorois, Vil = [ (Beeit) =
1 [ 24 696 9792
i VIR = — t— 2 ) g = 2
[Iprojs, v/t 142 J, (< 5) 25) 1225

Assim as distancias de v/t aos subespacos Py, P; e P, sdo dadas por

. ] 64 242
Aist(Vi.P0) = \/IVAIR — [prod, Vil = (5 - & = 222,

| 1722 2xﬁ§
dist(VE,P1) = \/H\/W|2—'HPTOJ?1VFH2’_ T T
9792 22

. o 2 _ i 2 —
dist(Vt, Py) = \/W%II [Iprojs, V|| \/ng 35

Exemplo 2.30. Seja f(t) = e! € €°[—1,1]. Para cada n > 0, seja

W,, = [1,cosnt,sent, ..., cosnnrt,sennmt|.

Algebra Linear e Aplicacdes
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Figura 2.15: Distancia de f(t) = V't aos subespacos dos polindmios de grau menor ou igual a
0,1,2,3.

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



172 Espagos com Produto Interno

Vamos calcular dist(f,W,). J& mostramos no Exemplo 2.9 na pagina 118 que B =

{1,cost,sent,..., cosnt,sennt,...,} &um conjunto ortogonal.
(dist(f,W,)* = [IfII* = lIproji fII* = > (I1Pr0icos kme f1I* + |[Projsen ine f11°)
k=0
— ||f||2 <f7 1>2 i(<f,COSk?7Tt>2 + <f,SeIlk’7Tt>2)
B [|11]]2 — || cos kmt||? ||sen krt||?
= |IfIP = 2a5 = > _(af +b}),
k=0
em que ay, ..., a,,by,...,b, sdo os coeficiente de Fourier de f em relagdo ao conjunto B, que ja
calculamos no Exemplo 2.18 na pagina 132:
1
ay = o= é(e —e),
(=D)™e—e™)
an = 2R(cn) = 1+ n2r2
—1 n+1 _ 1
by = —29(c,) = T lem e Jnm
1 4+ n?n?
Como
) 1 o 62 - 872
1A =ty = [ e = S
-1
entéo
e2—e? 1 " le—e )2 ErPe—e1)?
dist(f, W,))* = ——— —=(e—e ')’ =
(dist(f, ) 5 2<€ e) Z (1 + k272)? + (1 + k272)2

k=1
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e? —e? w1 1
IR Gt E R D wer

k=1

Exemplo 2.31. Seja f(t) = ¢! € €°[—1, 1]. Seja P,, 0 espago dos polindmios de grau menor ou igual
an,paran = 0,1,2,.... Vamos calcular dist(f, P,). Para isso precisamos de uma base ortogonal
para P,. Ja mostramos no Exemplo 2.22 na pagina 150 que os polinémios de Legendre F, ..., P,
formam uma tal base. Assim,

<mmmwﬂW—ZmeWﬂW—ZCﬁW)
m=0 "

m=0

De (2.14) na pagina 153 temos que
2

2m+1

1P| [* =

No Exemplo 2.28 na pagina 162 mostramos que

<f7Pm>:

em que
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Figura 2.16: Distancia de t) = . o
tlgu I I f(®) Figura 2.17: Distancia de f(t) = e’ ao
e ao  subespaco gerado  por

1/\/5, cosmt,sent,...,cosnmt,sen nmt subespago P,
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Como . , ,
AR = ) = [ ear =5
_1 2
Entao,
, ez —e? " 2m+1
(dist(f, 'J)n))Q =5 230 2§ml—(m!))2(ame

2.2.5 Aplicacao: Séries de Fourier

Convergéncia

—be”

1)2

Definicdo 2.7. Uma sequéncia de vetores { f,,} = {fo, f1, f2, - - fms
fungdes com produto interno V converge para um vetor f de V se

im ||~ fl] =0.

Neste caso escrevemos lim f,, = f.
m—0o0

...} de um espago vetorial de

Proposicéo 2.13. Se uma seqiiéncia de vetores { f,, } de um espaco vetorial de fungdes com produto

interno V converge para um vetor f de V, entdo este vetor & Unico.
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Demonstracdo. Vamos supor que lim f,, = f e lim f,, = g, entdo pela desigualdade triangular
m—0o0 m—0o0
temos que

Lf = gll < IIf = full + llg = fmll-

Passando ao limite obtemos que ||/ — g|| = 0 o que implica que f = g. O

Proposicéo 2.14. Se uma sequéncia de vetores { f,, } de um espaco vetorial de funcdes com produto
interno V converge para um vetor f de V, entdo para todo vetor g de V a seqiiéncia de nimeros reais
{(fm, g)} converge para (f, g). Ou seja, se lim f,, = f, entdo

m—0o0

Jim (g} = Jim fg).

Demonstracao. Seja f = lim f,,. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

| (fms9) = (L9 [ = [ o = 90 [ < A1 = Flll]g]]-

Passando ao limite obtemos que lim | (f,,,9) — (f,g)| = 0. O que implicaque lim = (f,g). O
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[e.9]

Definicao 2.8. Uma série de vetores Z fm de um espaco vetorial de fungdes com produto interno

m=0
V converge para um vetor f de V se o limite da sequiéncia das somas parciais converge para f, ou
seja,

n=0

O seguinte resultado € uma conseqiiéncia imediata da Proposicao 2.13.

[e.9]

Corolario 2.15. Se uma série de vetores Z fm de um espaco vetorial de fungdes com produto

m=0

interno V converge para um vetor f de V, entdo, para todo vetor g de V,

i <fm>g> = <i fm>g> .

m=0

O proximo resultado € uma generalizagdo da Proposicao 2.7 na pagina 127.
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Proposicado 2.16. Seja V um espaco vetorial de funcbes com produto interno. Seja
{90, 91,92, -, Gn, ..} um subconjunto de V de vetores ortogonais néo nulos. Se f = Z CmGms
m=0
entao
Cr = <f,gm2>’ param =0,1,2,...
gl
Demonstracao. Seja f = Z ¢mJm- Fazendo o produto escalar de f com g, paran = 0,1,2.. .,
m=0

obtemos que

<f7 gn> == <Z Cmgmagn> - ZCm <gmagn> = CannH27
m=0 m=0

pois como os vetores g,,, Sdo ortogonais (g, g,) = 0, se m # n. Assim,

Cp = /. 9n) paran =0,1,2...

" llgall?

Séries de Fourier

Exemplo 2.32. Seja L um nimero real maior que zero. Seja V = €°[0, L] o conjunto das fungdes
continuas do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

(fig9)= /0 f(t)g(t)dt.
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Ja mostramos no Exemplo 2.10 na pagina 120 que o conjunto

mt 27t nmt
{1,cosf,cosf, e COS T 3

é ortogonal. Também calculamos as normas dos seus elementos.

(1,1) /OLdt:L

t t b t L (T L [T
cos , COS L / cos? gt = = / cos® nsds = —/ [1 4 cos2ns|ds = L/2
L L ; L ; or J,

™

Assim, pela Proposicéo 2.16, para toda funcéo f € C° [0, L] que possa ser escrita como a série
ao > mmt
t = = m 7
f(t) 5 + mEZI A €08 —

teremos que os coeficientes da série serao dados por

(fscos =t)

2 [F mmt
Qm = — t)cos —dt, param =0,1,2,...
[eos Z [ L)) s o

Exemplo 2.33. Seja L um nimero real maior que zero. Seja V = €°[0, L] o conjunto das fungdes
continuas do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

(fig9)= /0 f(t)g(t)dt.
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Ja mostramos no Exemplo 2.10 na pagina 120 que o conjunto

Tt 27t nmt

{senf sen ——, ...,senT,...}

€ ortogonal. Também calculamos as normas dos seus elementos.

t t L t L (7 L [T
sen ﬂ, sen 20\ — / sen? "0 gt = / sen’nsds = — / [1 — cos2nslds = L/2
L L 0 L T Jo 27 Jo

Assim, pela Proposicéo 2.16, para toda funcéo f € €° [0, L] que possa ser escrita como a série

Z b,sen m_mf

teremos que os coeficientes da série serao dados por

<f geq Mot m7rt

bm mm”z— /f seant param = 1,2,.

||sen

Exemplo 2.34. Seja L um nimero real maior que zero. SejaV = G'PO[—L, L] o conjunto das fungdes
seccionalmente continuas ou continuas por partes que sao funcdes que sao continuas nos pontos
de [—L, L] excetuando possivelmente em um ndmero finito de pontos nos quais os limites laterais
existem. Além disso duas fungdes do conjunto sdo consideradas iguais se elas coincidem em todos
0s pontos onde ambas sdo continuas. Vamos considerar V = GTPO[—L, L] com o produto interno

definido por ;
(f.g) = /_L f(t)g(t)dt.
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181
Ja mostramos no Exemplo 2.9 na pagina 118 que o conjunto
(1 mt mt 2t 2rt nmt nmt )
COS —,sen —,coS ——,sen ——, ..., CoS ——,sen ——, . ..
Y L ) L Y L Y L ) ) L ) L Y
€ ortogonal. Também calculamos as normas dos seus elementos.
L
11y = / dt = 21
-L
nmt nmt L nmt L [7 L [T
cos i, cos =) = cos? gt = = cos® nsds = — [1 4 cos2nslds = L
L L _I L T ) . 2 ) .
t t L t L [T L [T
sen ﬂ, sen 0 = / sen? 1t = / sen’nsds = — / [1 —cos2nslds = L
L L _I L s 2 J_.

Assim, pela Proposicao 2.16, para toda fungéo f € 60[—L, L] que possa ser escrita como a série

ag > mmt > mmt
= E +TnZ:1amCOST +TnZ:1bmSGDT,

teremos que os coeficientes da série serao dados por

COS mmt 1 L
Ay, = mos’w = — f(t) COS mT’]rdt, param:O,l,Q,...
sen 22t t
b <||f mm||2 = / f(t) nmdt param =1,2,...
Sen

(2.16)

(2.17)
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182 Espagos com Produto Interno

As séries dadas no Exemplo 2.34 sdo chamadas de séries de Fourier, as do Exemplo 2.32
de séries de Fourier de cossenos e as do Exemplo 2.33 de séries de Fourier de senos. Elas
aparecem no estudo de certas equacdes diferenciais.

Observe que as somas parciais da série de Fourier de uma fungdo f séo proje¢des da fungdo f
no subespaco

W,, = [1,cosnt,sennt, ..., cosnrt,sennmt],
ou seja,
ao u .
5 + mZZIam cos + Z bmsen —— = (projw, f) ().
Na Proposicao 2.16 na pagina 178 fizemos a suposicdo de que a série Z cmJm CONvergia para
m=0

a fungcdo f. Vamos considerar o problema inverso. Dada uma fungdo [ € GiPO[—L,L] podemos
calcular os coeficientes a,, e b, usando (2.16) e (2.17) e nos perguntar se a série obtida converge ou
nao. O teorema seguinte, cuja demonstracdo pode ser encontrada por exemplo em [14], afirma que
para toda fungdo f € CP[—L, L] a série de Fourier de f converge.

Teorema 2.17. Seja L um nGamero real maior que zero. Para toda fungdo f pertencente ao espaco
das fungbes continuas por partes, GiPO[—L, L], a série de Fourier de f

%—Fgamcos——i-mesen
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em que

L
t
/ f(t) cos %dt param =0,1,2,...

1
Am = —
L),

L
t
b = /f(t)senm%dt, param=1,2,...

1
L),

1

converge para f nanorma || f|| = (f_LL(f(t))zdt>

Se uma funcdo f € CP°[—L, L] & par, isto &, f(—t) = f(t), paratodo t € [—L, L], e pode ser

escrita como a série
oo o0
ag mmnt mmt
=3+ E amcosT+ E bmsenT,
m=1 m=1

entdo os coeficientes obtidos no Exemplo 2.34 sdo dados por:

t L t
/f cosm—ﬂdt /f(t)cosmdet, param =0,1,2,...
0

Ay =
by, = f/_Lﬂt)Sen%dt:O param =1,2,...

ou seja, os coeficientes b,,, sdo iguais a zero e 0s a,,, Sao iguais aos dados no Exemplo 2.32.
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Analogamente, se uma funcdo f € CP°[—L, L] é impar, isto &, f(—t) = f(t), para todo t €
[—L, L], e pode ser escrita como a série

a > mmt > mmt
_ 0 - —
= 2+Zamcos 7 —i—mesen 7
m=1 m=1
entdo os coeficientes obtidos no Exemplo 2.34 sdo dados por:

I t
Ay = —/ f(t)cosm%dt:O param =0,1,2,...

t L t
by = /f senmidt /f(t)seanﬂdt, param = 1,2, ...
0

ou seja, os coeficientes a,,, sdo iguais a zero e os b,,, sdo iguais aos dados no Exemplo 2.33.

Para as fungdes f que sdo continuas por partes em [0, L] podemos prolonga-las de forma que
elas se tornem par ou impar no intervalo [—L, L] (verifique!). Assim, segue da observacdo que
fizemos anteriormente, que as séries de Fourier de cossenos e de senos de f sdo séries de Fourier
dos prolongamentos par e impar de f, respectivamente. Este raciocinio estende o resultado anterior
para séries de Fourier de senos e de cossenos.

Corolario 2.18. Seja L um nimero real maior que zero. Para toda fungdo f pertencente ao espago
das funcdes continuas por partes, ePp° [0, L], as séries de Fourier de cossenos de f

mﬂt
—|— Z Q,y, COS ——
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e de Fourier de senos de f
mmf
E b,sen ——

em que
2 [E t
Apy = z/o f(t)cos—m; dt param=20,1,2,...
2 [E t
b, = E/o f(t)seanﬂdt, param =1,2,...

1

convergem para f nanorma || f|| = (fOL(f(t))th> g

Exemplo 2.35. Seja L um nGamero real maior que zero. Considere a fungao f(fg) : [0, L] — R dada
por
1, secL <t<dL,

0y _ i i < <
foa () { 0. caso contrario, para c e d fixos satisfazendo 0 < ¢ < d < 1.

s . 0 s
Vamos calcular as séries de Fourier de senos e de cossenos de fc(d). Para a série de cossenos temos

que
2 dL 2 dL

o = 2 f(t)dt:—/ dt = 2(d — ¢),
L cL

9 [db mrt ) /dL mmt 2 mrd

Ay = = f( )COS Tdt L . COS Tdt %SGDS mﬂ_c, param = 1, 2, .

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



186 Espacos com Produto Interno

y y y
1 1 1 JANVA
0.5 0.5 0.5
0 % 0 % 0 \V/ 4
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
y y y
1 NN . PPN 1 NN
0.5 0.5 0.5
0 \Vj VARt 0 Y VA 0 Y AS
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.18: A funcdo f : [0,1] — R definida por f(t) = 1, se t € [1/4,3/4]

e f(t) = 0, caso
contrario e as somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran = 0,2,6, 1

0,14, 18
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N

A

0.5 0.5
0 0 X
0 0.5 05
y
1 AN 1
0.5 0.5
0 0 VA
0 0.5 0.5

0.5

0.5 1
JANANA
\VARV/
VX
0.5 1

Figura 2.19: A funcdo f : [0,1] — R definida por f(t) = 1, se t € [1/4,3/4] e f(t) = 0, caso
contrario e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran =1,...,6
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15( 15( 15 vy
1 1 1 AN A
0.5 0.5 0.5
0 X 0 X 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
15( y 15( 15 vy
NITA A B VNN, W B 1S A
05 0.5 05
0 X 0 X 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.20: A funcdo f(¢) = 1 em [0, 1] e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, para
n=1,3,57911
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Assim a série de Fourier de cossenos de f é

(0) mmt ~(d— E 2. senmmd — senmmc mmt
fed +Zamcos— (d—c)+ WZ - cO8 ——.

m=1

s . ~ . 0
Observe que a série de Fourier de cossenos da funcdo constante igual a 1, fél), tem somente o
primeiro termo diferente de zero que é igual a 1.
Para a série de senos temos que param = 1,2, .. .,

2 [ t 2 (% t 2 mmd
by = — f(t)sen %dt 7 /CL sen %dt ———coss|

cL

Assim, a série de Fourier de senos de fc(g) é dada por

o0
mrt 2 cosmme — cosmmd mt
g bnsen —— = — E sen

m L

~ . 0 , . ~ . .
Observe que para a funcao constante igual a 1, fél) os termos de indice par sao iguais a zero e neste
;. 0) -
caso a série de senos de fél) € dada por

1 (2m — 1)t

(0)
t) = —
Jo1 (t) T 2m—1sen I

Exemplo 2.36. Considere a funcdo fﬁ;) : [0, L] — R dada por

<t <
f(l)(t) { t, secL<t<dl, para c e d fixos satisfazendo 0 < ¢ < d < 1.

cd 0, caso contrario,
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y Y/ y

0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 0.6

0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2
0 X 0 X 0 X

-0.2 -0.2 -0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.21: A funcdo f(t) = t em [0, 1] e somas parciais da série de Fourier de cossenos para
n=20,1,3
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o . 1 .
Vamos calcular as séries de Fourier de senos e de cossenos de fc(d). Para a série de cossenos temos
que

) dL 9 dL
a = — ft)dt = —/ tdt = L(d*> — )

L
am = 7 . f(t)cos%dt:Z/L tcos%dt:m/ s cos sds
2L mrd
= (ssen s+ cos s) .
Assim a série de Fourier de cossenos de f &
mmd
o0 2 _ 2 >~ (ssens+ coss)
1) ag mnt  L(d* —¢*) 2L e MUTE
t = — m = e
fod (1) 5 +mZ:1a cos — 5 +— mZ:1 — cos —

Observe que para a funcdo fc(;)(t) =t paral <t <1, fép, os termos de indice par s&o iguais a
zero e neste caso a série de cossenos de féi) é dada por
W, L AL & 1 (2m — 1)mt

fOl (t)_g_ﬁZ(Qm—l)ZCOS L 3

m=1

Para a série de senos temos que param = 1,2, .. .,

) dL t 2 dL t 2L mmd
by, = — f(t)sen Mg = 2 / tsen L gt = / ssen sds
L c

L/, L L J. L m2n? ), e
2L mmd

= —5 5 (—scoss+sens)
meTm mme

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



192

Espagos com Produto Interno

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

Figura 2.22: A funcdo f(t) =t em [0, 1] e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, para

n=1,...,6

0.8
0.6
0.4
0.2

0.5

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

0.5

0.5

-0.2

0.5

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

Y
0 0.5
Y]
0 0.5
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Assim, a série de Fourier de senos de fécll) é dada por

mrd
% o (—scoss+sens)
1)/ mmt 2L ( e mmt
Lo (&) = mZ:lbmsen T == mZ:l — sen—
Observe que para a fungdo f(t) =t, para0 <t < 1, féi), temos que
2L —1)mti2r
by, = — (—cosmm) = =1)mr2L
mm mm
e neste caso a série de cossenos de féi) é dada por
P Z b sep 2L i 1)mtt o Tt
mSen —— = — n
01 - I

m=1

Com os coeficientes das fungdes destes dois exemplos podemos determinar as séries de Fou-
rier de varias fungdes que sdo combinacdes lineares delas. Isto por que os coeficientes das séries
dependem linearmente das fungdes, ou seja,

am(af + 09) = aan(f) + Pan(g) e am(af+Bg) = aan(f) + Bam(g).

Por exemplo, a fungcéo

(1) = t, se0<t<L/2
| L—t, selL/2<t<L

pode ser escrita como " " 0
1 0 1
f= fOL/z + LfL/2L - fL/QL‘
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Assim os coeficientes a,, e b,, podem ser calculados como

am(f) = am(f(glL)/g) + LCLM<f$)2L) - CLM<f£1/)2L)
bulf) = bull5i)e) + Dhn(F1s1) = bn(Fi)a)
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Coeficientes das Séries de Fourier de Funcdes Elementares

2 [k t t
Fi0,L] =R am=7 [ f(t) cos%dt / F(t)sen —mﬂ dt
0
<t< apg = 2(d—c) mrd
f(c(l])(t>:{ L SeCL_t,_.dL 9 mnd bm:_lCOSS
¢ 0, caso contrario U = =sens mm e
Qo L(d2 —C ) b —
£ = { t, secL<t<dL | 4, = n;L— o
¢ 0, caso contrario mnd 2L (_
’ 2L (S sen s + cos 3) m?m? ( 5085 sen S) mmc
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2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

2.2.4.

2.2.5.

2.2.6.

2.2.7.

2.2.8.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 480)

Use o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal para
o subespagco de R* que tem como base {(1,1,—1,0),(0,2,0,1),(—1,0,0,1)}.

Use o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para transformar a base do R?
{(1,1,1),(0,1,1), (1,2, 3)} em uma base ortonormal do R?.

Encontre uma base ortonormal para o subespaco de R? que consiste de todos os vetores
(a,b,c) taisque a + b+ ¢ =0.

Encontre uma base ortonormal para o subespaco do R* que consiste de todos os vetores
(a,b,c,d) taisque a — b — 2c +d = 0.

Encontre uma base ortonormal para o espacgo solucéo do sistema homogéneo

r +y — 2z =0
2 + y + 2z = 0.

Considere as retas (z,y,2) = t(1,2,-3) e (z,y,2) = (0,1,2) + s(2,4, —6) em R?. Encontre
a equacao geral do plano que contém estas duas retas e ache uma base ortonormal para este
plano. Complete esta base a uma base ortonormal de R3.

Ache as equagdes dos planos em R? ortogonais ao vetor (2,2,2), que distam V3 do ponto
(1,1,1). Estes planos sdo subespacos de R3? Caso afirmativo, encontre uma base para eles.

Seja W o subespagco de R? gerado por V' = (1, —1, 1). Encontre uma base para W+ e dé uma
interpretacdo geométrica para W e W+,
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2.2.9. SejaV = €°[—1, 1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [—1, 1] em R com o produto

interno definido por
1
~ [ s
-1

(@) Sabendo-se que {po(t) = 1} é base ortogonal de Py, {po(t) = 1,pi(t) = t} é base
ortogonal de P; e {po(t) p1(t) = t,pa(t) = t* — 1/3} & base ortogonal de P,
calcule as projecdes de v/t + 1 nos polinémios pg, p1 € po.

(b) Calcule as projecdes da funcdo f(t) = /t+ 1 € V nos subespacos Py, P; e Py, dos
polinbmios de grau menor ou igual 0, 1 e 2, respectivamente.

2.2.10. Seja V = €°[0,4] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [0, 4] em R com o produto

interno definido por
4
o = [ rgtar
0

(a) Determine uma base ortogonal para 0s subespacos
Wy ={peP2[p(0)=0} e W3={peDP;|p(0)=0}
em que P,, € o espaco das fungdes polinomiais de grau menor ou igual 7.
(b) Calcule a projecéo da funcdo f(t) = V't € V nos subespacos W, e W.

Seja V = €°0,1] o conjunto das fung(“)es continuas do intervalo [0, 1] em R com o produto
interno definido por (f, g) fo t)dt. Determine as projecdes das funcdes dadas em
relacdo aos subespacos

W, =[1,cosnt,...,cosnnt] e V, =[senmt,..., sennnt].
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2.2.11.

2.2.12.

2.2.13.

2.2.14.

2.2.15.

)=
)=
)=
)=
o]

0, se0<t<1/2,
1, sel/2<t<1,

1, sel/4<t<3/4,
0, caso contrario,

0, se0<t<1/2,
t, sel/2<t<1,

t, se0<t<1/2
1—t sel/2<t<1

t, se0<t<1/4
1/4, sel/4<t<3/4
1—t, se3/4<t<1

Algebra Linear e Aplicacdes
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y y y

0.8 0.8 0.8

06 0.6 06

0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2
0 X 0 X 0 X

-0.2 -0.2 -0.2
0 0.5 1 0 05 1 0 05 1

Figura 2.23: Afungéo f : [0,1] — R, dadapor f(t) =tset € [0,1/2]e f(t) =1—tset e [1/2,1]
e somas parciais da série de Fourier de cossenos paran = 0, 2,6
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y y y

0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 0.6

0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2
0 > 0 > 0 X

-0.2 -0.2 0.2
0 0.5 1 0 05 1 0 05 1

Figura 2.24: Afuncéo f : [0,1] — R, dadapor f(t) =tset € [0,1/2]e f(t) =1—tset e [1/2,1]
e somas parciais da série de Fourier de cossenos paran = 1,3,5
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0 X 0 X
0 %
-1 -1
-2 -1 -2
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Figura 2.25: ProjecOes da fungéo f(t) = v/t + 1 nos subespacos P,, dos polinémios de grau menor
ouigualan, paran = 0,1, 2.
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25 y 2 Yy 2.5 y!
2 15 2
15 15
1

1 1

05 0.5 05
0 X 0 X 0 X

~0.5 0.5
0 2 4 0 2 4 0 2 4

Figura 2.26: Projecdes da fungdo f(t) = +/t nos subespagos Wy = {p € P, | p(0) = 0} e
Ws = {p € P3| p(0) =0}

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



2.2 Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais 203

y y y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 > 0 > 0 >
-0.2 -0.2 0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.27: A funcdo f : [0,1] — R definida por f(t) = t, set € [0,1/4], f(t) = 1/4, se
te[1/4,3/4]e f(t) =1—1t,set € [3/4,1] e somas parciais da série de Fourier de cossenos para
n=0,1,2
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y y y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 > 0 > 0 >
-0.2 -0.2 0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.28: A funcdo f : [0,1] — R definida por f(t) = t, set € [0,1/4], f(t) = 1/4, se
t €[1/4,3/4] e f(t) = 1 —t,set € [3/4,1] e somas parciais da série de Fourier de senos para
n=123,5
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0.5

0.5

0.5 1
N
X

0.5 1

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

Figura 2.29: A funcdo f : [0, 1] — R definida por f(t) = 1,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso contrario

e as somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran = 0,1,3,5,7,9
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Y] Y] y
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 % 0 % 0 3
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
Y] Y] Y
1 1 1
0.5 0.5 0.5
IRV x 0 Ny, x 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.30: A funcdo f : [0, 1] — R definida por f(t) = 1,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso contrario
e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran =1,2,3,5,6,7
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0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2
0.5

0.8
0.6

0.4
0.2
0

X

-0.2
0.5

0.8
0.6
0.4
0.2

Y,

-0.2
0.5

0.8
0.6

0.4
0.2
0

0.5 1

/

X

X

-0.2
0.5

0.5 1

Figura 2.31: A funcdo f : [0, 1] — R definida por f(t) =t,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso contrario
e as somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran = 0,1,2,3,5,6
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0.8
0.6
0.4
0.2
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0.8
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0.4
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0.5

VAl
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0.8
0.6
0.4
0.2
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0.8
0.6
0.4
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0.8
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Pl

0.5

/

-0.2

0.8
0.6
0.4
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/|

X
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0 0.5 1

Figura 2.32: A funcdo f : [0, 1] — R definida por f(t) =t,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso contrario
e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran = 1,2,3,4,5,6
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Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do MATLAB®:

>> V(i)=[] elimina a componente i do vetor V.
>> syms t diz ao MATLAB® que a variavel t &€ uma variavel simbolica.

>> f=expr define uma funcdo através da expr que deve ser uma expressdo na variavel
simbodlica t definida anteriormente.

>> prj=sum(p(1:k)) soma as componentes de 1 a k do vetor p=[p1;...;pn].
Comandos do pacote GAAL:

>> proj(g,f,a,b) calcula a projecdo de f(t) em g(t) com relacdo ao produto interno

(f.9) = / f(t)g(t)dt.

>> p=plegendre(n,a,b) calcula os n primeiros polindbmios
2t—a—b
n(t) = Pn - )
Q= (220

em que P, () é o polindmio de Legendre de grau n. Assim, sdo véalidas

2
2n+1

(Qn,Qm)=0,sem#n e ||Q.]°=
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em relacao ao produto interno
b
(r9)= [ st

>> p=plegendre(n) faz 0 mesmo que >> p=plegendre(n,-1,1).

>> plotfproj(f,prj,a,b) desenha as fungdes f e prj(k), para k variando de 1 até o
tamanho do vetor prj, no intervalo [a,b].

>> h=heaviside(t) éafuncdoquevale0set <Oevalelset > 0.

2.2.16. SejaV = C°[—1, 1] com o produto interno

(fi9) = /_11 f(t)g(t)dt.

e—e~!
e2_¢—2

Considere a fungdo f(t) = e! — ae®, (a =

). Seja
W, = [1,cosnt,sent, ..., cosnrt,sennmt|.

(a) Calcule projy, f, paran = 0,1, 2. Faga os graficos de f e das projecdes.

(b) Seja P,, o espago dos polindmios de grau menor ou igual an, paran = 0,1, 2, .. .. Calcule
projy f,paran = 0,1,2. Faca os graficos de f e das projecoes.

(c) Discuta se & melhor projetar f em W,, ou em P,,.
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1 y 1 y 1 y
— L—
//—\ A ]
05 _— N 05— \\ 05 — N
0 X 0 X 0 X
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
Figura 2.33: Projecdes da fungdo f(t) = ¢’ — ae®, (a = :2:6;2) nos subespacos W, das
combinacgdes lineares das fungdes 1, cos 7, sennt, . .., cosnmt,sennnwt, paran = 0, 1, 2.
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1 y 1 y 1 y
N T N\ eL—T
05| N\ 05— 05 \
0 X 0 X 0 X
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
Figura 2.34: Proje¢des da fungéo f(t) = ¢ — ae?, (a = ;;1‘;12) nos subespacos P,, dos polindmios

de grau menor ou igual an, paran = 0, 1, 2.
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Figura 2.35; Distancia de
& = e - ae®, (a =

Figura 2.36: Distancia de f(t) = e’ —

%) ao subespaco gerado por ae? (a = :2__6;2) ao subespaco P,
1/\/5, cosmt,sent,...,cosnmt,sen nmt
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2.2.17.

2.2.18.

2.2.19.

2.2.20.

2.2.21.

2.2.22.

2.2.28.

Exercicios TeoOricos
Mostre que se W7, ..., W} sado vetores nao nulos ortogonais e X = ay Wi +. ..+ oWy, entdo

X = projy, X + ...+ projy, X.

Sejam V7, ..., V, vetores linearmente dependentes. Mostre que, aplicando-se o processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos vetores V1, ..., V), se obtém um vetor IV, que é nulo,
para algum i = 1,... k. (Sugestdo: Seja V; o primeiro vetor tal que V; € [Vi,...,V; 4] =
(W4, ..., W;_1] e use o exercicio anterior.)

Seja W um subespaco de um espacgo vetorial com produto interno V gerado pelos vetores
Vi,...,Vi. Mostre que V € W+ se, e somente se, V é ortogonal a V;, parai = 1,...,k.

Sejam W, e W, subespacos de um espaco vetorial com produto interno V. Mostre que (W, +
Wy)t = Wi N Wy e que (W, N Wy)t = Wi + Wi

Sejam S e §y subconjuntos de um espaco vetorial com produto interno V. Mostre que Sg C S
implica que 8+ C 8.

(Desigualdade de Bessel) Seja {U1, ..., U,,} uma base ortonormal de um subespaco W de

um espagco vetorial com produto interno V. Mostre que ||V||* > Z [(V,U;) 2,V V eV.

J=1

Seja V = €°[—1, 1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [—1, 1] em R com o produto
interno definido por

(f,9) = /_1 f(t)g(t)dt.
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Prove a seguinte formula de recorréncia para os polinémios p,,(t) que séo obtidos aplicando-se

0 processo de ortogonalizac&o de Gram-Schmidt aos polindmios {1, ¢, 2 ... NS
n?
Prta(t) = tpn(t) — GnE1)(2n = 1>pn_1(t)-
Para isso siga 0s seguintes passos:
(@) Pela Proposicdo 2.7 na pagina 127, tp,(t) pode ser escrito em termos de po, . - ., Pni1-
n+1
tpa(t) = > curpr(t), (2.18)
k=0

onde oy — {Pe(D.D(D) _ (palt). trr(t))
[|px|[? [lpxl[?

Os coeficientes a,,, = 0, para k < n — 1, pois neste caso tp.(t) € P,_; e da mesma

forma que em (2.10) p,, € ortogonal a todo polindmio de P,,_;. O coeficiente «,,,, = 0, pois

t(pn(t))* € uma fungdo impar. O coeficiente a,,+1) = 1, pois os coeficientes de grau

n -+ 1 nos dois membros de (2.18) séo iguais a 1. Mostre que

(n(t) tpur(t) _ Qw-vnllpnl® _ lpall® n’

Ipnaall> el el @n+1)(20 - 1)

Ap(n—-1) = (2.19)

(b) Substituindo-se os valores de «,;, encontrados no item anterior, em (2.18), obtenha a
formula de recorréncia que da o polinémio p,,.; em funcdo de p,, € p,,_1
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2.2.24. Seguindo os mesmos passos do exercicio anterior mostre a seguinte formula de recorréncia
para os polindbmios de Legendre:

2n+1 n

Pra(t) = n+ 1 th(t) = n+ 1

P, 4(t)

2.2.25. Seja V = (Ca,b] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [a,b] em R com o produto
interno definido por

b
(f.9) = / f(t)g(t)dt.

(a) Mostre que os polindmios @, (t) = P,(*5%) s&o ortogonais e que ||Q,|| = /527, em
que P, (t) séo os polindmios de Legendre, paran = 0,1,2, ...

(b) Mostre que o conjunto

{1 2rt 2t 2nmt 2nmt }
cos sen ..., COS sen o
’ b—a’ b—a' b—a’ b—a’

€ ortogonal.
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Capitulo 3

Transformacoes Lineares

3.1 Definicao, Exemplos e Propriedades

3.1.1 Definicao e Exemplos

Lembramos que uma funcédo f de um conjunto A em um conjunto B, f : A — B, € uma
regra que associa a cada elemento do conjunto A, um @nico elemento do conjunto B. O conjunto A
€ chamado dominio e o conjunto B é chamado contradominio. O subconjunto de B formado pelos
elementos b € B tais que f(a) = b, para algum a € A é chamado (conjunto) imagem de f. Para
todo elemento a € A, f(a) é chamado a imagem de a por f. Dizemos também que f leva a em

217



218 Transformacdes Lineares

f(a).

Definicao 3.1. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma fungcdo 7" : V — W é uma transformacao
linear se

T(aX)=aTl(X)| e |[T(X+Y)=T(X)+T(), (3.1)

para todos X, Y € V e todos os escalares a.
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Exemplo 3.1. Sejam V e W espacos vetoriais. A funcdo O, que leva todo vetor de V no vetor nulo
de W, ou seja, O(X) = 0, paratodo X € V, é claramente uma transformagcéo linear e &€ chamada
a transformacdo linear nula. Também a transformacao identidade, I, de V em V que leva todo
vetor de V nele mesmo, ou seja, I(X) = X, paratodo X € V é uma transformac&o linear.

Exemplo 3.2. Sejam P,, P, : R? — R? as funcdes que levam todo vetor nas suas projecdes em
relagdo aos eixos x e y, respectivamente, ou seja, P,(z,y) = (z,0) e Py(z,y) = (0,y), para todo
par (z,y) € R2. Deixamos para o leitor a verificacdo de que P, e P, séao transformacoes lineares.

Exemplo 3.3. Sejam R,, I, : R? — R? as funcdes que levam todo vetor nas suas reflexdes em
relagdo aos eixos x e y, respectivamente, ou seja, R,(z,y) = (z,—y) e R,(z,y) = (—x,y), para
todo par (z,y) € R2. Deixamos para o leitor a verificacdo de que R, e R, séo transformagbes
lineares.

Exemplo 3.4. Considere a funcdo, P,, que faz a projecao ortogonal de todo vetor do plano numa reta
que passa pela origem r : (z,y) = t(a, b), ou seja, P, : R? — R? dada por

Pa9) = projp ) = S5 )

Ou seja,

Po(z,y) a’ n ab ab n b2

(T, y) = x , x .
4 a? + b? a2+b2y a? + b? a2—|—b2y

Esta transformacgdo € um caso particular daquela que é tratada no Exemplo 3.6.

Exemplo 3.5. Considere a fungao, 2., que faz a reflexao de todo vetor do plano numa reta que passa
pela origem r : (x,y) = t(a,b), ou seja, R.(z,y) é tal que 2P.(z,y) = (x,y) + R.(z,y). Assim,

Rr(xvy) = 2PT(x7y>_($7y)
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a? — b? N 2ab 2ab N b? — a?
— X X .
a? + b2 az—l—l)Qy7 a? + b2 a2+b2y

Esta transformacado &€ um caso particular daquela que é tratada no Exemplo 3.6.
Os quatro Gltimos exemplos sdo um caso particular do que é apresentado no proximo exemplo.

Exemplo 3.6. Considere a transformacao 7" : R" — R™, dada por

T a1 + ...+ a1y
TX)=T 36:2 _ | - ':' 2t , paratodo X € R",
:Ij:n Am1T1 + ...+ Gy Ty,
gue pode ser escrita como
ap; G2 - A1n I
Tx)=| T T 2 ax
ant my | |

em que A = (a;;)mxn. Segue das propriedades da algebra matricial, Teorema ?? na pagina ?? de
[23], que T' € uma transformacao linear. Pois,

T(X4Y)=AX+Y)=AX+AY =T(X)+T(Y),
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T(aX)=A(aX) =aAX = aT(X),

para todos X,Y € R" e escalares a.
Em termos de matrizes, as projecdes nos eixos x e y podem ser escritas como

rly]=loo ]3] Ao )=00 Y]]

as reflexdes em relacdo aos eixos x e y, como

SRR H A M

a projecéo ortogonal e a reflexdo em relagdo a umareta r : (z,y) = t(a,b), como
a? ab a?—b? 2ab |
P T a?+b2 0,2—15172 € R T _ a?+b%  a?+b? x
T y ab b Yy ’ T Y 2ab b%2—a? y
a2+b2 a2+b2 (l2+b2 a2+b2

Exemplo 3.7. Defina D : C'[a, b] — €°[a, b] por

D(f) = f" (aderivada de f), para toda fungdo f € Cl[a,b].
D é uma transformacao linear pois
D(f+9)=(f+9)=[f+4g =D()+Dlg),
D(af) = (af) = af = aD(f).

para todas as fungdes f, g € C'[a, b] e todos os escalares a.
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Exemplo 3.8. Seja T : €°[a, b] — @![a, b] definida por
T(f)(x) = / f(t)dt paraa <z < b, paratoda fungéo f € C°a, b].
T' é uma transformacao linear pois

140w = [ (+aoi= [ G0+

= /ftdt+/ g(t)dt

= () + T(9)(x) = (T(f) + T(g))(x),

T - [ “(af) (b = / “(af ()t
~ . / " F(t)dt = oT(f)(@)) = (aT(f)) (),

para a < x < b, todas as fungdes f, g € Go[a, b] e todos os escalares a.

3.1.2 Propriedades

Segue da Definicao 3.1 que toda transformacao linear 7' : V — W leva o vetor nulo de V no vetor
nulo de W. Pois, se X & um vetor qualquer de V, entdo

T(0)=T(0X) =0T(X) = 0.
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Segue também da Definicdo 3.1 que uma fungdo 7' : V — W é uma transformacéo linear se, e
somente se, T'(aX + 3Y) = oT'(X )+ BT(Y), para todos os vetores X, Y € V e todos os escalares
a e 3. Pais, se T’ é linear, entdo

T(aX + BY) = T(aX) + T(BY) = aT(X) + BT(Y).

Por outro lado, se 7" € uma fungéo tal que T'(aX + 3Y) = oT'(X) + ST(Y'), para todos os vetores
X,Y € V e todos os escalares « e 3, entdo fazendo o« = 1,3 = 1 e depois # = 0 segue que 1" é
uma transformacdo linear.

SejamT :V — We S :V — W duas transformagdes lineares. Vamos mostrar que a soma
delas também é uma transformacao linear.

(T+8S)(aX +38Y) = T(aX +5Y)+ S(aX +8Y)
= oI'(X)+BT(Y)+aS(X)+8S(Y)
= ao(T(X)+5(X)) +6(T(Y) + 5(Y))
= a(T+ 8)(X)+p(T+ 9)(Y)

E facil ver que para qualquer escalar ¢, a transformacdo a7’ & também uma transformacao linear.
Assim, o conjunto das transformacdes lineares de V.em W, denotado por £(V; W), & um subespaco
do espaco das funcdes de V.em W, F(V; W) (Exercicio 1.1.7 na pagina 14). Portanto, o conjunto
L(V; W) & um espaco vetorial. Quando W & o conjunto de escalares (R ou C), que vamos denotar
por K, o conjunto £L(V;K) é também denotado por V* e é chamado o espaco dual de V. Os
elementos de V* sdo chamados funcionais lineares de V.

SeT : V — W é uma transformacéao linear e B € uma base de V, entdo todo vetor V € V
pode ser escrito como combinacéo linear de vetores de B, ou seja, existem vetores V3, ..., V,, € Be
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escalares aq, . .., o, tais que
n
V=aVi+...+a V=) Vi
i=1
Entdo

Por outro lado, se U : V — W é outra transformagéo linear tal que U(VA)
entdo aplicando-se o raciocinio acima, temos que

UWV)=T(V), paratodoV €V,

Ou seja, U = T'. Isto prova o seguinte teorema.

= T(V,) paratodo V € B,

Algebra Linear e Aplicacdes
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Teorema 3.1. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma transformacéo linear 7' : V — W é totalmente
caracterizada pelos seus valores em uma base de V. Ou seja, se B € uma base de V e uma funcéao
T esta definida para valores em B,

T(V\) =W,, paratodoV, € B.

Entdo, existe um (nica transformacao linear definida em todo espaco V, 7' : V. — W, tal que T'(V),) =
Wy, para todo V), € B.

Exemplo 3.9. Seja Ry : R? — R? a transformac&o linear definida na base candnica por (Figura 3.9)

Ro(Ey) = cos Ey +senf Ey = (cos 6, sen §)
Ro(E3) = —senf Ej + cosf By = (—senf, cosb).

Assim, como (z,y) = z(1,0) + y(0,1) = 2 E + yE», entdo
n T — 2Ry(Ey) + yRo(Ey) = cos 6 n —sen d
o1y = TReB) T YRe\E2) =T g Y1 cosh
- cosf) —send T
| senf  cosf y

Segue da linearidade, que R, faz uma rotagéo de um angulo # em todo vetor X = (z,y) € R2. Pois,
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se escrevemos X = (x,y) = (r cos o, r sen «), entdo

Ry(X) = Ry(rcosa,rsena) = rRy(cosa,sen )
= r(cosacosf — senasend,cosasent + senacosb)
= r(cos(a+0),sen (a+0)) = (rcos(a+ 0),rsen (a+0)).

SejaT : R®™ — R™ uma transformacao linear tal que

1 ai 0 a12 0 A1n
0 921 1 929 . (57
T - ) T . == ) N ) T ) == .
: 0 :
0 A1 0 A2 1 Amn
Sejam X = (z1,...,z,) um vetor qualquer do R" e E; = (1,0,...,0),Fy =
(0,1,0,...,0),...,E,=(0,...,0,1). Como X = 2, E; + ...+ x,E,, entdo
a1 Q1n
asy Q2n,
T(X) = o/T(E)+...+2,T(E,) =2 : + ...+ x,
am1 Amn
a1 Az - A1n Ty
a a e Aoy, T
_ 21 22 2 2 | _ AX,
Am1 Am2 " Qmn T,
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em que as colunas de A sdo T'(Ey),...,T(F,),ouseja, A = [T(E;)...T(E,)], com T(E;), para
1 =1,...,n escritos como matrizes colunas. Isto prova o seguinte resultado.

Proposicao 3.2. SejaT : R" — R™ uma transformacao linear. Entao, 7' &€ dada por
T(X)=AX, paratodo X € R",
em que A = (aij)mxn = [T(E1) ... T(E,)], com T(E;), parai = 1,...,n, escritos como matrizes

colunas e £y = (1,0,...,0), By = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1). A matriz A & chamada
matriz da transformacéo 7' (em relacdo as bases candnicas).

Exemplo 3.10. A matrizes de uma transformacao linear pode ser obtida rapidamente aplicando-se a
transformacao nos vetores da base canotnica. Por exemplo, as matrizes das projecdes nos eixos x e
1y podem ser obtidas

[R(E) P ] =g o] (R BE) =g ]

as matrizes das reflexdes em relacéo aos eixos z e ,

| R(Ey) R.(Ep) | = { é _(1) } , [ Ry(E) Ry(Ep) | = { _(1) ? 1 :
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as matrizes da projecéo ortogonal e da reflexdo em relagéo a umaretar : (z,y) = t(a,b), como

a? ab
[ PT(E1) Pr(E2> ] = [ a2,;2b2 a255b2

pra el

az—bz 22ab2
[ RT(El) RT(E2) } = azjz_l? gQi_z}z)Q
F1E T

e a matriz da rotacdo de um angulo 6,

sen d cosf

[ Ro(E1) Ro(B») | = { cosf —senf 1 |

3.1.3 Aplicacao: Matriz Jacobiana

Dizemos que uma funcao F' : R” — R™ é diferenciavel em um ponto X, € R" se existe uma
transformacéo linear Ty, : R" — R™ tal que

1 -
}}H}GW (Tx,(H) — F(Xo + H) + F'(Xo)) = 0. (3.2)

Este limite € uma generalizacdo do limite de fung¢des reais, significa que para todo € > 0, existe um
| Tx,(H) — F(Xo+ H) + F(Xo)||
|| H]|
n = 1, a transformacao linear é T'x,(H) = F'(X,)H, paratodo H € R. Vamos supor que a fungéo
F’ seja diferenciavel em X, e vamos determinar a matriz da transformacao linear Ty, em relacé@o as
bases canonicas de R", B, e de R™, B’. Para isto, vamos calcular o limite (3.2) segundo o caminho
H = hE; paraj =1,...,n, h >0, emque E; = (1,0,...,0),E, = (0,1,0,...,0),..., E, =

(0,...,0,1) séo os vetores da base candnica de R", B.

d > 0, tal que ||H|| < ¢ implica que < €. No caso em que m =

lim % (Txo(hE;) — F(Xo + hE;) + F(Xo)) = 0.

h—0t+
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Como Ty, € uma transformac&o linear, obtemos

o1
Calculando-se o limite (3.2) para o caminho H = hE;, para h < 0, obtemos
o1

Assim, a fungdo F(X) = (F1(X),..., F,(X)) é tal que F;(X) tem derivadas parciais em X, para

1=1,...,ne
or
—(X
81‘]‘ ( 0)
Tx,(Ej) = Z
0F,,
X
a{L'j ( 0)
Portanto a matriz da transformacéo linear Ty, em relacé@o as bases canénicas de R", B, e de R™,
B é
8F1 ale
— (X X
0xy (Xo) 8xn< 0)
[TXO]% = :
O0F,, oF,,
X . X
0xy (Xo) 0x,, (Xo)

Esta matriz € chamada matriz jacobiana da funcdo F em X,.
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3.1.1.

3.1.2.

3.1.3.

3.1.4.

3.1.5.

3.1.6.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 491)

Seja T : R? — R? uma transformagcéo linear para a qual sabemos que 7'(1,1) = (2,-3) e
T(0,1) = (1,2).

(a) Determine T'(3, —2);

(b) Determine T'(a, b).

Determine a transformacéo 7' : R? — R3 tal que T'(1,1) = (3,2,1) e T(0,—2) = (0,1,0).
Encontre 7'(1,0) e 7(0, 1).

Determine expressdes para as transformagdes lineares P, P,., P, : R? — R3, que sdo

Y
projecdes nos planos zy, yz e xz, respectivamente.

Considere o plano 7 : x4+ 2y + 32z = 0. Encontre expressdes para as seguintes transformacdes
lineares:

(a) A projecdo ortogonal no plano 7, P, : R? — R3,
(b) A reflexdo em relagéo ao plano 7, R, : R?* — R3.

Determine expressdes para as transformacdes lineares R 3 .., Rx/3,, € R/3 . que sdo rotagbes
de 7/3 em relagéo aos eixos z, y e z respectivamente.

Considere aretar : (x,y,z) = t(1,1,1).

(a) Seja P, : R® — R? a projecdo ortogonal na reta r. Encontre uma expressdo para
P.(x,y,2).

(b) Seja R, : R® — R3 a reflexdo em relagdo a reta r. Encontre uma expressdo para
R.(2,y,2).
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3.1.7.

3.1.8.

3.1.9.

3.1.10.

3.1.11.

Existe uma Unica reflexdo S do plano que transforma o ponto (5,0) no ponto (3, 4). Determine
a equacdao para o eixo da reflexao S. Verifiqgue que ele passa pela origem. Calcule a matriz (em
relagéo a base candnica de R?) da reflexdo S.

Exercicios Teoricos

Considere o plano 7 : axz+by+cz = 0. Encontre expressoes para as seguintes transformacgoes
lineares:

(a) A projecdo ortogonal no plano 7, P, : R? — R3,

(b) A reflexdo em relagéo ao plano 7, R, : R?* — R3.

Determine expressdes para as transformagdes lineares Ry ,, [y, Ry . : R3 — R3, que séo
rotagcdes de ¢ em relagdo aos eixos z, y e z, respectivamente.

Considere a reta r : (z,y,z) = t(a,b,c). Encontre expressdes para as seguintes
transformacdes lineares:

(a) A projecdo ortogonal naretar, P, : R? — R3,

(b) A reflexdo em relagdo aretar, R, : R®* — R®.
Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Seja B = {4, ..., V,,} uma base de V. Mostre
que B* = {f1,..., fn} C V* definido por f;(V;) = d;;, parai,j = 1...,n, em que ;; € 0

delta de Kronecker (6;; = 0, se i # j e 0;; = 1) € uma base de V*. Esta base & chamada
base dual de B.
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////
L LTX| | X
L— = RS
///
L—T —1
| //aqkfﬁy o INGO BT ()
| L— = T~ L
T M) =
////
// //
| == >
L+ i = T
L—T
///
v W ;

Figura 3.1: Transformacao Linear 7" : V. — W
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Py(X)

Figura 3.2: Projecao no eixo x

Figura 3.3: Projecéo no eixo y

Marco 2006
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Ra(X)

Figura 3.4: Reflexdo em relacéo ao eixo x

nRy(X) X

Figura 3.5: Reflexao em relacdo ao eixo y

Algebra Linear e Aplicacdes
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»

Pr(X)

Figura 3.6: Projecao na reta r

2P, (X)=

f X+Rr(X)

Ry (X)

Figura 3.7: Reflexdo em relacéo a reta r
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y
Ro(X)
»
6 a Ry(Es) B
X
o 0 R&(El)
8 =
3 0 %
X —sen 6 cos® Ey

Figura 3.8: Transformacao rotacdo de um
angulo ¢

Figura 3.9: Transformacao rotacao sobre 0s
vetores F e Ey
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3.2 Almagem e o Nucleo

Definicao 3.2. Sejam V e W espacos vetoriais. SejaT" : V — W uma transformacao linear.
(@) O nucleo de T’ é definido pelo conjunto

N(T) = {X € V| T(X) = 0}.

(b) Aimagem de T' é definida pelo conjunto

IT)={Y eW|Y =T(X),paraalgum X € V}

(c) A dimensao do nlcleo de T' é chamada de nulidade de 1" e a dimensdo da imagem de 1" é
chamada posto de 7.

Exemplo 3.11. Sejam O : V — W a transformacéo linear nulae I : V — V a transformacgéao
identidade. Entdo N(O) =V, J(0) = {0}, N(I) = {0} e I(I) = V.

Teorema 3.3. Sejam V e W espacos vetoriais. Sejal : V — W uma transformacao linear. O nlcleo,
N(T'), e aimagem, J(T") séo subespacos de V e de W, respectivamente.
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I(T)

\\
o
\
=
\':SW

\
|

=

v W i

/

Figura 3.10: N(7') = {0}

Ql

Figura 3.11: N(T') # {0}
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Demonstracdo. Para mostrar que um conjunto & um subespaco precisamos mostrar as propriedades
(0) e (0') do Teorema 1.3 na pagina 15. Vamos mostrar em primeiro lugar que o nlcleo de 17" € um
subespaco.

(O) Se Xl,XQ € N(T), entao T(Xl) = T(Xg) = 6 Logo, T(X1 + XQ) = T(Xl) + T(XQ) =
0+ 0 =0, ouseja, X; + Xy € N(T);

(0) Se X € N(T') e a &€ um escalar, entdo T'(aX ) = oT(X) = a0. Logo, aX € N(T);
Vamos mostrar, agora, que a imagem de 1" € um subespaco.

(0) Se Y1,Y, € J(T), entdo existem X, Xy € V tais que T'(X;) = V) e T(X3) = Y,. Seja

(0) SeY € IJ(T) e a € um escalar, entdo existe X € Vtalque 7(X) =Y. Como T € linear, entdo
T(aX)=aT(X) =aY. Logo, oY € J(T).

O

Exemplo 3.12. A imagem de um funcional linear ndo nulo f : V. — R é R, pois {0} e R s&o os
anicos subespacos do espaco vetorial R.

Proposicédo 3.4. Seja T : V — W uma transformagdo linear. Se {V1,...,V,} € uma base de V,
entdo a imagem de 7" é gerada por T'(V1), ..., T'(V,).
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Demonstracdo. Seja W € J(T'). Entdo, existe V' € V tal que T'(V) = W. Como {V,...,V,} é

base de V, existem escalares o, ..., a, taisque V = a V] + ... + «a,,V,,. Assim,
W=T(V)=T (Z am> = aT(Vi).
=1 =1
Ouseja, T'(V4),...,T(V,,) geram I(T). O

Exemplo 3.13. Vamos considerar as projecdes nos eixos x e y (Figuras 3.2 e 3.3 na pagina 233)

Ut MR R

Geometricamente vemos que o nacleo de P, € o eixo y, 0 nlcleo de P, € o eixo x, que sdo 0s pontos
que sao levados pelas transformagcdes na origem. Vemos também que a imagem de P, € o eixo z,
pois todos os pontos séo levados por P, no eixo z. Analogamente, a imagem de I, € 0 eixo y.

Exemplo 3.14. Vamos considerar as reflexdes em relacdo aos eixos = e y (Figuras 3.4 e 3.5 na

pagina 234) R[ﬂ=[é _;)Hﬂ R[Zj}:{_(l) H[ﬂ

Geometricamente vemos que o nicleo de R, e o nicleo de R, s&o iguais a origem, pois € o (nico
ponto que é levado na origem pelas transformacdes. Vemos também que as imagens de R, e de
R, s&o iguais a R?, pois todo ponto (z,y) & imagem do ponto (x,y) refletido pelas respectivas
transformacdes.
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Exemplo 3.15. Consideremos a projecéo ortogonal e a reflexdo em relagdo a uma reta r : (x,y) =
t(a,b) (Figuras 3.6 e 3.7 na pagina 235)

a? ab a’?—b? 2ab
pl Y| = @2 g X R Y| = | a2 aZ+i2 €
r Y ab b2 Y ’ T Y 2ab b2 —a? Y .
a2+b2 a2+b2 a2+b2 a2+b2
Geometricamente vemos que o nlcleo de P. éareta s : (x,y) = t(—b, a), perpendicular a reta r que
passa pela origem, pois 0s pontos sobre a reta s sdo exatamente os pontos que sao levados por P,
na origem. Vemos também que a imagem de P, é a propria reta r, pois todos os pontos do R? s&o
levados na reta . Geometricamente vemos que o nlcleo de R, é a origem, pois & o Unico ponto do

R? que é levado na origem. Vemos também que a imagem de R, é o R?, pois todo ponto (x,y) é a
imagem do ponto (z, y) refletido por r.

Exemplo 3.16. Geometricamente vemos que a rotacao de um angulo ¢ (Figura 3.8 na pagina 236)
%] cosf —senb x
1y |~ | senf  cosb Yy
tem nlcleo igual a origem, pois € o (nico ponto que € levado na origem por Ry. Vemos também que
aimagem de Ry € igual ao R?, pois todo ponto (i, y) € a imagem do ponto (z, y) girado de —6.
Exemplo 3.17. Considere a transformagé&o D : C'[a, b] — €°[a, b] definida por
D(f) = f' (aderivadade f), paratoda fungéo f € C![a,b].

Vamos mostrar que a imagem de D é igual & €°[a, b]. Seja g € €°[a,b]. Afuncdo f(z) = [T g(t)dt
esta bem definida, pois g & continua. Além disso,

o) = o ([Cotoar) =sms ([ awar— [ s =smd ([ o)

Marco 2006 Reginaldo J. Santos




242 Transformacodes Lineares

= limg(§) = g(x)

—x

pelo Teorema do Valor Médio para integrais. O nlcleo de D € igual ao conjunto das fungdes constan-
tes em [a, b].

Exemplo 3.18. Seja T : €°[a, b] — @l[a, b] definida por
T(f)(z) = / f(t)dt paraa <z < b, paratoda fungéo f € C°a, b].

Aimagem de 7' é igual ao conjunto da fungdes g € C'[a, b] tais que g(a) = 0. Pois para toda fungdo
g € C'a,b], com g(a) = 0, afungdo f = ¢ étal que

T(f)(x) =T(g")(x) = /x g'(t)dt = g(x) — g(0) = g(),

pelo Teorema Fundamental do Calculo. O nacleo de T' é formado somente pela fungéo nula. Pois,
T(f) = 0 implica que [ f(t)dt = 0, para todo z € [a,b]. Assim, L ([* f(t)dt) = f(z) = 0.
Portanto, f é identicamente nula em [a, b].

Exemplo 3.19. Seja T : R™ — R™ uma transformacéo linear. Pela Proposicdo 3.2 na pagina 227 a
transformacéao 7' &€ dada por
T(X)=AX, paratodo X € R",

onde A = (aij)mxn = [T(E1)...T(E,)], com T'(E;), parai = 1,...,n escritos como matrizes
colunase F; = (1,0,...,0), By = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1). Assim, o nicleo de T" é
0 espaco solucdo do sistema homogéneo AX = 0 e a imagem de T é o subespago gerado pelas
colunas de A, chamado espaco coluna de A.
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3.2.1 Espaco Linha e Espaco Coluna de uma Matriz

Definicdo 3.3. Seja A uma matriz m X n.

(a) O subespaco de R™ gerado pelas linhas de A é chamado espaco linha de A, ou seja, o
conjunto de todas as combinagdes lineares das linhas de A.

(b) O subespaco de R™ gerado pelas colunas de A é chamado espaco coluna de A, ou seja, o
conjunto de todas as combinacdes lineares das colunas de A.

Os espacos linha e coluna de uma matriz sao diferentes, em geral, mesmo se a matriz &€ quadrada,
como mostra o proximo exemplo.

Exemplo 3.20. Considere a matriz
11
A= { - ] .
O espago linha de A é o subespaco gerado pelo vetor (1,1), enquanto o espaco coluna de A é o
subespaco gerado pelo vetor (1,0).

Apesar dos espacos linha e coluna de uma matriz serem diferentes, em geral, eles possuem
sempre a mesma dimensao.

Teorema 3.5. Seja A uma matriz m x n. O espaco linha e o espaco coluna de A possuem a mesma
dimenséo.
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Demonstracdo. Seja R a forma escalonada reduzida da matriz A.

(a) Vamos mostrar que o espaco linha de A é igual ao espaco linha de R.
A matriz R é obtida de A aplicando-se uma sequéncia de operagdes elementares as linhas de
A. Assim, toda linha de R € uma combinacéo linear das linhas de A. Entéo, o espaco linha de
R esta contido no espago linha de A. O mesmo argumento mostra que o espaco linha de A
esta contido no espaco linha de R. Portanto, eles sdo iguais.

(b) Vamos mostrar que a dimensao do espaco coluna de A é igual a dimensao do espaco coluna
de R. A dimenséo do espaco coluna de uma matriz & igual ao nUmero méaximo de colunas L.I.
As colunas de A, sdo L.I. se, somente se, o sistema AX = ( tem somente a solucao trivial.
Mas, a solucdo deste sistema € a mesma do sistema RX = 0. Assim, as colunas de A sdo
L.l. se, e somente se, as colunas de R sao L.l. Analogamente, r colunas de A sdo L.l se, e
somente se, as colunas correspondentes de 2 séo L.l.

Pelo item (a) a dimensao do espaco linha de A é igual a dimenséo do espaco linha de R e pelo item
(b) a dimenséo do espago coluna de A é igual a dimenséo do espaco coluna de R. Portanto, basta
provarmos o teorema para a matriz escalonada reduzida R. Agora, a dimensdo do espaco linha de
R é igual ao numero de linhas ndo nulas, pois estas sa@o linearmente independentes (verifique!). A
dimensao do espaco coluna de R é igual ao nmero de pivés, pois as outras colunas sdo combinagcao
linear das colunas dos pivos e podem, portanto, ser descartadas para gerar o espaco coluna de R.
Portanto, a dimensao dos dois espacgos sao iguais. O
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Posto de uma Matriz

Definicdo 3.4. Seja A uma matriz m x n. O posto de A é a dimensao do espagco linha ou do espago
coluna de A, ou seja, € o nimero maximo de linhas e colunas L.I. da matriz A.

1 2 -1 1
Exemplo 3.21. ConsidereamatrizA= | 2 4 -3 0
1 2 1 5
1 2 0 3
A forma escalonada reduzida da matriz AéamatrizR= | 0 0 1 2 |. Aslinhas ndo nulas de
0000

R, V1 =(1,2,0,3) e V5 = (0,0, 1, 2), formam uma base para o espagco linha de A. Portanto, o posto
de A éigual a 2.

Quanto ao espaco coluna, sejam Wy, Wy, W5 e W, as colunas de A. Sejam Uy, Uy, Us e U,
as colunas de R. As colunas sem pivOs podem ser descartadas na geragdo do espaco coluna de R,
pois elas sdo combinacao linear das colunas dos pivds. As colunas correspondentes de A podem,
também, ser descartadas na geracdo do espaco coluna de A, pois os mesmos escalares que fazem
a combinacao linear nula de Wy, W5, W5 e Wy, fazem a combinagao linear nula de Uy, Uy, Us e Uy.
Assim, Wy = (1,2,1) e W3 = (—1,—3, 1) formam uma base para o espaco coluna de A.

3.2.2 Injetividade e Sobrejetividade
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Dizemos que uma fungdo f : A — B é sobrejetiva se, paratodo b € B existe a € A tal que
f(a) = b, ou seja, se aimagem de f é igual a B. No caso em que f & uma transformacé&o linear,
obtemos como conseqiiéncia da Proposicao 3.4 o seguinte resultado.
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Corolario 3.6. Seja T' : V — W uma transformacéo linear. Seja {Vi,...,V,,} base de V. T é
sobrejetiva se, e somente se, T'(V4),...,T(V;,) geram W.

Exemplo 3.22. Todo funcional linear ndo nulo f : V — R é sobrejetivo, pois {0} e R s&o os Unicos
subespacos do espaco vetorial R.

Exemplo 3.23. Asreflexdo em relagdo a uma reta que passa pela origem e a rotacdo sao sobrejetivas
enquanto a projectes ortogonal em uma reta que passa pela origem nao sao sobrejetivas (Exemplos
3.15 e 3.16 na pagina 241).

Exemplo 3.24. A transformagédo D : C'[a, b] — €°a, b] definida por
D(f)=f' (aderivadade f), para toda fungéo f € C'[a, b]
€ sobrejetiva (Exemplo 3.17 na pagina 241).

Exemplo 3.25. A transformagédo 7" : C%a, b] — €![a, b] definida por
T(f)(x) = / f(t)dt paraa <z <b, paratoda fungdo f € C°[a, b]

ndo é sobrejetiva, pois a imagem de T € o conjunto das fungdes g € C'[a,b] tais que g(a) = 0
(Exemplo 3.18 na pagina 242).
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Dizemos que uma funcédo f : A — B éinjetiva, se f(z) = f(y) implica que x = y.

Teorema 3.7. SejaT : V — W uma transformacao linear. Entdo, 1’ € injetiva se, e somente se,

N(T) = {0}.

Demonstracdo. Suponha que T € injetiva. Seja X € N(T'). Entdo, como T €& injetiva, T'(X) = T(0)
implica que X = 0.
Agora, suponha que N(T') = {0}. Se T'(X) = T(X—-Y)=0,ouseja, X —Y €
ou

T(Y), entéo
seja, X =Y. O]

N(T). Como, N(T') = {0}, entdo X — Y =0,

Exemplo 3.26. A reflexdo em relagcdo a uma reta que passa pela origem e a rotacdo sdo injetivas
enquanto a projecdo ortogonal em uma reta que passa pela origem nao € injetiva (Exemplos 3.15 e
3.16 na pagina 241).
Exemplo 3.27. A transformagdo D : C![a, b] — C°[a, b] definida por

D(f) = f' (aderivada de f), para toda fungéo f € C!|a, b]

n&o é injetiva, pois N(D) é o conjunto das funcdes constantes (Exemplo 3.17 na pagina 241).
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\

\

\
Oty

Ql

N(T)

O |

j/ A% WZ 7 \% W

Figura 3.12: Transformacao linear injetiva Figura 3.13: Transformacao linear nao inje-

N(T) = {0}) tiva (N(T') # {0})
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Exemplo 3.28. Seja T : €°[a, b] — @![a, b] definida por
T(f)(x) = / f(t)dt paraa < x < b, paratoda fungdo f € C%a, b

é injetiva, pois N(T') = {0} (Exemplo 3.18 na pagina 242).

Teorema 3.8 (da Dimensao do Nucleo e da Imagem). SejaT : V — W uma transformacao linear.
Se V tem dimensao finita, entdo a soma da dimensao do nlcleo de T com a dimensdo da imagem de
T é igual a dimenséo de V, ou seja,

dim(N(T)) + dim(J(T)) = dim(V).

Demonstracdo. Vamos supor que 1 < dim(N(7")) < dim(V). Sejam Vi,..., V], vetores de
V, que formam uma base para o nlcleo de 7. Vamos estendé-la a uma base de V. Sejam
Vp+1,. .., V, vetores de V tais que Vi,...,V,, Vpy1,. .., V, formam uma base de V. Vamos mos-
trar que T'(Vy41), . .., T'(V;,) formam uma base da imagem de 7. Para isso, precisamos mostrar que
eles geram a imagem de 1" e que sao L.I.

Pela Proposicdo 3.4 na pagina 239, T(Vpi1),...,T(V,) geram a imagem de 7', pois
TVi) = ... = T(V,) = 0. Vamos mostrar que T'(Vj11),...,T(V,) s&o linearmente inde-
pendentes. Considere a combinacao linear nula:

pr+1T(‘/ZD+1) + R l’nT(Vn) = (_)
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Pela linearidade de 7' segue que
T(xp+1‘/p+1 + e + fEnVn) - (_)

Mas isto implica que x,+1 V41 + ... + 2,V,, € N(T'). Assim, existem escalares v, . . ., y, tais que
Tpp1 Vo1 + ...+ 2,V = y1Vi + ... +y,V,. De onde segue que

yVit gV =t Vo — o — 2,V = 0.

Como Vi,...,V,, é base de V, entdo y; = ... = y, = Tpp1 = ... = z, = 0, ou seja,
T(Vpt1),...,T(V,) sdo L.

Portanto, a dimensao da imagem de I' é igual a diferenca entre a dimenséo de V e a dimenséao
do nicleo de A, de onde segue o resultado. O

Em geral, uma transformacao linear pode ser injetiva sem ser sobrejetiva e sobrejetiva sem ser
injetiva. Entretanto, se a dimensao do dominio for igual a dimenséo do contradominio temos o seguinte
resultado, que € uma consequéncia imediata do Teorema 3.8 da Dimensao do Nucleo e da Imagem.

Corolario 3.9. SejaT : V — W uma transformacao linear entre espacgos de dimensao finita. Supo-
nha que dim(V) = dim(W).

(@) Se T é sobrejetiva, entdo 1" € injetiva.

(b) Se T éinjetiva, entdo 1" é sobrejetiva.
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Se uma transformacao linear 7' : V — W & injetiva e sobrejetiva, entdo 1’ € chamada iso-
morfismo. Neste caso, dizemos que os espacos vetoriais V e W sdo isomorfos. Se existe um
isomorfismo que leva o espaco vetorial V de dimenséo finita em W, entéo, pelo Teorema 3.8 da Di-
mens&o do Nlcleo e da Imagem, dim(V) = dim(W). A reciproca também é verdadeira como mostra
o0 proximo resultado.

Teorema 3.10. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita. V é isomorfo a W se, e somente
se, dim(V) = dim(W).

Demonstracdo. Depois da observacdo feita acima, basta provarmos que se dim(V) = dim(W),
entdo V e W sdo isomorfos. Sejam B = {V;,...,V,} e € = {Wy,..., W, } bases de Ve W,
respectivamente. Pelo Teorema 3.1 na pagina 225, existe uma transformacao linear 7" : V. — W, tal
que T'(V;) = W;, parai = 1,...n. Pela Proposicédo 3.4 na pagina 239, a imagem de 7' é gerada
pelos vetores T'(V1), ..., T(V,) e assim

WT) = [T(VA), ..., T(V,)] = [Wi, ..., W,] = W.

Ou seja, 1" é sobrejetiva. Pelo Teorema 3.8 da Dimensao do Ndcleo e da Imagem, T &€ também injetiva
e é portanto um isomorfismo. O

Deste teorema segue que todos os espacos vetoriais de dimensdo n sao isomorfos ao R". Segue
também deste teorema que para termos uma transformagéo linear entre dois espacos vetoriais de
dimensa&o finita, V e W, injetiva e ndo sobrejetiva ou sobrejetiva e ndo injetiva temos que ter dim(V) #
dim(W).
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Coroléario 3.11. Seja V um espaco vetorial. V é isomorfo ao R" se, e somente se, dim(V) = n.

Exemplo 3.29. O espaco P,, &€ isomorfo a R"*! e 0 espaco M,,,,, & isomorfo a R,
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3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

3.2.4.

3.2.5.

3.2.6.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 493)

Seja P a transformac&o de R? em R3, definida por P(x,y, z) = (z,y,0). Se aimagem de uma
reta r, por P, € um ponto, entdo quais sdo as equagdes paramétricas da reta r?

Seja T : R?* — R3 uma transformagcéo linear dada por T'(z,y, 2) = (2,7 — y, —2).

(a) Encontre uma base para o nucleo de 7.
(b) Encontre uma base para aimagem de 7T'.

(c) Descreva geometricamente o nlcleo e aimagem de 7T'.

Discuta como o posto de A varia com t.

11 ¢ t 3 -1
@A=|1 1t 1 A=| 3 6 —2
t 11 1 -3 ¢

Seja D : P3 — P3 o operador de derivagdo D(p) = p’. Determine uma base para o nlcleo de
D e para a sua imagem.

SejaT : V — R® uma transformagéo linear.

(@) Se T é sobrejetiva e dim(N(T")) = 2, qual a dimenséo de V?

(b) Se T' é sobrejetiva e injetiva, qual a dimenséao de V?
Dé exemplos de transformacdes lineares 7' : R? — R? tais que

@ N(T) ={(z,y,2) e R®|z = —x},
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(b) I(T) = {(z,y,2) € R* |z = y}.
3.2.7. D& um exemplo de uma transformagcéo linear 7' : R? — R? tal que N(T') = I(T)).
3.2.8. DefinaT : P, — P, por T'(p) = p+ p’. Mostre que T' & um isomorfismo.
Exercicios Teoricos
3.29. Sejam X = [x1... 2" €Y = [y ...y, |" matrizes m x 1 e n X 1, respectivamente. Seja
A = XY Mostre que se X # 0, entdo {X } &€ uma base para o espago coluna de A. Qual 0
posto de A?
3.2.10. Mostre que se A é uma matriz, m X n, de posto igual a 1, entdo existem matrizes X =
[(21...2n]eY = [y1...y,]", m x 1 e n x 1, respectivamente, tais que A = XY*. (Su-
gestdo: Tome X tal que { X} é uma base para o espaco coluna de A.)
3.2.11. Seja A uma matriz n X n de posto 1. Mostre que
(@) A% = (tr(A))A.
(b) A" = (tr(A))" 1A, paran =2,3,...
(Sugestao: use o exercicio anterior)
3.2.12. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente. Mostre que AB pode ser escrita como
uma soma de p matrizes de posto igual a 1.
3.2.13. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente. Seja C' = AB. Mostre que:

(@) O espaco coluna de C' esta contido no espaco coluna de A.
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3.2.14.

3.2.15.

3.2.16.

3.2.17.

(b) O espaco linha de C' esta contido no espaco linha de B.
(c) posto(C) < min(posto(A), posto(B)).

(d) Se as colunas de A e B sao linearmente independentes, entdo as colunas de C' também
sdo linearmente independentes.

(e) Se as linhas de A e B sao linearmente independentes, entdo as linhas de C também sao
linearmente independentes.

(f) Se as colunas de B sao linearmente dependentes, entdo as colunas de C' também sao
linearmente dependentes.

(g) Se as linhas de A sao linearmente dependentes, entdo as linhas de C' também séo line-
armente dependentes.

Seja A uma matriz m x n. Se P e () sdo matrizes invertiveis m x m e n X n, respectivamente,
entdo A, PA e AQ possuem o mesmo posto. (Sugestdo: Se A = [A;... A, ], entdo PA =
[PA; ... PA,]. Mostre que Ay, ..., A, sdo L.l. se, e somente se, PA;,...,PA, sdoL.l)

Seja A uma matriz m x n. Mostre que

(@) Opostode A éigualap = min{m,n} se, e somente se, o determinante de uma submatriz
p X p é diferente de zero.

(b) O posto de A & igual ao maior inteiro positivo r tal que alguma submatriz r x r de A possui
determinante n&o nulo.

Determine o nlicleo e a imagem do operador linear definido no Exercicio 3.1.9 na pagina 283.

Considere o plano 7 : ax + by 4+ ¢z = 0.
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(a) Determine o nlcleo e a imagem da projecao ortogonal no plano 7, P,. Responda se P, é
sobrejetiva e se € injetiva.
(b) Determine o nlcleo e a imagem da reflexdo em relagdo ao plano 7, R,. Responda se R,
€ sobrejetiva e se € injetiva.
3.2.18. Considere aretar : (z,y,z) = t(a, b, c).
(a) Determine o nlcleo e a imagem da projecao ortogonal na reta r, P.. Responda se P, é
sobrejetiva e se € injetiva.
(b) Determine o nlcleo e a imagem da reflexdo em relagdo a reta r, R,.. Responda se R, é
sobrejetiva e se € injetiva.
3.2.19. Seja f : R? — R um funcional linear.
(@) Mostre que existem escalares a, b, c tais que f(z,y, z) = ax + by + cz.
(b) Descreva geometricamente todas as possibilidades para o nucleo de f.
3.2.20. Sejam T : V — W uma transformac&o linear e B = {V7,...,V,,} um conjunto de vetores de
V. Mostre que se C = {T'(V}),...,T(V,)} € L.I, entdo B também o é.
3.2.21. Seja V um espaco vetorial de dimenséao finita. Seja 7 : V — W uma transformacao linear.
Mostre que T’ € injetiva se, e somente se, dim(J(7")) = dim(V).
3.2.22. SejaT : V — W uma transformacao linear. Mostre que 1" € injetiva se, e somente se, aimagem

de todo conjunto de vetores linearmente independente € um conjunto de vetores linearmente
independente.
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3.2.23.

3.2.24.

3.2.25.

3.2.26.

3.2.27.

Sejam T : V — W uma transformacéo linear. Suponha que dim(V) = dim(W). Mostre que
T é injetiva se, e somente se, aimagem por 7' de uma base de V &€ uma base de W.

Seja A um escalar. Considere o operador diferencial D — Al : C>*(R) — €*>(R), dado por
(D —=X)(f)=f"— \f, paratodo f € C*(R).

(a) Mostre que o nicleo de D — A\ tem dimenso 1. (Sugestdo: Mostre que {e*'} & uma
base para o nicleo de D — Al que é a solucéo da equagéo diferencial 3/ — \y = 0. Veja
Exemplo 1.19 na pagina 24)

(b) Mostre que D — \I é sobrejetivo. (Sugestédo: Mostre que a equacao diferencial vy —\y = f
tem solugdo para todo f € C®(R). Sejam w(t) = f(t)e M e W(t) = fotw(s)ds, Mostre
que y(t) = W (t)eM é solugdo.)

Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita. Seja T : V — W uma transformacéao
linear. Mostre que o posto de 7' € igual ao posto da matriz [T]%, onde B e C basesde Ve W,
respectivamente. (Sugestao: mostre que nulidade de 7' € igual a nulidade da matriz [T}%.)

Mostre que se V € V é tal que f(V) = 0, para todo funcional linear de V, entdo V = 0.
(Sugestdo: se V' # 0, complete a uma base de V defina um funcional ndo nulo que é diferente
de zeroem V)

Definimos o espaco bidual de V por V** = L(V*;R), onde V* = L(V;R) é o espaco dual de
V. Seja V um espaco de dimensao finita. Considere a fungao ¢ : V — V** que associa a cada
vetor V€ Voelemento {(V) = V*™* € V** talque V**(f) = f(V), paratodo f € V*. Mostre
que £ & um isomorfismo. (Sugestdo: mostre que £ é linear e que N(&) = {0}.)
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3.2.28. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Dada uma base & = {fi,..., f,} do espaco
dual V*, mostre que existe uma base B = {V3,...,V,,} de V tal que B* = &, onde B* =
{91,...,9,} & a base dual de B, ou seja, definida por g;(V;) = J;;, onde 0;; € o delta de
Kronecker. (Sugestéo: use o isomorfismo do exercicio anterior.)

3.2.29. Seja f um funcional linear ndo nulo de um espaco vetorial V.

(@) Mostre que existe um vetor U € V tal que f(U) = 1.

(b) Mostre que V = N(f) @ [U]. (Sugestdo: resolva a equagdo V = W + 22U, com W €
N(f))
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3.3 Composicao de TransformacOes Lineares

SejamT :V — Ue S : U — W transformacgdes lineares. A composicao de S com 7', denotada
por S'I" € a fungédo de V em W definida por

(ST)(X)=S(T(X)), paratodo X € V.

Proposicdo 3.12. SeT : V — Ue S : U — W sao transformacdes lineares, entdo a composicdo
ST :V — W é uma transformacao linear.

Demonstracao. Sejam X, Xs € V e «, J escalares.

(ST)(aX1 + 8Xs) = S(T(aX; + 8X,)) = S(aT(X1) + BT (Xs))
= aS(T(X1)) + BS(T(X2)) = a(ST)(X1) + B(ST)(X2)

Podemos, agora, provar outras propriedades da algebra das transformacdes lineares.

Proposicao 3.13. Sejam S, T e U transformacdes lineares com dominios e contra-dominios apropri-
ados. Entao,

(@ S(TU) = (ST)U,
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(b) S(T+U) = ST+ SU e (S +T)U = SU +TU
©) o(TU) = (aT)U = T(aU);

(d) IT =TI =T, onde I é atransformacao identidade.
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Demonstracao. Seja X pertencente ao dominio de U.
@ S(TU)(X) =S5((TU)(X)) = S(T(U(X))) = ST((U(X));
(b) Pela linearidade de S temos que

ST+ U)(X) = S(T'+U)(X)) =S(T(X)+U(X))=S5(T(X))+SU(X))
= ST(X)+ SU(X) = (ST + SU)(X);

A outra igualdade é inteiramente analoga a anterior e deixamos como exercicio.

ST (X)) = (aS)T(X) e
= S(aT)(X).

© a(ST)(X) =aS(T'(X)) = (a
a(ST)(X) = aS(T(X)) = S(aT(X))

(d) A demonstracao deste item é simples e deixamos como exercicio.

3.3.1 Matriz de uma Transformacgéao Linear

Definicdo 3.5. Seja B = {V4,...,V,} uma base de um espago vetorial V. Todo vetor V' € V se
escreve de maneira Gnica como combinacao linear de V1, ..., V,, (Teorema 1.9 na pagina 78), ou seja,
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existem escalares o, ..., a, taisque V = oV} + ... + a,,V,,. Definimos o vetor de coordenadas
de V em relacdo a base (ordenada) B = {V;,...,V,}, por

As coordenadas de um vetor V' em relacdo a base B sdo os escalares que aparecem quando
escrevemos V' como combinacéo linear dos vetores da base B. Assim, [Vi]g = Ei,[Va]s =
Ey,....[Vu]s = E,, em que E,...,E, sdo os vetores da base candnica do R™. Pois, V; =
oVi+...+1V,+...+0V,,paraz =1,...,n.

Sejam B = {V4,...,V,} e € = {Wy,...,W,,} bases dos espacos vetoriais V e W, respectiva-
mente. Seja T : V — W uma transformacao linear. Sejam

T ail aig Q1n

) 21 22 A2n,
Vie=| |, 00e=| |, TWle=]| |, ... OTVe=

Tp Am1 Am2 Amn

TV) = T(xVi+...+x,V,) =TV + ...+ 2,T(V,)
= :cl(aHWl —+ ... am1Wm) + ...+ xn(alnwl + ...+ amnWm)
= (l‘lall + ...+ a:naln)Wl + ...+ (l’laml + ...+ xnamn)Wm.
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Como escrevemos o vetor 7'(V') como combinac&o linear dos vetores da base C, entdo os escalares
sdo as coordenadas de 7'(V') em relagéo a base C, ou seja,

1171 + ... + 1Ty aip  aiz v Ain 1
T(V)e = a1 T1 + . .:. + aonxy _ a:21 gy v a?n 37:2 AV,
Am1T1 + ...+ QmnTn Am1 Qma - a,.,m xn
emque A =[[T(V1)]e ... [T(V,)]e |. Esta matriz € chamada matriz da transformacéo linear T

em relacdo as bases B e C e é denotada por [T]%, ou seja,
[Tz =[[TW)]e - [T(Va)le].

Isto prova o seguinte resultado, que € uma generalizacédo da Proposicéo 3.2 na pagina 227.

Teorema 3.14. Sejam B = {V4,...,V,,} e € = {WWy,...,W,,} bases dos espacgos vetoriais V e W,
respectivamente. Seja T : V — W uma transformacao linear. Entao, a matriz m x n

113 =[[T(We - [T(V)lel,

é tal que
[T(V)]e = [T)%[V]s, paratodo vetor V € V.

Aqui [V'|5 € o vetor de coordenadas de V' em relagdo a base B, [T'(V')]e € o vetor de coordenadas
de T(V) em relagdo a base C e amatriz [T = [ [T(V1)]e ... [T(Vy)]e ] € matriz da transformagao
linear 7" em relagado as bases B e C.
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Exemplo 3.30. Seja D : P3 — P, atransformacéo que associa a cada polindmio p(¢) a sua derivada
p'(t). Sejam B = {1,¢,t* t*} e € = {1,¢,t*}. Vamos determinar a matriz da transformag&o linear
D em relacdo a estas bases. Para isto, vamos escrever o resultado da aplicacao de D em cada

elemento de B como combinacao linear dos elementos de C.

Assim,

[D]5

Vamos, agora, usar a matriz obtida para calcular D(p) para um polindmio p(t) = ag + a1z + asz* +

0

1
2t
3t2

azz®. Claramente [p]g = [ ap a1 as az |'. Assim,

o O O

o O =

0(1) + 0(t) + 0(t?)
1(1) +0(t) + 0(¢?)
0(1) + 2(¢) + 0(¢?)
0(1) + 0(t) + 3(?)

=[[DW]e DW]e [DE)e [D(E)e] =

0 0 ZO

2 0 L =

0 3 G2
as

Portanto, D(p) = ay(1) + 2as(x) + 3az(z?), como ja sabiamos.
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Quando a transformacao linear é a transformacéo identidade Iy : V — V, definida por Iy(X) =
X, para todo X € V, entdo aplicando o resultado anterior (Teorema 3.14) a esta transformacgao,
obtemos uma relacéo entre os vetores de coordenadas de um vetor X em relacdo a duas bases.

[X]e = [[v(X)]e = [Iv]3[X]z = P[X]s,

emque P = [[Vi]e...[V.]e]| € chamada matriz mudanca de base de B para C.

Coroléario 3.15. Sejam B = {V4,...,V,} e € = {W,..., W, } bases de um mesmo espaco vetorial
V. Entéo, Paratodo X €V,

[X]e = [Iv]5[X] 5,

em que P = [Iy]$ = [[Vi]e. .. [Va]e] & a matriz da transformag&o linear identidade Iy : V — V em
relacdo as bases C e B.

Exemplo 3.31. Sejam B = {E; = (1,0),E, = (0,1)} e € = {V; = (1,1),V2 = (1,—1)} bases do

R2. Como B é a base canonica, temos que [(z, )]s = [ g ] . Vamos encontrar [(z, y)]e.

[, 9)]e = [Ir2]3[(2, )]z

Para determinarmos [Ip2]$ = [ [Ei]e [E:]e | diretamente precisamos saber escrever £ e Ey em
termos da base C. Para isto precisamos resolver as equagoes:

Ei=xVi+yVe e FEy=xVi+yVs.
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Temos que resolver dois sistemas lineares que tém a mesma matriz A = [V} V4 |. Como a matriz A
€ invertivel e é facil encontrar a inversa de uma matriz 2 x 2 (ver por exemplo Exemplo ?? na pagina
22 de [23]), podemos obter as solucdes dos sistemas como A~'E, e A1 E,. Como

e (a1

Il = [ [Bule [Bale ] = [ A7 By A7\By ] = [ /2 172 } |

entao
1/2 —1/2

Portanto

e~ Ulsleala= | 15 5 | [ 0] = Eis ]

Teorema 3.16. Sejam T : V — Ue S : U — W transformacdes lineares. Sejam B = {Vi,...,V,},
C={U,....U,} e D ={Wy,...,W,,} bases de V,U e W respectivamente. Entao,

[ST]5 = [SIE[T]5-

Ou seja, a matriz da composicdo de duas transformacdes lineares € o produto das matrizes das
transformacdes lineares.
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Demonstracdo. Sejam A = [S]Z, B = [T]§ e C = [ST|3. Vamos mostrar que C' = AB.
p p
(STYV;) = ST(V}) =S (Z %m) A
k=1 k=1

p m p m m p
= Z bkj Z apW; = Z Zaikbkjwi = Z (Z aikbkj) Wi
k=1 =1 k=1

k=1 i=1 i=1 =

Mas, por definicdo da matriz de uma transformacao linear

(ST)(V}) = ZcijWi-

p
Como os vetores Wy, ..., W, séo L.l entdo ¢;; = g a;,br;, ou seja, C = AB, como queriamos

k=1
provar. O

Exemplo 3.32. Vamos determinar a expressao da transformacao linear que faz uma rotacdo de um
angulo # no sentido anti-horario em torno de um eixo que passa pela origem e tem a direcdo e o
sentido dados por um vetor unitario U = (a, b, ¢). Seja C = {U, Uz, U}, em que

Uy = U=(a,b,c)

b a
Uy = (- , 0
> = e Ve
b
Uy = (——— Va1 )

_\/a2+b27_\/a2+b27
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E facil verificar que esta & uma base ortonormal, ou seja, uma base em que 0s seus vetores sdo
unitarios mutuamente ortogonais. Além disso, temos que

Re(Uy) = Up = (a,b,c)

—bcosf — 0 6 —0b 0

Ry(Uy) = cos@Uy+senfUs = ( Con7 — ACSeny 4o ceen , Va2 + b?senf)
a? + b2 a? + b2

bsenf —accos —asenf — bccosb JA TR

, Va2 + b%cosb).
a2+b2 a2+b2 )

Y

Ry(Us) = —sen@U;+ cosOUs = (

Y

Se B = {E,, E,, E3} é a base candnica de R?, entdo
Rou(X) = [Rou(X)]s = [Rov]3[X]s
Podemos escrever g r = Ry 7 Irs € assim
[Ro.v]5 = [Roulws]n = [Rou]ellne]5
Agora,
[Rovle = [ [Rou(U1)]s [Row(Us)]s [Row(Us)ls ] = [ Row(Ur) Row(Uz) Rows(Us) ],
(By,Ur) (B2, Ur) (E3,Un)

[Irs]5 = [ [Erle [Bale [Bsle ] = | (B, Us) (B, Us) (Es,Up) | =[UL Uy Us ],
(Er,Us) (E2,Us) (E3,Us)
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3
pois como as bases B e € séo ortonormais, pela Proposicéo 2.7 na pagina 127, F; = Z (E;,Up) U;

i=1
3

e Uj = Z <Uj, EZ> E; = (<Uj7 E1> ) <Uj7 E2> ) <Uj7 E3>) Assim,

=1

Roy(X) = [Rou]elX]e = [ Roy(Ur) Roy(Uz) Roy(Us) [ Uy Uy Us I'X.

Mas,

[ Row(Ur) Roy(Uz) Roy(Us) J[UL Up Us ' =

_a —bcosf —acsenf  bsenf —accosf 1T a b c T

Va2 + b2 Va2 + 2
b acosf —bcsen)  —asend — beceost _ b a 0 -
Vva?z + b? Vva? + b? Va2 +b  Va?+b? N
_ac B c —~—s
L ¢ Va?+b?send var+b%cosf | | a2+ b2 VaZ+ b2 @ +b ]

a*(1 —cosf) +cosf  ab(l —cosf) —csenf ac(l —cosf) + bsend ]|
ab(l — cosf) +csen®  b*(1 — cosf) +cosh  be(l — cosh) —asend
ac(l —cosf) —bsen® be(l —cosf) +asent  *(1 —cosf) + cosf |

que é a matriz de Ry em relacéo a base canoénica. Finalmente,

x a*(1 —cos) +cos® ab(l —cosf) —csenf ac(l — cosf) + bsen 6 x
Rou | y | = | ab(l —cosf) +csenf b*(1 —cosf) + cosf  be(l — cos) — asend y
2 ac(l —cosf) —bsend be(l —cosf) +asend  *(1 — cosf) + cos b z
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3.3.2 Invertibilidade

Dizemos que uma transformacao linear 7' : V. — W & invertivel se, existe uma fungdo U : W —
Vtal que TU = Iw e UT = Iy. Afuncéo U é Gnica (verifique!) e denotada por 7 1.

Proposicédo 3.17. Seja T : V — W uma transformagéo linear invertivel. Entdo, 77! : W — V é
também uma transformacéo linear.

Demonstracdo. Sejam Y;,Y, € W e o, (3 escalares. Sejam X; = T~1(Y}) e Xy = T~1(Y3). Entao,

T-YaY; + fYs) = T YaT (X)) + BT(Xs) = T-HT(aX, + 5Xa))
= aXi+ X = ol (Y1) + 8T (Ya)

o0 que prova que 7"~ & uma transformacéo linear. O

Lembramos que uma fungéo f : A — B é invertivel se, e somente se, € injetiva e sobrejetiva.

Teorema 3.18. Sejam B = {V4,...,V,} e C = {W,...,W,,} bases dos espacos vetoriais V e
W, respectivamente. Uma transformagcao linear 7' : V — W & invertivel se, e somente se, [T]$ é
invertivel (det([T]$) # 0). Além disso, se T & invertivel, entdo [T1)2 = ([T]$) "
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Demonstracao. Suponha, em primeiro lugar, que 1" € invertivel. Entdo 7' é injetiva e sobrejetiva,
0 que implica, pelo Teorema da Dimensao do Nlcleo e da Imagem 3.8 na pagina 250, que n =
dim(V) = dim(W) = m. Além disso, existe uma transformagcao linear, 7!, tal que 7T~ = Iy e
T-'T = Iy. Assim,

I = [Iy]y = [T7'T)3 = [T7'E[T)5.

Portanto, a matriz [T]$ & invertivel e ([T]$)~! = [T~12.
Suponha, agora, que A = [T]g'3 € uma matriz invertivel. Entdo, A € uma matriz quadrada e

dim(V) = n = m = dim(W). Vamos mostrar que N(7') = {0}. Seja V€ N(T'). Entéo, [T(V)]e =
A[V]p = 0. Como A é invertivel, entdo [V]z = 0. O que implica que V = 0. Assim T é injetiva
(Teorema 3.7 na pagina 248) e como dim(V) = dim(W), entdo pelo Corolario 3.9 na pagina 251
segue que 1’ é também sobrejetiva e portanto invertivel. O]

Quando a transformagao linear é a transformacéo identidade Iy : V — V, definida por Iy(X) =
X, para todo X € V, entdo aplicando o resultado anterior (Teorema 3.18) a esta transformacao,
obtemos o seguinte resultado.

Coroléario 3.19. Sejam B = {V4,...,V,} e € = {W,..., W, } bases de um mesmo espaco vetorial
V. A matriz mudanga de base P = [Iy]$ & invertivel e

P~ = ([Iv]5) " = [W]E
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Exemplo 3.33. Seja T : Py — P, definida por T'(p) = p + p’ + p”, para todo p € P,, onde p’ e p”
denotam a primeira e a segunda derivada de p, respectivamente. Vamos verificar se 1" & invertivel.
Seja B = {1, z,2*}. Vamos determinar a matriz de 7" em relagdo a B. Para isto, vamos escrever o
resultado da aplicagcdo 7" em cada elemento de B como combinacgéo linear dos elementos de B.

T1) =1 = 1(1) + 0(z) + 0(z?)
Tx) = xz+1 = 1(1) + 1(z) + 0(z?)
T(z?) = 22+2x+2 = 2(1)+2(x) + 1(a?)

Assim, a matriz de T em relacdo a B é

O~
NN

1
3= 1Tz [T(@)s [T(@?)s] = 8

Esta matriz € invertivel e assim pelo Teorema 3.18 a transformacao linear 7" &€ invertivel e

1 -1 0
T E=(Ts)"'=]0 1 -2
0 0 1

Vamos determinar uma expressao para 7 ~1. Seja p(z) = ag + a1z + axx? um polindmio qualquer de
P,. Entdo, [p]s = [ag a1 az]" e pelo Teorema 3.14 na pagina 264, temos que

1 -1 0 ap ap — aq
T (p)s =T Y3bls=|0 1 =2 ap | = | a1 —2a
0 0 1 ag (45}

Portanto, 77 (p) = (ap — a1) + (ay — 2as)x + asx®.
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3.3.3 Semelhanca

Coroléario 3.20. Sejam B = {V4,...,V,} e € = {W;,..., W, } bases de um espaco vetorial V. Se
T :V — V & uma transformacao linear, entdo

[T]é =P T]5 P.
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Demonstracao. Pelo Teorema 3.16 na pagina 267 temos que
(716 = [Iv]3[T131v]E-

Mas pelo Corolario 3.19 na pagina 272 a matriz P = [Iy]3 & invertivel e P~ = [Iy]%. De onde segue
o resultado. O

Uma transformacao linear de uma espaco vetorial V nele mesmo é chamada um operador linear.
Sejam A e B matrizes n x n. Dizemos que B é semelhante a A se existe uma matriz invertivel P
tal que B = P~'AP. Observe que com esta terminologia o Corolario 3.20 pode ser estabelecido da
seguinte forma:

SeT :V — V éumatransformacdo linear, B = {Vi,...,V,} e C = {W4,..., W, } sdo bases de V,
entdo [T]$ & semelhante a [T5.

O trago de uma matriz quadrada A, denotado por tr(A), é definido como sendo a soma dos
elementos da sua diagonal principal. Como tr(AB) = tr(BA) (Exercicio ??.?? na pagina ?? de
[23]), entao

tr(P~1AP) = tr(A).

Assim, em virtude do Corolario 3.20, se V € um espaco vetorial de dimensao finita, podemos definir o
traco de um operador linear 7' : V — V como sendo

tr(7) = tr([T13),

onde B é uma base de V.
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De forma analoga, como det(AB) = det(A) det(B) = det(BA) (Teorema ?? na pagina ?? de
[23]), entao
det(P~'AP) = det(A).
Assim, em virtude do Corolario 3.20, se V & um espaco vetorial de dimensao finita, podemos definir o
determinante de um operador linear 7" : V — V como sendo

det(T) = det([T]3),
onde B é uma base de V qualquer. Agora podemos dizer que um operador é invertivel se, e somente
se, 0 seu determinante € diferente de zero (Teorema 3.18 na pagina 271).

Exemplo 3.34. Vamos obter uma expressao para a reflexdo naretar : y = 2z, R, : R? — R?
usando o Coroléario 3.20. Vamos escolher uma base do R?, tal que a avaliacdo de R, nos elementos
desta base seja facil de se obter. Por exemplo, € = {V; = (1,2),V, = (—2,1)}.

R,(Vi) = R(L2) = (L2) = 1Vi+0V

Assim,
1 0
_ e _
s [} 0],
A matriz mudanca de base, da base C para a base canénica B = {(1,0), (0,1)} é dada por
1 -2
P = [Ip:]g = {2 1]
Pelo Coroléario 3.20, a matriz A = [R, ]} & obtida através da equag&o matricial

A= [R5 = [Ielg[R, ¢l Ir2] 5 = PBP™".
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Vamos enunciar uma versdo mais geral do Corolario 3.20, cuja demonstracdo € inteiramente
analoga e deixamos como exercicio para o leitor.

Corolario 3.21. Seja T : V. — W uma transformagéo linear. Sejam B = {V;,...,V,} e B’ =
{V/,...,V!} basesde Ve C={W,,... W,}eC ={W],..., W/ } bases de W. Entdo,

715 = P~ TI3Q,

onde P é a matriz mudanca de base de €’ para C e (), de B’ para B.

3.3.4 Aplicacdo: EquacOes Diferenciais Lineares

Vamos fazer uma aplicagao ao estudo das equagdes diferenciais lineares homogéneas com coe-
ficientes constantes, ou seja, equagdes da forma

¥+ ap 1y 4+ ay + agy =0,

onde ag, ...,a,_1 € R.

Proposicdo 3.22. Sejam S,T : V — V operadores lineares, tais que N(.S) e N(7') tém dimenséao
finita.

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



278 Transformacdes Lineares

(@) Entdo, dim(N(ST)) < dim(N(S)) + dim(N(T)).
(b) Se T é sobrejetivo, entdo dim(N(ST')) = dim(N(S)) + dim(N(T)).

Demonstracdo. Seja {V1,...,Vs} base do nlcleo de T'. Seja {IVy, .. Wl} base de N(.S) N I(7).
Estenda-a a uma base do nacleo de S, {Wy,..., W, }, r > [. Sejam Ul, ..., U, tais que T'(Uy) =
Wl, .o ,T(Ul) - VV[

(a) Vamos mostrar que Vi, ..., V., Uy, ..., U, geram o nacleo de ST.
Seja V€ N(ST). Entao, T (V) € N(S) NI(T). Assim, existem escalares a1, . . ., a; tais que

T(V) = C(1W1 + ...+ OélVVl.

Como Wy =T(Uy),..., W, =T(U,), entdo

TV —anUy — ... — ;) =0.
Logo, V — ayU; — ... — oyU; € N(T') o que implica que existem escalares 31, . . ., 0 tais que
V—-—oyUi—...— U, =06Vi+...4+ 6.V
Portanto, V1, ..., V., Uy, ..., U, geram o nicleo de ST. De onde segue o resultado.

(b) Se T é sobrejetivo, entdo N(S) N I(T) = N(S) e assim [ = r. Vamos mostrar que
Vi,...,Vi,Uq,...,U; séo L.I. Considere a combinacao linear nula

aVi+. . oV U +...+yU =0. (3.3)
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Como Vi, ...,V € N(T), entéo aplicando-se T ficamos com

yWi+...+yW =0.

Como Wy, ..., W;sdo L.l., entdo y; = ... = y; = (. Substituindo-se os valores de y1, ...,y
em (3.3) e usando o fato de que V4, ..., V, também sao L.l.,, obtemos que 1 = ... = 2, = 0
eVy,...,Vi,Up,...,U; sé@o L.I. De onde segue o resultado. O]

Coroléario 3.23. Seja D : C*(R) — €>°(R) o operador de derivagdo, D(f) = f/, para todo f €
C>*(R). Sejap(D) = (D — M\ I)...(D — A\, I). Entdo, dim(N(p(D))) = n.

Demonstracédo. Pelo Exercicio 2.24 na pagina 258 dim(N(D — A\, I)) = 1. Podemos escrever
p(D) = q(D)(D = Aul),

onde ¢(D) é de ordem n — 1. Vamos supor que o resultado seja verdadeiro para n — 1, ou seja, que
dim(N(¢(D))) =n — 1.

Como, pelo Exercicio 2.24 na pagina 258 (D — \,I) é sobrejetivo, entdo pela Proposicédo 3.22
segue que

dim(N(p(D))) = dim(N(g(D))) + dim(N(D — N\, 1)) = (n—1)+ 1 =n.
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Corolario 3.24. O espaco solucdo de uma equacgao diferencial linear homogénea com coeficientes
constantes € um subespaco de C*(R) de dimens&o n.

Demonstracdo. Seja a equacao diferencial linear homogénea com coeficientes constantes dada por
Y™+ a1y + L ay + agy =0, (3.4)

onde ag,...,a,_1 € R. Considere o polinémio auxiliar p(t) = t" + a, 1" ' + ... + ag. Seja
p(D) : €® — € o operador definido por p(D)(y) = y™ + ap_1y™ Y + ... + a1y’ + apy. O
conjunto solucdo da equacdo diferencial (3.4) € igual ao nicleo do operador p(D). Vamos mostrar
que dim(N(p(D))) = n.

Pelo Teorema Fundamental da Algebra o polinémio p(t) =t"+a,_1t" 1+ ...+ ag € fatoravel da
formap(t) = (t — A1) ... (t — A\n), emque Ay, ..., A\, sdo raizes reais ou complexas de p(t).

(@) Se as raizes sdo reais, entdo a solucdo da equacéo diferencial (3.4) € o nucleo de p(D) =
(D —M\I)...(D— M\,I) que pelo Corolario 3.23 tem dimens&o n.

(b) Se p(t) tiver raizes complexas, entdo pelo mesmo raciocinio empregado no item anterior, o
conjunto solucéo da equacéo (3.4) tem dimensdo n em C>°(IR; C). Agora, as raizes complexas
aparecem aos pares, sendo uma o conjugado da outra. e(®T** pertence ao ntcleo de (D —
(a+iB)I), el*=) pertence ao nucleo de (D — (. —i3)I) e e cos Bt e e®*sen Bt sdo fungdes
linearmente independentes que pertencem ao nicleo de (D — (a + i6)I)(D — (o — if3)1).
Assim, o nlcleo do operador formado por cada par de raizes complexas tem dimensao 2 em
C*(R). Portanto, também neste caso a dimensao do espaco solucdo de (3.4) é igual a n.

O
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 496)

3.3.1. Seja T : R? — R? a transformagéo linear dada por T'(z,y) = (2x + y,z — 3y), para todo
(z,y) € R Seja € = {(1,1),(1,2)}. Determine [T]S.

3.3.2. Seja D : P; — P, definida por D(p) = p/, a derivada de p, para todo p € P;. Seja C =
{1+¢,1—t}. Encontre [D]S.

3.3.3. Seja T : R? — R3 definida por T'(X) = AX, paratodo X € R3, onde

3 -1 =2
A=1]10 0 -2
0 0 -1

Sejam V; = (1,0,0), Vo = (1,2,0) e V3 = (0, =2, 1).
(@) Encontre a matriz mudanca de base de ¢ = {Vj, V5, V3} para a base canbnica B =
{Eb Es, E3};
(b) Use a matriz obtida no item anterior para determinar a matriz B que representa I’ com
relagdo a base {V7, V5, V3}.
3.3.4. SejaT : Py — P, a transformagéo linear dada por T'(p)(t) = tp'(t) + p"(t).

(@) Encontre a matriz A que representa 7' com relagdo a B = {1, ¢, t2}.

(b) Encontre a matriz B que representa T’ com relagdo a € = {1,¢,1 + t*}.
(c) Encontre a matriz P tal que B = P~'AP.

(d) Se p(t) = ag + a1t + as(1 + t2), calcule T"(p).
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3.3.5.

3.3.6.

3.3.7.

Considere a reta r : (z,y,z) = t(1,1,1). Sejam B = {F;, E», F3} a base canonica do
R3 e C = {U;,U,,Us} a base ortonormal de R definida por U; = 1/v/3(1,1,1), Uy, =
1/\/5(_17 L, O) elU; = 1/\/6(_17 —1, 2)

Considere aretar : (z,y,2) = t(1,1,0). Sejam B = {E,, F,, E3} a base candnica do R e
@ = {Uy,U,, Us} a base ortonormal de R? definida por U; = 1/4/2(1,1,0), U, = (0,0,1) e
Us = 1/\/5(1, —1,0). Seja R/2, : R3? — R? a transformacao linear, que € uma rotacédo de
um angulo de 7/2 em torno da reta r. Determine [R/2,]S € [Rx/2.]5-

Para cada uma das transformacoes lineares 1" verifique se 1" € invertivel e calcule a inversa,
T-!, se ela existe.
(@ T :R3 — R3 definida por T(z,y,2) = (v + 2y + 2,y + 22, 2).
(b) T : Py — P, definida por T'(p) = p —
(c) T : R® — P, definida por T'(a, b, c) =
d) T : Py — R? definida por T'(p) = (

//

2p —p.
(a+b+c)+ (a+20+c)t+ (a+ 2e)t>

p(=1),p(0), p(1)).
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Exercicios Teoricos

3.3.8. Determine a matriz do operador D : P,, — P, definido por D(p) = p/, para todo p € P,,, em
que p’ € a derivada de p, em relagdo a base {1,¢,t%,...,t"}.

3.3.9. SejaY = (a,b,c) € R®. Determine a matriz do operador linear 7' : R? — R?, definido por
},—det[x Z},det[m yD
a c a b

3.3.10. Seja ¢ uma constante diferente de zero. Uma transformacao linear 7 : R? — R? dada por
T(z,y) = (cx,y), paratodo (z,y) € R? & chamada expans&o ao longo do eixo z se ¢ > 1
e contracdo ao longo do eixo z se 0 < ¢ < 1. Uma transformac&o linear 7' : R? — R? dada
por T'(z,y) = (z,cy), para todo (x,y) € R? é chamada expansio ao longo do eixo y se
c > 1 e contracdo ao longodoeixoyse 0 < c < 1.

SRS

T(X)=T(r,y,2) =X xY = (det H

em relacdo a base candnica.

Uma transformagdo linear 7' : R? — R? dada por T'(x,y) = (z + cy,y), para todo (z,y) € R?
é chamada cisalhamento ao longo do eixo x. Uma transformacao linear 7' : R? — R? dada
por T'(z,y) = (z,y + cx), &€ chamada cisalhamento ao longo do eixo y.

(2) Mostre que a matriz elementar que corresponde a trocar duas linhas & a matriz de uma
reflexdo em relagdo areta y = .

(b) Mostre que a matriz elementar que corresponde a multiplicar uma linha por um escalar
nao nulo & a matriz de uma expansao, ou a matriz de uma contracao, ou a matriz de uma
reflexdo em relacdo a um dos eixos coordenados, ou um produto de uma matriz de uma
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3.3.11.

3.3.12.

3.3.13.

3.3.14.

reflexdo em relacdo a um dos eixos coordenados por uma matriz de uma expansao ou
contracao.

(c) Mostre que a matriz elementar que corresponde a somar a uma linha um multiplo escalar
de outra é a matriz de um cisalhamento ao longo de um dos eixos coordenados.

(Sugestao: veja no Exemplo ?? na pagina ?? de [23] as matrizes elementares 2 x 2 e compare
com as matrizes das transformacdes definidas acima.)

Mostre que se T : R? — R? & uma transformacéo linear invertivel, entdo 7' & uma composicdo
de expansdes, compressoes, cisalhamentos e reflexdes. (Sugestdo: use o fato de que toda
matriz invertivel &€ o produto de matrizes elementares e o Exercicio 3.3.10.)

Seja A uma matriz triangular superior n x n com todos os elementos da diagonal iguais a zero.
Mostre que A™ = (. (Sugestdo: considere o operador 7' : R™ — R"™ cuja matriz na base
candnica é igual a A e determine a matriz de 7™.)

Seja T : V — W uma transformacdo linear. Sejam B = {V;,...,V,} e B = {V/,...,V/}
basesde Ve C = {W,....,W,,} e ={Wj,..., W/ } bases de W. Mostre que

[T% = PTTI5Q,
onde P é a matriz mudanca de base de €' para C e (), de B’ para B. (Sugestdo: siga a
demonstracao do Corolario 3.20 na pagina 274.)

SejaB = {V4,...,V,} umabase de um espaco vetorial V. Seja P uma matriz n x n invertivel.

Mostre que C = {Wy,...,W,,} é uma base de V, onde W, = Zpijv;, paraj = 1,...,n.
=1
Assim, P é a matriz mudancga de base de B para C.
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3.3.15. Sejam T : V —- Ue S : U — W transformacdes lineares. Suponha que os espacos vetoriais
V,U e W séo de dimensao finita. Sejam A e B matrizes tais que o produto AB esta definido.
Mostre que
(@) posto(ST) < posto(S). (Sugestdo: mostre que J(ST") C I(T').)
(b) posto(AB) < posto(A). (Sugestdo: use o item anterior.)

(c) posto(AB) < posto(B). (Sugestéo: use o fato de que o posto de uma matriz é igual ao
de sua transposta.)

(d) posto(ST) < posto(T'). (Sugestédo: use o item anterior.)
(e) Se S éinjetiva, entdo posto(ST') = posto(T).
(f) Se T' é sobrejetiva, entédo posto(ST') = posto(.S).
(g) Dé um exemplo em que posto(7") = posto(.S) > posto(ST).
3.3.16. Sejam W, e W, subespacos de um espacgo vetorial V tais que V = W; & W,. Defina o
operador linear P : V — V, projecdao em W, paralelo a W, da seguinte forma: todo vetor

V € V se escreve de maneira Unica como soma V=V, + V5, comV; € Wy e V, € Wi,
Define-se entdo P(V') = V. Mostre que J(P) = W, N(P) = Wy e P2 = P.

3.3.17. Mostre que se P : V — V & um operador linear tal que P?> = P (operador idempotente),
entdo P é uma projecdo. (Sugestdo: Sejam W; = J(P) e W, = N(P). Paratodo V € V,
V =(V—-PV))+ P(V). Mostre que (V — P(V) € N(P) e que se W € J(P), entdo
PW)=W))

3.3.18. Suponha que um espaco vetorial, V, admita uma decomposi¢cao em soma direta
V=W;&...56W,,isto é,
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N V=W, +...+W,e
(i W,n(Wy+...+ W, 1+ W,y +...+ W) ={0}, parai =1,... k.

Para: = 1,...,k, seja P; : V — V definida da seguinte forma. Seja VV € V. V se escreve
de maneira Gnicacomo V =V, + ...+ Vi, com V; € Wy, ..., Vi € Wy. Entdo, P;(V) = V.
Mostre que

(@ P?>=P,parai=1,....,k.

b) PA+...+ P.=1.

(c) P,P; = O, atransformacéo linear nula, se i # j.
3.3.19. Sejam Py,..., P, : V — V operadores lineares tais que

iy PL+...+P.=1.

(i) PP; = O, atransformacéao linear nula, se ¢ # j.

Mostre que

(@ P?=P,parai=1,....,k.

b) V=W, ®...5 W, onde W, =I(P,), parai =1,... k.

() SeV =Vi+...+ Vi, comV; € Wy, ..., Vi, € W,. Entdo, P(V) =V, parai =1,... k.
3.3.20. Sejam W1, ..., W, subespacos de um espaco vetorial V.

(@ SejaV=W;d... 5 W, Se B; & uma base de W,, parai = 1,...,k, mostre que
BiNn..NB,=28eB,;U...UB, é&umabase de V.
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3.3.21.

3.3.22.

3.3.23.

(b) Reciprocamente, se B; é base de W;, parai = 1,...,k,com B, N...NB, =G e
BiU...UB,basede V, mostreque V=W; ... s W,.

Seja P : V — V um operador idempotente (P? = P) de um espaco de dimensao finita. Mostre
que

(a) Existe uma base B tal que a matriz de P em relacdo a B, A = (a;;j)nxn, € tal que
an =...=a,, = 1eosdemais a;; =0, onde r = posto(P).

(b) O traco de P é igual ao seu posto.

Um operador T' : V — V é chamado nilpotente se 7" = O, a transformacéao linear nula,
para algum n € N. Seja 7' um operador nilpotente. Mostre que existe um vetor V' = 0 tal que
T(V) = 0.

Seja T : V — W uma transformagéo linear. Seja {V1,...,V,} uma base do nicleo de 7.
Mostre que o conjunto de todos os vetores X € V que sé&o solucdo da equacdo 7'(X) = W,
para W € J(T') é o conjunto dos vetores da forma Xy + oy Vi + ..., V), em que X, € uma
solugdo particular de 7'(X) = W.
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Figura 3.14: Composicao das Transformagdes Lineares T : V —-Ue S : U - W
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Figura 3.15: Rotacdo de um angulo 6 em
torno de um eixo determinado pelo vetor U

z
Rou(Us) y,
0/ Ry y(Ua)
Roy(Ur) =Ur~ - - |-
. O,

0\

y

Figura 3.16: Ry (Uy), Rou(Us) e Ry (Us)
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3.4 A Adjunta

Proposicdo 3.25. Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita com produto interno. Seja f um
funcional linear sobre V, ou seja, uma transformacéo linear de V no conjunto de escalares (R ou C).
Entdo existe um Gnico vetor W € V tal que

f(V)=(V, W), paratodoV € V.

Demonstracédo. Seja gy : V — R(ou C) a funcédo definida por gy (V)= (V, W), paratodo V € V.
Segue das propriedades do produto interno que gy € um funcional linear. Seja B = {Uy,...,U,}
uma base ortonormal de V. Entéo, pela Proposicao 2.7 na pagina 127,

W = (W,U) Uy + ...+ (W,U,) U,.

Mas, f(Uk) = gw(Uy) se, e somente se, f(Uy) = (U, W) ou (W, Uy) = f(Uy).
Assim, seja W = Z f(Ug)Ug. Entéo,
k=1

n

gw(U;) = (U;, W) = <Uj7 f(Uk)Uk> =Y (U (U, U) = F(U).

k=1

Ou seja, f e gy sdo iguais nos elementos da base B. Logo, pelo Teorema 3.1 na pagina 225, temos
que f(V) = gw(V) = (V,W), paratodo V € V. -
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Exemplo 3.35. Seja f : R" — R um funcional linear. Entdo, existe uma matriz A = [a; ... a,],
1 x n, tal que
L1 1
fX)=f| + | =4X=[u an
Ty Tn,

Neste caso, o vetor
W = f(El)El + ...+ f(Eg)Eg = a1E1 + ...+ anEn = ((11, c. ,an)

étal que f(X) = (X, W).

Definicao 3.6. Seja T' : V — W uma transformacao linear entre espacos vetoriais com produto
interno. Uma funcdo 7™ : W — V é chamada a adjunta de 7' se,

(T(V),W)=(V,T*(W)), paratodosV € VeV € W. (3.5)
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Simbolicamente, a equacgéao (3.5) esta dizendo que temos que “colocar” x em T’, quando “passa-
mos” 1" para o outro lado do produto interno.

Proposicao 3.26. Seja’l’ : V — W uma transformacao linear entre espagos vetoriais com produto
interno. Se 1" tem uma adjunta, 7™ : W — V, entéo ela &€ uma transformacéo linear e € a Unica que
satisfaz (3.5).

Demonstracao. Vamos mostrar em primeiro lugar que se 7™ é adjunta de 7', entao ela € uma
transformacao linear. Sejam W, Wy € W e «, ( escalares. Seja V' € V qualquer.

(T'(V), aWy + fWs)

a(T(V),Wh) + B(T(V), Wy)
= a(V, T*(W1)> + BV, T*(Ws))

(V,aT™(Wh) + BT (W2))

(V, T (aWy + pW3))

De onde segue que
(V, T*(aWy + W) — (oI (Wh) + ST*(W2))) = 0, paratodo vetor V €V,

em particular para V. = T*(aW; + fWs) — («T*(Wh) + BT*(Ws)). O que implica que V' = 0.
Portanto, 7™ (aW; + fWs) = oT*(W;) + BT*(W), como queriamos provar.
Seja U : W — V uma transformacao linear tal que

(T(V),W)=(V,T*(W)) =(V,UW)), paratodosV € VelW ¢ W,
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Entdo, (V,T*(W) — U(W)) =0, paratodos V € Ve W € W. Isto implica, tomando V' = T*(W) —
UW), que T*(W) — U(W) = 0, para todo W € W. De onde segue que T* = U. O

Teorema 3.27. Seja T’ : V — W uma transformacao linear entre espacgos de dimensao finita com
produto interno. Entdo 7" possui adjunta 1™, ou seja, existe uma Unica transformacao linear 7" : W —
V que satisfaz

(T(V),W)=(V, T*(W)), paratodosV €¢ Vel € W.

Demonstracdo. SejaW € W. Seja g : V — R(ou C) a fungéo definida por gy (V') = (T'(V), W),
para todo V € V. Segue das propriedades do produto interno e da linearidade de 7' que gy € um
funcional linear.

Pela Proposicdo 3.25 existe um Gnico V' € V (que depende de V) tal que

gw (V) ={(T(V),W) =(V,V'), paratodoV € V.

Seja T* : W — V a fungéo definida por 7*(W) = V’, paratodo W € W. Ja mostramos que 7™ é
Unica e € uma transformacao linear. O

Para determinar a adjunta de uma transformacao linear 7' s6 precisamos da matriz de 7" em
relacdo a bases ortonormais.
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Proposicéo 3.28. Sejam B = {V;,...,V,,} e € = {W,,...,W,,} bases ortonormais de Ve W,
respectivamente. Se 7' : V — W & uma transformacéo linear, entao

[T = A, onde [A]; = a; = (T(V;),W:),parai =1,...,mej=1,...,n.

Demonstracdo. Seja A = (aij)mxn @ Matriz definida por a;; = (I'(V;), W;). Pela Proposicéo 2.7 na
pagina 127, para o vetor 7'(V;), temos que

T(V;) =Y (T(V;),W;) Wi

i=1

Entdo, [T'(V})]e = : .Como [T)$ = [[T(V)]e ... [T(V,)]e], entdo [T

Boe
Il
o
O

Proposicéo 3.29. Sejam B = {V},...,V,} e C = {W,,...,W,,} bases ortonormais de Ve W,
respectivamente. Se 7' : V — W é uma transformago linear e A = [T, entdo

[T*]8 = B, onde[Bl; = by =a;,parai=1,...,nej=1,... m.
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Demonstracao. Pela Proposicao 3.28 a matriz B = [T*]g é dada por

bij = (T*(VV]-),V» = <Vz‘>T*(VVj)> = (T(V,-),Wj) = ji
O

Exemplo 3.36. SejaT : R™ — R™ uma transformacao linear. Entdo existe uma matriz A, m X n, tal
que
T(X)=AX, paratodo X € R".

Como a base candnica do R™ é uma base ortonormal, entdo a adjunta 7™ : R™ — R" & dada por
T*(Y) = A'Y, paratodoY € R™.

Podemos, agora, provar mais algumas propriedades da algebra das transformacdes lineares.
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Proposicdo 3.30. Sejam S e T transformagoes lineares com dominios e contra-dominios apropria-
dos. Entao,
@ (S+T) =S*+T* (@) () =aTl*; (@) (ST) =T*S*; AT =T, (e)I*=1.

Demonstracao. Para provar estas propriedades vamos usar o fato de que duas transformacao line-
ares 11,75 : V — W séo iguais se (W, T1(V)) = (W, T»(V)), paratodos V€ Ve W € W,

@ (V,(S+T)(W)) = ((S+T)(V),W) = (S(V),W) + (T(V),W) = (V,5*(W)) +
(V.T*(W)) = (V.5 (W) + T*(W)) = (V. (5" + T)(W).

(

(

) (V, (aT)*(W)) = ((aT)(V), W) = a(T(V),W) = a(V,T*(W)) = (V, (aT*)(W)).
© (V.(ST)"(W)) = (ST)(V), W) = (S(T(V)), W) = (T(V), 5*(W)) = (V, (T"5")(W)).

@ (T(V), W) = (W, T=(V)) = (T*(W),V) = (V,T*(W)) = (T(V), W).

(e) Este item & simples e deixamos como exercicio para o leitor. O

Teorema 3.31. Sejam T' : V — W uma transformacdo linear entre espagos vetoriais com produto
interno de dimensao finita. Entdo

(@ N(T) = I(T*)* e V = N(T) & I(T*).
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(b) N(T*) =I(T)* e W = N(T*) & I(T).

Demonstracdo. (a) Um vetor V' € N(T') se, e somente se, (T'(V),W) = 0, paratodo W € W.
Mas, (T(V),W) = (V,T*(W)) = 0, paratodo W € W se, e somente se, V € J(T*)*.
Portanto, N(T) = J(T*)* e V = N(T') & J(T™*), pela Proposicéo 2.11 na pagina 156.

(b) Basta aplicar o item anterior a 7™ e usar o fato de que 7T** =T'.

3.4.1 Aplicacao: Problema de Quadrados Minimos

Muitos problemas, quando modelados, levam a sistemas lineares A X = B, que sdo inconsisten-
tes (isto €, ndo possuem solucado), apesar dos problemas que os originaram requererem solugcao. A
inconsisténcia vem com frequiéncia devido a erros experimentais na matriz 3. Uma forma de resolver
esta inconsisténcia é resolver o problema de quadrados minimos associado, ou seja,

min ||A X — B||*.

Apesar de nao ser esta a Unica forma de resolver a inconsisténcia, pode-se mostrar que se 0s erros
em B forem nado viciados e os b; tiverem a mesma variancia (fixa), entdo a solucéo do problema de
guadrados minimos & a que tem a menor variancia dentro de um certo conjunto de “solucdes”.

O teorema seguinte € a chave para a solucao do problema de quadrados minimos.
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9(T*) 9(T)

T*

ol
b
3

N(T)

Figura 3.17: Subespacos N(77),J(7™), J(T') e N(T™)
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Teorema 3.32. Seja A uma matriz m x n. O problema de quadrados minimos:
min [|AX — B|[?
€ equivalente a resolver o sistema linear consistente
A'AX = A'B,

chamado de equac¢des normais.

Demonstracdo. Seja T : R® — R™ a transformacdo linear definida por 7'(X) = AX, para todo
X € R". O problema de quadrados minimos

min ||AX — B|?
pode ser escrito como
min [|[Y —B|*> e Y =AX.
YeI(T)

Um vetor X € R™ é solugéo deste problema se, e somente se, B—Y = B— A X € J(T)* (Teorema
2.12 na pagina 167). Mas, pelo Teorema 3.31, J(T')+ = N(T™*). Assim, X & solug&o do problema de
guadrados minimos se, e somente se,

AY(B - AX)=0.
Ou seja, a solucao do problema de quadrados minimos é a solucao do sistema linear
A'AX = A'B.
O
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y
///)( [+ LTS 5
= AsXE‘— B
/// |+ B\ 4
ll ///// 0 2 o
RrR™ R™ =N -3 -2 -1 ) 1 2 3 a

Figura 3.18: A solucdo de quadrados Figura 3.19: Reta que “melhor” se ajusta
minimos a quatro pontos
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Exemplo 3.37. Vamos determinar a reta de equagdo y = ax + b que melhor se ajusta aos pontos

P = (-3,6),P, = (0,4), Ps = (1,0) e Py = (2,2) no sentido de quadrados minimos, ou seja, tal
4

que Z(yz —ar; — b)2 seja minimo. Substituindo-se estes pontos na equacéo da reta obtemos o
=1

seguinte sistema

—3a + b = 6

b = 4

a + b =0

20 + b = 2
-3 1 6

. 01 4 ~
Para este sistema temos que A = 11 eB= 0l Para encontrar a solu¢ao de quadrados

2 1 2

minimos deste sistema temos que resolver as equagdes normais A'!AX = A!B. Neste caso,

t _ 14 0 t _ _14
AA_[ 0 4 e A'B= 12

Assim a solugéo de quadrados minimos € X = [—-1 3", oua = —1,b=3. Aretay = —x + 3 éa
reta procurada.

Exemplo 3.38. Vamos determinar a parabola de equacdo y = ax? + bx + ¢ que melhor se ajusta aos
pontos P, = (—2,0),P, = (—1,2),P; = (1,2) e P, = (2,10) no sentido de quadrados minimos,
4

ou seja, tal que Z(yz — axf — bx; — 0)2 seja minimo. Substituindo-se estes pontos na equagao da
=1
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parabola obtemos o seguinte sistema

4da — 20 + ¢ = 0
a — b + ¢ = 2
a + b + ¢ = 2

4a 4+ 2b + ¢ = 10
4 =2 1 0

: 1 -1 1 2 -
Para este sistema temos que A = 1 11 e B = 5 | Para encontrar a solugédo de

4 2 1 10

quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equagdes normais A’ AX = A'B. Aqui,

34 0 10 44
AA = 0 10 0 e A'B= 20
10 0 4 14

Escalonando a matriz aumentada [A’ A| A’ B] obtemos que a solugdo de quadrados minimos é X =
[121],oua=1,b=2ec=1. Ey = 2>+ 2z + 1 é a equagdo da parabola procurada.

Exemplo 3.39. Vamos determinar o circulo de equagéo z* + y? = ax + by + ¢ que melhor se ajusta
aos pontos P, = (—2,0), P, = (0,2), Ps = (1,—3) e Py = (3, 1) no sentido de quadrados minimos,
4

ou seja, tal que Z(m? +5y? — ax; — by; — ¢)* seja minimo. Substituindo-se estes pontos na equagao
=1
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Figura 3.20: Parabola que “melhor” se Figura 3.21: Circulo que “melhor” se
ajusta a quatro pontos ajusta a quatro pontos
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do circulo obtemos o seguinte sistema

—2a 4+ ¢ = 4
+ 206 + ¢ = 4
a — 3b + ¢ = 10
3a + b + ¢ = 10
-2 01 4
. 0 21 4 .
Para este sistema temos que A = 1 —3 1]¢ B = 10 |- Para encontrar a solugéo de
3 1 1 10
quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equagdes normais A'AX = A'B. Aqui,
14 0 2 44
AtA = 0 14 0 e A'B=|20
2 0 4 14

Escalonando a matriz aumentada [A* A| A* B] obtemos que a solu¢do de quadrados minimos é X =
[18/13 — 6/7 82/13]", oua = 18/13,b = —6/7 e ¢ = 82/13. A equagdo do circulo procurado é
2?2 +y? — (18/13)z + (6/7)y = 82/13. O centro do circulo Py = (9, %) € 0 raio r so obtidos pelas

equagdes a = 2z9,b = 2y e ¥ = ¢+ x} + y3. Assim, g = 9/13,yy = —3/Ter = /32 ~ 2,6.

Exemplo 3.40. Vamos, agora, acrescentar o par (1/2,3/2) ao conjunto de dados do Exemplo 1.70
na pagina 94 obtendo o seguinte conjunto de dados

v —1]0]1/2][1[2]3
y| 1[4]3/2[1[3]0
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4.5

351

25

15 @)

0.5

w ey
ol |

3.5

Figura 3.22: Ajuste dos dados do Exemplo 3.40 por splines dividindo-se o intervalo [—1, 3] em dois
subintervalos
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Como no Exemplo 1.70 na pagina 94, dividindo-se o intervalo [—1, 3] em dois subintervalos e usando
a base {q1, ¢2, 3, q4, ¢5 }, 0 problema de encontrar um spline

f(z) = c1q1(x) + coqao () + c3q3(x) + caqa(w) + c505(x)
que melhor se ajusta ao conjunto de pontos (—1, 1), (0,4), (1/2,3/2), (1,1), (2, 3), (3,0) no sentido
de quadrados minimos toma a forma

6

min Z (c1q1(wi) + caqa(wi) + c3q3(wi) + caqa(wi) + c5q5(wi) — f(xz‘))2

ou
min [|[AX — Bl
em que a matriz A & definida por a;; = q;(x;), B porb; = y; e X porz; = ¢;, parai = 1,...,6,
7 =1,...,5. Neste caso
(i 1 3 0 0]
1 2 23 1 1
32 32 32 32 4 1
1 121 235 27 c
—_— TN 499 20 O 9
A= | P6 26 256 356 . B= 3/2 S
o i+ 1 1 9 1
4 4 5 Ca
1 23 23 1
0 5% % % = 0 Cs
1 1 - -
L 00 7 1 7]

Os coeficientes c; obtidos resolvendo o problema de quadrados minimos s&o

c1 = —34.4039, ¢ =10.7147, c3=—4.3737, ¢4 =9.6455, c5 = —34.2351
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 505)

3.4.1. SejaT : R™ — R™ uma transformacao linear definida por 7'(X) = AX, paratodo X € R".
Determine uma base para cada um dos seguintes subespacos J(7), N(T"),J(T) e N(T™),
para cada uma das seguintes matrizes.

4 -2 1000
1 3 0111
@15 ® o011
3 4 11 2 2

3.4.2. Seja W o subespago de R? gerado por V' = (1, —1, 1). Encontre uma base para W+ e dé& uma
interpretac&o geométrica para W e W+,

3.4.3. Seja W o subespago do R* gerado pelos vetores V; = (1,0,-2,1) e V5 = (0,1,3, —2).
Encontre uma base para W+.

3.4.4. Encontre a equacao da parabola que melhor se ajusta aos pontos dados no sentido de quadra-

4
dos minimos, ou seja, tal que Z(yi — ax} — bx; — c)? seja minimo:
=1
(a) Pl = (_271>7P2 = (_]-72>7P3 - (170) eP4 - (277)
(b) Pl = (_271)’P2 = (_]—a3)7P3 - (173) eP4 = (2711)
3.4.5.

Encontre a equacao do circulo que melhor se ajusta aos pontos dados no sentido de quadrados
4

minimos, ou seja, tal que E (zF + i — ax; — by; — c)* seja minimo:
=1
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(a) Pl = (—2,0),P2 = (0,1),P3 = (1,—2) eP4 = (2,1)
(b) P = (—2,1),P2 = (—1,—2),P3 = (0,1) e P, = (2,0)

3.4.6. Encontre a solucao de quadrados minimos dos seguintes sistemas:

v+ 2 = 3 —z 4+ oy = 10 _iiyijfg
@< 20 + 4y =2 O 20 + y = 5 (o) —gy/—l—z:l
—r — 2y =1 r — 2y = 20 . L. o= 9

Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do MATLAB®:

>> x=linspace(a,b) cria um vetor contendo 100 valores igualmente espacados entre a e b.

>> plot(x,f(x)) desenha as funcdo f (x) ligando os pontos (z;, f(z;)).
Comandos do pacote GAAL:

>> gk=splinel(k,x,nbp,a,b) calcula o spline ¢, em x para um intervalo [a,b] dividido em
nbp-1 subintervalos.

>> A=splinel(X,nbp,a,b) cria a matriz a;; = ¢;(X;) para um intervalo [a,b] dividido em
nbp-1 subintervalos.

>> f=splinel(C,x,nbp,a,b) calcula a soma Cyqx(z) com k=1:nbp+2
>> po([X,Y]) desenha os pontos (X(i),Y(i)).

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



3.4

A Adjunta 309

3.4.7.

3.4.8.

(@)

(b)

(©

(@)

(b)

()

Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatorias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MaTLAB® para encontrar os coeficientes a, b, c e d da funcdo polinomial p(zr) =
ax® + bx? + cx + d que melhor se ajusta aos pontos dados pelas linhas da matriz P, no
sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que > (y; — ax; — bx? — cx — d)? seja minimo.
A matriz A=matvand (P(:,1),3) pode ser (til na solugdo deste problema, assim como a
matriz B=P(:,2).

Desenhe os pontos e o grafico do polinémio com os comandos
clf,po(P), syms x, plotfl(a*x”3+b*x"~2+c*x+d, [-5,5]), onde a,b,c e d séo os
coeficientes ja encontrados. Desenhe o0s eixos coordenados com 0 comando eixos.

Use o comando P=randi(6,2), para gerar 6 pontos com entradas inteiras e aleatorias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MATLAB® para encontrar os coeficientes a, b, ¢, d e e da conica de equacdo x2 +
axy + by? + cx + dy + e = 0, cujo grafico melhor se ajusta aos pontos dados pelas linhas
da matriz P, no sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que Z(x? — ary; — byf —
cr; — dy; — e)* seja minimo. As matrizes M=matvand (P,2), B=-M(:,1) e A=M(:,2:6)
podem ser Uteis na solugcdo deste problema.

Desenhe os pontos e a conica com os comandos

clf,po(P), syms x y, plotci(x"2+a*xx*xy+b*xy~2+cxx+d*xy+e,[-5,5],[-5,5]),
onde a,b,c,d e e sdo os coeficientes encontrados no item anterior. Desenhe 0s eixos
coordenados com o comando eixos.

Exercicios TeoOricos

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



310

Transformacodes Lineares

3.4.9.

3.4.10.

3.4.11.

3.4.12.

3.4.13.

Sejam 17,5 : V — W transformacgdes lineares entre espacgos vetoriais com produto interno.
Mostre que se

(r(V),W)=(S(V),W), paratodosV e Vel € W,entdo T = S.

Seja W um subespaco de um espacgo vetorial com produto interno V, gerado pelos vetores
Vi,...,Vi. Mostre que V € W+ se, e somente se, V é ortogonal a V;, parai = 1,...,k.

SejaT : V — W uma transformacgao linear entre espacgos vetoriais de dimensao finita com
produto interno.

(@) Mostre que N(T*T') = N(T);

(Sugestdo: se T*T'(V) = 0, entdo T'(V) € J(T) N N(T*).)
(b) Mostre que se T’ € injetiva, entdo 11" &€ invertivel.
(c) Mostre que J(T™) = I(T*T).

(d) Mostre que se T’ é sobrejetiva, entdo 1T7™ € invertivel.

Sejam A uma matriz m x n com colunas linearmente independentes e B uma matriz m x 1.
Mostre que neste caso, a matriz A’ A & invertivel e que vale a seguinte formula para a solugéo
do problema de quadrados minimos, min ||[AX — B||?,

X = (A'A)TA'B.

Sejam B = {V4,...,V,} e € = {W4,..., W, } duas bases ortonormais de um espaco vetorial
com produto interno V real.
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(a) Mostre que a matriz mudanca de base de B para C é
P= (pij)nxru em que Dij = <V}, Wl>, para Z,j = 1, .o, N

(b) Mostre que (V;,V;) = Z (Vi, Wi) (V;, Wy).
k=1
(c) Mostre que P & uma matriz ortogonal, ou seja, que P~! = P!. (Sugestdo: mostre que
PP =1,)

3.4.14. SejaT : V — V um operador linear em um espaco com produto interno.

(@) Mostre que se W é um subespaco de V tal que (W) € W, para todo W € W,
entdo T*(V) € W+, para todo V € W+, (Sugestdo: tome V € WL e mostre que
(W, T*(V)) =0, paratodo W € W.)

(b) Mostre que se TT* = T*T, entdo ||[T'(V)|| = ||T*(V)||, para todo vetor V € V. (Su-
gestdo: use o fato de que ||T'(V)||> = (T(V), T(V)).)
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Teste do Capitulo

1. Seja F' : R? — R?® uma aplicagdo linear tal que F'(E,) = FE1+ E», F(E,) = Ey e F(E3) = Es,
em que {E,, Fy, E3} € a base candnica do R?.
(@) Ache F(z,y,z2), onde (x,y,2) € R3.
(b) Ache uma base para N(F'), uma base para a J(F") e suas dimensdes.

(c) Diga se F' € injetiva, sobrejetiva e isomorfismo.

2. Dé um exemplo de um isomorfismo T : R? — R3 diferente da identidade do R®. Prove que é
isomorfismo.

3. Dé um exemplo de uma transformacao linear 7" sobrejetiva e nao injetiva. Prove que € sobreje-
tiva e nao injetiva.

4, Considere o plano 7 : z + y + z = 0. Sejam B = {FE}, F,, E3} a base candnicado R® e € =
{Uy,U,,Us} a base ortonormal de R? definida por U; = 1/v/3(1,1,1), Uy = 1/v/2(—1,1,0)
elUs =1/v6(—1,-1,2).

(@) Seja P, : R? — R3 a projecéo ortogonal no plano 7. Encontre [P,]$ e [Py] 3.

(b) Seja R, : R? — R? a reflexdo em relagdo ao plano 7. Encontre [R,]S e [R,]%.

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



Capitulo 4

Diagonalizacao

4.1 Diagonalizacéo de Operadores

4.1.1 Motivacao: Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

Vamos considerar o problema de encontrar as fungdes que dao a evolugcdo das populacdes de
duas espécies, S e S,, convivendo em um mesmo ecossistema no tempo ¢ > 0. Vamos denotar as
populacdes das espécies S; e Sy em um instante ¢ por x1(t) e z5(t), respectivamente.

Inicialmente vamos supor que a taxa de crescimento da populacdo de uma espécie nao depende
do que ocorre com a outra espécie e que esta taxa & proporcional a sua populagéo existente (ou
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314 Diagonalizacao

equivalentemente que a taxa de crescimento relativa € constante). Ou seja, vamos supor que

dz
ry(t) = d_tl

B = D)= dealt)
dt

em que a,d € R. Temos aqui um sistema de equacdes diferenciais, ou seja, um sistema de equagdes
gue envolvem derivadas das funcbes que sao incognitas. Neste caso as duas equacdes sao desaco-
pladas, isto &, podem ser resolvidas independentemente. A solug&o do sistema é z;(t) = z1(0)e™ e
15(t) = 22(0)e®, parat > 0 (Exemplo 1.19 na pagina 24).

Vamos supor, agora, que as duas populagdes interagem de forma que a taxa de crescimento da
populacdo de uma espécie depende de forma linear ndo somente da sua populagcao existente, mas
também da populacao existente da outra espécie. Ou seja, vamos supor que

()= azi (1)

2y (t) = ax(t) + bao(t)

o(t) = cxq(t) + do(t)
Por exemplo, se os individuos de uma espécie competem com os da outra por alimento (a,d > 0 e
b,c < 0), ou os individuos da espécie S; sdo predadores dos da outra (a,b,d > 0 e ¢ < 0). Neste

caso a solucdo de uma equacao depende da outra. Podemos escrever este sistema na forma de uma

equacéo diferencial matricial
X'(t) = AX(1), (4.1)

/

em que X'(t) = [ i}@) },A — [
2

P e D tais que

} e X(t) = [ zi(t) ] Vamos supor que existam matrizes

A=PDP!, 4.2)
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A0

0 }.Substituindo—se (4.2) em (4.1) obtemos
2

emqueD:{

X'(t)=PDP'X(t).
Multiplicando-se & esquerda por P~!, obtemos
P'X'(t) = DP7*X(t).
Fazendo a mudanca de variavel Y (t) = P~ X (), obtemos
Y'(t) = DY (t),

gue pode ser escrito na forma

yi(t) = Mw(t)

Yo(t) = Aaya(t)
Estas equacdes estfo desacopladas e tém solugdes dadas por 1 (t) = y1(0)eM? e ya(t) = y2(0)e 2.

Assim a solucdo da equacao (4.1) é

At At Ait
X(t)= PY(t)= P { z;gg;zﬂ } =P { “ 692t } Y(0)=P { “ GSQt 1 P1X(0).
Observe que o que possibilitou a resolucao do sistema de equacdes foi a hipotese feita de que a
matriz A pode ser escrita como A = PDP~!, em que D & uma matriz diagonal.
Vamos descobrir como podemos determinar matrizes P e D, quando elas existem, tais que
A = PDP~!, ou equivalentemente, D = P~'AP, com D sendo uma matriz diagonal. Chama-
mos diagonalizagao ao processo de encontrar as matrizes P e D.
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4.1.2 Operadores e Matrizes Diagonalizaveis

Definicao 4.1. Dizemos que uma matriz B, n X n, € semelhante a uma matriz A, n x n, se existir
uma matriz P nao singular tal que

B =P 'AP

A relacéo de semelhanca satisfaz as seguintes propriedades:

e toda matriz quadrada é semelhante a si mesma;

e se uma matriz A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A e

e se A é semelhante a B e B € semelhante a C, entdao A é semelhante a C.

Deixamos como exercicio a verificacdo destas propriedades.

Definicdo 4.2.  (a) Dizemos que uma matriz A, n x n, & diagonalizavel, se ela & semelhante a
uma matriz diagonal. Ou seja, se existem matrizes Q e D tais que A = Q= 'DQ, em que D é
uma matriz diagonal.

(b) Dizemos que um operador 7' : V — V de um espaco de dimensao finita V é diagonalizavel,
se existe uma base € de V tal que [T']§ & uma matriz diagonal.
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Exemplo 4.1. Toda matriz diagonal

A0 0
0 X 0
0 0 A\
é diagonalizavel, pois
A= (I,) AL,

O proximo resultado mostra que um operador linear é diagonalizavel se, e somente se, a matriz
dele em relacéo a uma base é diagonalizavel.

Proposicédo 4.1. SejaT : V — V um operador de um espaco vetorial V de dimensao finita. Seja B
uma base de V. T' & um operador diagonalizavel se, e somente se, [T]2 € uma matriz diagonalizavel.

Demonstracao. Se um operador linear 7" : V — V é diagonalizavel, entdo existe uma base C de V
tal que [T]$ é diagonal. Entdo, pelo Corolario 3.20 na pagina 274 existe uma matriz P tal que

[T]e = PHTI3P,
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ou seja, a matriz A = [T'|3 é diagonalizavel.
Reciprocamente, se a matriz A = [T']3 é diagonalizavel, em que B = {V},...,V,}, entdo existe
uma matriz P tal que
D =P AP

é uma matriz diagonal. Seja € = {W;,...,W,}, em que W; = Zpijvi’ paraj = 1,...,n. Cé
i=1
uma base de V (Exercicio 3.3.14 na pagina 284) e
118 = PT)EP = D.

Portanto, T' € um operador diagonalizavel. O

4.1.3 Autovalores e Autovetores

Se um operador 1" é diagonalizavel, entdo existe uma base C = {V3,...,V, } tal que
A 0 ... 0
mg=p=| " " 0
0 ... 0 A

O que implica que

T(Vj) = Zdij‘/i =\;V;, paraj=1,...,n.
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Isto motiva a seguinte definicéo.

Definicao 4.3. Seja’l’ : V — V um operador linear. Um escalar A € chamado autovalor de T, se
existe um vetor ndo nulo V € V, tal que

T(V) = \V. (4.3)

Um vetor ndo nulo que satisfaca (4.3), € chamado de autovetor de 7.

T(V) = AV B 1% %
/ T(V) =V (V) = AWV~

o} o
A>1 0<A<l1 A <0
Observe que a equacao (4.3) pode ser escrita como
T(V)=X(V)
ou )
(T —XH)(V)=0. (4.4)

Assim, 0s autovetores sao os vetores nao nulos que pertencem ao ndcleo de 7' — A e os autovalores
sdo os escalares ) tais que
N(T — \I) #{0}.
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Seja B = {V4,...,V,} umabase de V. A equacéo (4.4) é equivalente a
(A—\,)X =0.

em que A = [T]3. E esta equagio tem solugdo ndo trivial se, e somente se, det(4A — \I,) = 0
(Teorema ?? na pagina ?? de [23]).
Como det(AB) = det(A) det(B) = det(BA) (Teorema ?? na pagina ?? de [23]), entdo

det(P~'AP) = det(A).

Assim, em virtude do Corolario 3.20 na pagina 274, se V & um espaco vetorial de dimensao finita,
podemos definir o determinante de um operador linear 7" : V — V como sendo

det(T) = det([T]3),

em que B é uma base de V. Com a definicdo de determinante de um operador, podemos dizer que
existe um vetor ndo nulo V' € V que satisfaz (4.4) se, e somente se,

det(T — AI) = 0.

Assim temos um método para encontrar os autovalores e os autovetores de um operador 7.

Proposicao 4.2. Sejal' : V — V um operador linear de um espago de dimensao finita.

(a) Os autovalores de 1" sao as raizes do polindbmio
p(A) = det(T — \1,) (4.5)

gue estéo no conjunto de escalares.
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(b) Para cada autovalor A, os autovetores associados a A sdo os vetores nao nulos do nicleo de
T — M\,
N(T — A).

Definicao 4.4. Seja T’ um operador em um espaco de dimensao finita. O polinémio
p(A) = det(T — \I) (4.6)

€ chamado polindmio caracteristico de 7.

Assim, para determinarmos os autovalores de um operador T' em um espago de dimensao finita
precisamos determinar as raizes, que estao no conjunto de escalares, do seu polindmio caracteristico,
que tem a forma p(A) = (—1)"\" + a, 1 A" ' 4+ ... + a1\ + ao.

Um resultado sobre polindbmios que muitas vezes é (til, € o que diz que se ag, ay, ..., a,_1 SA0
inteiros, entdo as suas raizes racionais (se existirem) sdo numeros inteiros e divisores do coeficiente
do termo de grau zero ag. Por exemplo, se p(\) = —\3 4+ 6)A? — 11\ + 6, entdo as possiveis raizes
racionais sdo +1, +2, +3 e +6. Substituindo estes valores em p(\), vemos que p(1) = 0, ou seja, 1
é umaraiz de p()\). Finalmente, dividindo p(\) por A — 1, obtemos que p(A\) = (A—1)(=A2+5\—6).
Como as raizes de —\? + 5\ — 6 sdo 2 e 3, entdo as raizes de p()), sdo 1,2 e 3.
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Exemplo 4.2. Vamos determinar os autovalores e autovetores do operador 7' : R?® — R? definido
por T'(X) = AX, paratodo X € R3, em que

2 01
A=12 1 2
1 0 2

Para este operador o polindmio caracteristico é

2—-A 0 1
p(A) = det(A — \3) = det 2 1-Xx 2
1 0 2—A
2—A 1
1 2— A
= (1= N(A2—4A+3) = (1 - N3 = N).

— (- e

Como os autovalores de A sdo as raizes reais de p(\), temos que os autovalores de Asdo A\; = 1 e
>\2 == 3

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores A\; = 1 e A, = 3. Para isto
vamos resolver os sistemas (A — A\ 13)X = 0e (A — X\2I3)X = 0. O sistema

(A-MI)X =0 é

101 x 0
202 |yl=1]0
101 z 0
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cuja solucao geral é
Wl = {(—Oé,ﬁ, Oé) | Oé,ﬁ S R}

gue é o conjunto de todos os autovetores associados a A\; = 1 acrescentado o vetor nulo. Enquanto
0 sistema

(A Al)X =0 é

-1
2 —2
1

cuja solucao geral é
W, = {(,2a,0) | o € R},

que € o conjunto de todos o0s autovetores associados a Ay = 3 acrescentado o vetor nulo.

Exemplo 4.3. Vamos determinar os autovalores e autovetores do operador 1" : Py — P, definido por
T(p)(z) = p(z) + (3z + 2)p'(z), paratodo p € P,. Seja B = {1, z, z?}, entdo

T = A=

[eo BN el
O = N
NN

Para este operador o polinbmio caracteristico &

p(A) = det(T — M) = det(A — A\I3) = det 0 4-X 4

= (1=N{@-XT-2)
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Portanto os autovaloresde T'sao \; = 1, A =4 e A3 =T7.
Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores A, Ay e A3. Para isto vamos
resolver os sistemas (A — A\ I3)X =0, (A — \oI3)X =0e (A — \3[3)X = 0. Como

(A - )\1[3)X — (_)

0 20 x 0
034 ||y|=1]0],
0 0 6 z 0
entdo a solugdo geral do sistema (A — A\ 13)X = 0 é {(,0,0) | a € R}. Portanto, o conjunto de

todos os autovetores associados a A\; = 1 acrescentado o vetor nulo é

O sistema

-3 20 T 0
004||lyl=1]0
00 3 z 0
Assim a solugdo geral do sistema (A — A\ I3) X = 0 € {a(2,3,0) | a € R}. Portanto, o conjunto de

todos os autovetores associados a A\, = 4 acrescentado o vetor nulo &

Wy = {p(z) = a(2(1) + 3(z)) | @ € R}
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O sistema
(A - )\3]3)X - 6
—6 2 0 T 0
0 -3 4 y |l =10
0 00 Z 0

Assim a solucao geral do sistema (A — A\373) X = 0 é {«(4,12,9) | « € R}. Portanto, o conjunto de
todos os autovetores associados a Ay = 7 acrescentado o vetor nulo é

W3 = {p(z) = a(4(1) + 12(x) + 9(z?)) | a« € R}.

Nos exemplos anteriores, para cada autovalor encontramos todos 0s autovetores associados a
ele. Para cada autovalor A, o conjunto dos autovetores associados a ele acrescentado o vetor nulo é
ondcleode T'— A1, N(T'—\I), que é um subespagco. Este subespaco recebe o nome de autoespaco
associado ao autovalor \.

Ja vimos que se um operador 7' é diagonalizavel, entdo os vetores da base em relagao a qual a
matriz de 7' & diagonal sdao autovetores associados a autovalores. Portanto, estes autovetores sédo
L.l. Vamos mostrar, a seguir, que esta &€ uma condicdo necessaria e suficiente para que um operador
seja diagonalizavel.

Teorema 4.3. Um operador 1" : V — V de um espaco vetorial V de dimenséo n € diagonalizavel
se, e somente se, ele possui n autovetores linearmente independentes. Ou seja, 1" é diagonalizavel
se, e somente se, 0 espaco V tem uma base formada de autovetores de 7T'.
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Demonstracdo. Vamos primeiro provar que se 1’ é diagonalizavel, entao ele possui n autovetores

L.l. Se um operador T é diagonalizavel, entdo existe uma base C = {V4,...,V,,} tal que
A 0 ... 0
mg=p=| 0 Y
Y

O que implica que

T(V;) = ZdijVi =NV, paraj=1,...,n.

i=1

Como € é uma base, entdo os autovetores V7, ..., V,, sédo L.l
Suponha, agora, que Vi,...,V, sdo n autovetores linearmente independentes associados a

A1, - -+, A, respectivamente. Entao, € = {V;,...,V,} €umabase e

A0 ... 0

0 Ao 0

[Ie=D= N

0 0 A\

Ou seja, T € diagonalizavel. O

Segue do teorema anterior que se queremos diagonalizar um operador devemos procurar 0 maior
nimero possivel de autovetores linearmente independentes. Para cada autovalor A, uma base do
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autoespacgo associado a A € um conjunto com o maior namero possivel de autovetores associados
a A. Vamos mostrar que ao juntarmos as bases dos autoespacos 0 novo conjunto formado continua
linearmente independente.

Vamos antes provar um resultado sobre os autoespacos.

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



328 Diagonalizacéo

Proposicao 4.4. SejaT : V — V um operador linear.

(a) Para todo autovalor ), o autoespago associado a A, W, = N(7" — A\I), & T-invariante, isto &,
T(W,) CW,.

(b) A intersecao de dois autoespacos associados a autovalores diferentes € igual ao subespaco
nulo. Ou seja, se A # p séo autovalores de T, entdo N(T' — M) N N(T — ul) = {0}

Demonstracdo. (a) Se V € W, = N(T'— AI), entdo T(V) = AV € W,, pois W, é um
subespaco.

(b) Se V e N(T — N)NN(T — pul), entdo T(V) = AV = V. O que implica que (A — p)V = 0.
Assim, se \ # u, entdo V = 0.
0l

O resultado que vem a seguir, garante que se conseguirmos para cada autovalor, autovetores L.1.,
entao ao juntarmos todos os autovetores obtidos, eles continuardo sendo L.I.

Proposicao 4.5. SejaT : V — V um operador linear de um espaco de dimensao finita V. Sejam
A1, ..., A; autovalores distintos de 7'. Se paracadai = 1,...,1, {Vl(l), cee Vk(;)} € um conjunto de
autovetores L.I. associados a \;, entdo {Vl(l), e Vk(ll), e Vl(l), e Vk(ll)} € um conjunto L.I.
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Demonstracdao. Vamos, em primeiro lugar, mostrar que se
Vi+...+V, =0, (4.7
comV; € N(T — \;I),entdo V; = 0, parai = 1,...,l. Vamos supor, por indugdo, que
Vi+...+Vi_1=0,

com V; € N(T — \I), implicaque V; = 0, parai = 1,...,1 — 1. Aplicando (T" — \;I) a ambos os
membros da equacao acima obtemos

(T =MDV + ...+ (T = NIV, = 0.

Pela Proposicéo 4.4 e pela hipotese de inducédo temos que V; = 0, parai = 1, ...,[— 1. Substituindo-
se V; =...=1V,_; = 0naequacgao (4.7) obtemos que também V; = 0.
Precisamos mostrar que a Unica solu¢do da equacéao

MM +~-+I/(:1)Vk(1l) +o 42DV +“'+Il(cll)vk(ll) -0 (4.8)

(2

é a solucdo trivial. Como V; = x?vf“ +...+ x,(ﬂ) Vk(j) € N(T — \.I), pelo que mostramos acima, a
equacdao (4.8) implica que - A
V=2V 1. 420V =,

parat = 1,...,l. Comoparacada: = 1,...,lI, Vli), e ,Vk(f) sao L.l., entdo xgi) =...= x,(jl) = 0.
O que prova que todos os autovetores juntos sao L.1I. O

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



330 Diagonalizacédo

Exemplo 4.4. Considere o operador 7" : Py — P, definido por T'(p)(x) = p(x) + (3z + 2)p’(z), para
todo p € P,. Seja B = {1, z, 2%}, entdo

T)5 = A=

S O =
O =N
~ b~ O

ja vimos no Exemplo 4.3 na pagina 323 que seu polindmio caracteristico € p(A) = (1—X)(4—\)(7—X\),
0s seus autovalores séo A\; = 1, A, = 4 e A3 = 7 e 0s autoespacos correspondentes sao

W, = {p(x) = a(1) | a € R},

Wy = {p(z) = a(2(1) + 3(z)) |« € R} e
W3 = {p(z) = a(4(1) + 12(z) + 9(2?)) | « € R},

respectivamente. Vamos encontrar, para cada autoespaco, o maior numero possivel de autovetores
L.l., ou seja, vamos encontrar uma base para cada autoespaco. E o teorema anterior garante que se
juntarmos todos estes autovetores eles vao continuar sendo L.I.
Para W, temos que
{pi(z) =1}

€ uma base para W;. Assim, ndo podemos ter um nimero maior de autovetores L.l. associados a
A1 = 1 (Teorema 1.10 na pagina 79).
Para W, temos que
{p2(z) =2+ 3z}

€ uma base para W,. Assim, ndo podemos ter um nimero maior de autovetores L.l. associados a
Ao = 4.
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Para W3, temos que
{ps(x) = 4 + 122 + 92°}

€ uma base para W3. Assim, ndo podemos ter um nimero maior de autovetores L.l. associados a
/\3 =17.

Como p; € um autovetor L.I. associados a A1, p» € um autovetor L.l. associados a \; € p3 € um
autovetor L.l. associado a A3, entdo pela Proposicao 4.5 na pagina 328 os autovetores juntos py, ps €
ps séo L.I. e portanto formam uma base de P,. Seja € = {p1, p2, p3}. Entdo,

A 00 1 00 1 2 4
D=[TIS=10 X 0 |=]040/|,P=[[pdsplslps]z]=1]0 3 12
0 0 ) 00 7 00 9
sao tais que
D =P 'AP.

Exemplo 4.5. Considere o operador 7" : R?* — R? definido por T'(X) = AX, paratodo X € R?, em
que

2 01
21 2
1 0 2

Ja vimos no Exemplo 4.2 na pagina 322 que o seu polindmio caracteristico &

A:

p(A\) =det(A — AI3) = (1 — N3 = N),
que os seus autovalores sdo \; = 1 e Ay = 3 e que 0s autoespacos correspondentes sdo

Wi ={(-a,8,a) | a,f € R}
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Wy = {(e, 20, ) | @ € R},
respectivamente.

Para A\; = 1, temos que {W; = (—1,0,1),W, = (0,1,0)} € uma base de W;. Assim, ndo
podemos ter um nimero maior de autovetores L.I. associados a A\;. De forma analoga para \; = 3,
{W3 = (1,2,1)} € um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.I. associados a \,.
Assim as matrizes

-1 0 1 A0 0 1 00
P:[W1W2W3]: 01 2 e D= O)\l 0 = 010
1 01 0 0 X 0 0 3
sao tais que
D =P AP,
Exemplo 4.6. Considere o operador 7' : R? — R? definido por T'(X) = AX, paratodo X € R? em
que
01
tx

O seu polindmio caracteristico € p(\) = det(A — A\l5) = A\?, assim T possui um @nico autovalor:
A1 = 0. O autoespaco correspondente a \; = 0 &

Wi ={(,0) | « € R}.

Assim, para A\; = 1, temos que {V; = (1,0)} é uma base de W;. Assim, ndo podemos ter mais
autovetores L.I. associados a A\; e como s6 temos um autovalor ndo podemos ter dois autovetores L.l.
Portanto, pelo Teorema 4.3 na pagina 325, o operador 7' ndo € diagonalizavel, ou seja, nao existem
matrizes P e D taisque D = P~1AP.
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4.1.4 Subespacos Invariantes e o Teorema de Cayley-Hamilton

Definicao 4.5. SejaT' : V — V um operador linear. Um subespaco W de V & T-invariante, se
T(W) C W, ou seja, se T(W) € W, paratodo W € W.

Exemplo 4.7. Seja T : V. — V um operador linear. A imagem de 7', J(T"), o nucleo de T, N(T') e

para cada autovalor \, o autoespaco associado a A\, Wy = N(T" — AI) s&o exemplos de subespacos
T-invariantes.
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Proposicao 4.6. SejaT : V — V um operador linear de um espaco de dimenséo finita V. Seja W
um subespaco 7T -invariante. Seja Ty : W — W, a restricao de 7"a W, definida por T (V') = T'(V),
para todo V' € W. Entdo o polindmio caracteristico de Ty € um fator do polinémio caracteristico de
T.

Demonstracdo. Sejam By = {Vi,...,Vi,} umabasede We B = {Vi,..., Vi, Viy1,...,V,} uma
extensdo a uma base de V. Sejam A = [T]3 e B = [Tw]gi- Entao,
B C
=[5 5]
em que C' e D s&o matrizes de tamanhos apropriados. Sejam pr(\) e pp, (A) os polindmios carac-
teristicos de 1" e de Ty, respectivamente. Entao,

B -] C
pT()‘) = det |: 0 g D =\ k :| :pTw()‘) det(D - )‘[n—k)a

pelo Exercicio ??.?7? na pagina ?? de [23]. O

A multiplicidade de uma raiz A de um polindmio p(t) € o maior inteiro positivo & tal que (¢ — \)*

é um fator de p(t). Se o polindmio caracteristico de um operador 7' : V — V & da forma pr(t) =
(t — A\)™r(t), em que r(t) ndo tem X\ como raiz, entdo a multiplicidade do autovalor A no polinémio
caracteristico de 1" é igual a m e & chamada de multiplicidade algébrica de .
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Corolario 4.7. SejaT’ : V — V um operador linear de um espacgo de dimensao finita V. Seja A um
autovalor de T’ que tem multiplicidade algébrica m. Entao

dim(N(T — AI)) < m,

ou seja, a dimensao do autoespaco associado a A € menor ou igual a multiplicidade algébrica.

Demonstracdo. Sejam W, = N(T'— A\I) e p = dim(W,). Seja B; uma base de W,. A matriz da
restricdo de 7'a W, Ty, , em relagdo a B, é A\I,. Assim, o polindmio caracteristico Ty, , €

Py, () = (A= 1)".
O que implica, pela Proposicao 4.6, que o polindbmio caracteristico de 1" & da forma
pr(t) = (A —1)"q(?),

em que ¢(t) € um polinémio. Como por outro lado o polindmio caracteristico de 7" é da forma

pr(t) = (t = A)"r(t),
em que 7(t) ndo tem A como raiz, entdo dim(W,) = p < m. O

Para cada autovalor )\, a dimens&o do autoespaco associado a A, N(T' — A\I), & chamada multi-
plicidade geométrica de A. Do Corolario 4.7 segue que a multiplicidade geométrica € menor ou igual
a multiplicidade algébrica. O proximo resultado diz que é necessario que a multiplicidade geométrica
seja igual a multiplicidade algébrica de cada autovalor de um operador para que ele seja diagona-
lizavel.
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Corolario 4.8. SejaT : V — V um operador linear de um espaco de dimensao finita V. Suponha
que o polindmio caracteristico de 7" seja da forma pr(t) = (—=1)"(t — A)™ ... (t — Agx)™, com
A1,..., A\, distintos. T' é diagonalizavel se, e somente se,

dim(N(T — N\ I)) =m;, parai=1,... k.

Ou seja, T é diagonalizavel se, e somente se, a multiplicidade algébrica de \; é igual a sua multiplici-
dade geométrica, parai =1, ..., k.

Demonstracdo. Sejan = dim(V). Parai =1,...,k, sejam W, = N(T' — \;I) e p; = dim(W;).

Vamos supor que 7" seja diagonalizavel. Seja C a base de V consistindo de autovetores de 7.
Parai = 1,...,k, sejam C; = CN'W; e n; o nUmero de vetores de C;. Como, pelo Corolario 4.7,
p; < m;, entdo

Vamos supor, agora, que p; = dim(W;) = m;, parai = 1,..., k. Seja C; uma base de W;, para
1 =1,...,k. Pela Proposicdo 4.5 na pagina 328, € = C; U ... U G, & um conjunto L.l. e como ele
tem m; + ... + m; = n elementos, entdo C é uma base de V consistindo de autovetores de 7. O
que prova que 1’ é diagonalizavel. O]
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Teorema 4.9 (Cayley-Hamilton). Seja T : V — V um operador linear em um espaco de dimensao
finita. Seja pr(t) o polindmio caracteristico de 7. Entéo, pr(T) = O, a transformacé&o linear nula.

Demonstracdo. Vamos mostrar que pr(T)(V) = 0, para todo V € V. Seja V um vetor ndo nulo
de V. Seja k o menor inteiro tal que V,T'(V),T%(V),...,T*(V') sdo L.D. Entdo, existem escalares
ag, - - ., a1 tais que

TFV) = agV +a T(V) + ...+ ap T H(V). (4.9)

Seja W = [V, T(V),..., T¥"1(V)]. W & um subespago T-invariante (verifique!) e se B =
{(V,T(V),..., T¥1(V)}, entdo

00 0 ao
00 ---1 Qp—1

e o polindmio caracteristico de Ty € pr,, (t) = (—1)* " (ag + art + ... + ap_1tF~1 — t*) (verifique,
fazendo o desenvolvendo do determinante de B — A\, em termos da 12 linha).

Pela Proposicéo 4.6 na pagina 334, existe um polindmio ¢(t) tal que pr(t) = q(t)pr, (). Logo,

O |

pr(T)(V) = a(T)pz, (T)(V) = ¢(T)(=1)"aol +ax T +...+ap T =T)(V) = ¢(T)(0) =

para V = 0, por (4.9). Como também p7(T)(0) = 0, entdo pr(T) = O.

O
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4.1.5 Aplicacdo: Calculo das Poténcias de uma Matriz

0 -1 3
Exemplo4.8. SejaA= | 0 2 0 |.SejaT :R?® — R3 definido por T(X) = AX, para todo
0 -1 3
X € R3. O seu polindmio caracteristico & p(t) = —t(t — 2)(t — 3). Portanto, os autovalores de 7" s&o
)\1 :0,>\2:2e>\3:3.
0 -5 9
A*=AA=10 40
0 =5 9

Vamos calcular A¥, para k > 3. Existem polindmios ¢ (t) e r4(t) tais que
t* = qi(t)p(t) + ri(t), em que o grau de ri(t) € menor que 3. (4.10)
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, p(A) = 0 e assim substituindo-se ¢ por A em (4.10) obtemos
AR = g (A)p(A) + r(A) = 1 (A).

Para determinar r(¢) vamos usar o fato de que os autovalores de 7" também anulam p(t). Sejam
a,b, c € R tais que 74(t) = at® + bt + c. Substituindo-se os autovalores de A, t = 0,2, 3 em (4.10)
obtemos o sistema

0 = + c

28 = 4a + 20 + ¢

3F = 94 + 3b + ¢
cuja solucdo é ¢ = 3F~1 —2k1 p =32k _23F 1 e = 0. Assim, para k > 3, temos que

AR = 1 (A) = aA? + bA + cls
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— (3]671 o 2k71)A2 4 (3 2]671 o 23]{71)14

0 2k—3~ 3*
= 0 2k 0
0 2F—-3F 3*
4 -1 -4
Exemplo4.9. Seja A= |1 2 —1 |.SejaT : R* — R? definido por T(X) = AX, para todo
0O 0 0
X € R3. O seu polindmio caracteristico & p(t) = —t(t — 3)%. Portanto, os autovalores de 7" s&o
/\1 =0e /\2 = 3.
15 -6 —15
A? = 6 3 —6
0 0 0

Vamos calcular A*, para k > 3. Existem polindmios g (t) e () tais que
t* = qu(t)p(t) + re(t), em que o grau de r,(t) € menor que 3. (4.11)

Usando o fato de que os autovalores de 7" também anulam p(¢) temos apenas duas equacdes, pois
um dos autovalores &€ uma raiz dupla de p(t). Sejam a,b,c € R tais que ri(t) = at® + bt + c.
Substituindo-se os autovalores de A, t = 0 e 3 em (4.11), obtemos

0 = c
3 = 9 4+ 3b + ¢

Agora, derivando-se (4.11) obtemos

K= g (O)p(t) + (' (8) + ri(t).
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Usando o fato de que quando um polindmio tem uma raiz dupla ela & também raiz da sua derivada,
substituindo-se t = 3 em (4.12) e acrescentando as equacdes anteriores obtemos o sistema

0 = c
3 = 9a + 3 + ¢
E3k-1 = 6a + b

cuja solugdo € a = (k — 1)3*2b = (2 — k)3* 1 e ¢ = 0. Assim, para k > 3, pelo Teorema de
Cayley-Hamilton, temos que

AP = q(A)p(A) +ri(A)
= 1(A) = aA® +bA +cly
= (k—1)3"242+(2-k)3"'4
(k+3)31  —k3kt  —(k+3)3k!

- k3l (3—k)3kl —f3kl
0 0 0
00 O
Exemplo4.10. Seja A= | 1 0 —1 |.SejaT : R* — R3 definido por T(X) = AX, para todo
01 O
X € R3. O seu polindmio caracteristico & p(t) = —t(t* + 1) = —t(t — i)(t + ¢). Portanto, os

autovalores de T¢ : C* — C", definido por Tc(X) = AX, paratodo X € C*sdo A\ =0,y =i e
A3 = —i.

0O 0 0
A2=10 -1 0
1 0 —1

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



4.1 Diagonalizacdo de Operadores 341

Vamos calcular A*, para k > 3. Existem polindmios g (t) e () tais que
t* = qu(t)p(t) + re(t), em que o grau de r4(t) & menor que 3. (4.12)

Para determinar 7, (f) vamos usar o fato de que os autovalores de 7 também anulam p(¢). Sejam
a,b, c € R tais que ry(t) = at? + bt + c. Substituindo-se ¢ = 0, 7, —i em (4.12) obtemos o sistema

0 = + c
= —a + b + ¢
(=) = —a — ib + ¢
cuja solugdo é a = — cos(&r), b = sen(&) e ¢ = 0. Assim, para k > 3, pelo Teorema de Cayley-

Hamilton, temos que

AP = q(A)p(A) — COS(I%W)A2 + Sen(kl)A

2
k k
= —cos(g)AQjLsen(—)A
0 0 0
= sen(i)  cos(*F) —sen(Z)
ki k
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 515)

4.1.1. Ache o polinbmio caracteristico, os autovalores e os autovetores do operador 7' : R" — R",
definido por T'(X) = AX, paratodo X € R", para cada matriz:

11

(a)_11

[0 1 2
0|0 0 3
000
2 —2 3
e | 0 3 =2
0 -1 2

(b)

(d)

(f)

(1 —1
2 4
1 0 0
-1 3 0
3 2 =2
2 2 3
1 2 1
2 —2 1

4.1.2. Ache bases para os auto-espacos associados a cada autovalor do operador 7' : R" — R",

definido por T'(X)
[ 2 0 0
@ |3 -1 0
0 43
[ 1 2 3 4
0o -1 3 2
© 19 0 3 3
0 0 0 2

4.1.3. Verifique quais das matrizes sao diagonalizaveis:

(b)

(d)

= AX, paratodo X € R", para cada matriz:

SO OO N OO NN
SO NN O W
O = W W N oo
o= N
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(@)

()

[ 1

1
1
4
1

NN W

4.1.4. Ache para cada matriz A, se possivel, uma matriz ndo-singular P tal que P~ AP seja diagonal:

(a)

(©

(@)

()

Exercicios usando o MATLAB®

[ 1

4 10
-2 ®) 1 9

1 =2 1 2

0 4 @ |0 —1
-1 4 [0 0
1 27 4
10 (b) 2
1 3| —
2 3] 3—2
10 @@ |0 2
1 2 | [0 0

(b)

(d)

0 0
0 0
-1 1

2 3
1 2
-2

1
0
0

|
i

>> syms x y zdizao MATLAB® que as variaveis x, y e z séo simbélicas;
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4.1.6.

4.1.7.

>> A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os
elementos all, al2, ..., amn e aarmazena numa variavel A;
>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,

., An colocadas uma ao lado da outra;

>> solve(expr) determina a solucdo da equagdo expr=0. Por exemplo,
>> solve(x~2-4) determina as solu¢des da equagdo 22 — 4 = 0;

>> subs (expr,x,num) substitui na expresséo expr a variavel x por num.
>> [P,D]=eig(A) determina matrizes P e D (diagonal) tais que AP=PD.
inv (A) calcula a inversa da matriz A.

A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sao armazenados no formato
simbodlico. A fungdo numeric faz o processo inverso.

Comandos do pacote GAAL.:

>> A=randi(n) ou >> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n ou m por n, respectivamente,
com elementos inteiros aleatorios.

>> escalona(A) calcula passo a passo a forma reduzida escalonada da matriz A.

Defina as matrizes B=sym(randi(2)) e A=[B-B’,zeros(2,1) ;zeros(1,2) ,randi]. A ma-
triz A & diagonalizavel? Por que?

Defina as matrizes L=[eye(2) ,zeros(2,1) ;randi(1,2),0] e A=sym(L*L’). Determine o
polinbmio caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente inde-
pendentes com o0 maior nUmero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que
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4.1.8.

4.1.9.

4.1.10.

4.1.11.

4.1.12.

4.1.13.

inv (P)*A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare
com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([2*a,a-b,a-b;0,a+b,b-a;0,b-a,a+b]). Determine o
polinbmio caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente inde-
pendentes com o0 maior nimero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que
inv (P)*AxP=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare
com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([a,0,b;2*b,a-b,2*b;b,0,a]). Determine o polindmio
caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independen-
tes com o maior nUmero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que
inv (P)*A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare
com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi (se obtiver a=0, repita até que a seja diferente de zero) e b=randi. Determinar

os autovalores e autovetores do operador T : Py — P, definido por T'(p)(z) = p(x) + (ax +

b)p'(z), paratodo p € P,. Determine, se possivel, uma base C de P, tal que [T]$ &€ uma matriz

diagonal.
Repita o exercicio anterior, mas com a=0.

Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios Teoricos

Demonstre:
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4.1.14.

4.1.15.

4.1.16.

4.1.17.

4.1.18.

4.1.19.

(a) A é semelhante a A;
(b) Se A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A;
(c) Se A é semelhante a B e B é semelhante a ', entdo A é semelhante a C.

Seja A um autovalor de T com autovetor associado V. Demonstre que \* & um autovalor de
Tk =T ...T associado a V/, em que k & um inteiro positivo.

Um operador T é chamado nilpotente se 7% = O, a transformagao linear nula, para algum
inteiro positivo k. Demonstre que se 1’ € nilpotente, entdo o Unico autovalor de 7" é 0. (Sugestao:
use o exercicio anterior)

Sejal : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita V.

(&) Mostre que o determinante de 7" € o produto de todas as raizes do seu polindmio carac-
teristico, incluindo as multiplicidades; (Sugestdo: det(7" — \) = pr(A) = (—=1)"(\ —
A1) (A=)

(b) Mostre que T' € singular se, e somente se, 0 for um autovalor de 7.

Seja A um autovalor de um operador invertivel 7" com autovetor associado V. Mostre que 1/
& um autovalor de 7! com autovetor associado V.

SejalT : V — V um operador linear. Mostre que se W € um subespaco T'-invariante, entao W
é T*-invariante, para todo inteiro positivo k e p(T')-invariante, para todo polinémio p(t).

Sejal : V — V um operador linear. Sejam Aq,..., A\, seus autovalores distintos. Seja
W, =N(T —\I),parai=1,..., k.
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(a) Mostre que T' é diagonalizavel se, e somente se,
V=W, - W,

(Sugestdo: Vi + ...+ Vi, = 0,comV; € N(T — \I), parai = 1,...,k implica que
Vi =...=V, =0, pois caso contrario seria uma contradicdo com a Proposicao 4.5 na
pagina 328)

(b) Suponha que T seja diagonalizavel. Parat: = 1,...,k, seja P, : V — V definida da
seguinte forma. Seja V' € V. V se escreve de maneira GnicacomoV =V, + ... + V,,
comV; € Wy, ..., Vi € W,. Entdo, P;(V') = V;. Mostre que

i. P?=P,parai=1,... k.

i. PL+...+ P, =1.

iii. P;P; = O, atransformag&o linear nula, se i # j.
iv. T'=MP+...4+ NP

(Sugestao: use o Exercicio 3.3.18 na pagina 285.)

4.1.20. Seja T’ : V — V um operador linear. Um polinbmio com o coeficiente do termo de mais
alto grau igual a 1 € chamado polindmio moénico. O polindmio ménico de menor grau tal que
p(T') = O, atransformagao linear nula, € chamado polindmio minimo de 7". Mostre que se 7" é
diagonalizavel e A4, ..., A\, sdo os seus autovalores distintos, entdo o polinémio minimo de 1" &
m(A) = (A=X1)...(A—=\p). (Sugestdo: Se V; € N(T —\;), entdo m(T)(V;) = m(\;)V; = 0.
EscrevaV =V + ...+ Vi,comV, e N(T = N1)em(T) = (T — M) ... (T — \e).)

4.1.21. SejaT : V — V um operador linear em um espaco vetorial real de dimensao finita. Entao,
existe um subespaco W de V, T-invariante, com 1 < dim(W) < 2.
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4.1.22. SejaT : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensao n. Mostre que

(@) Para k > n, T* = r,(T), em que r(t) € um polindmio de grau menor que n, que
depende de k. (Sugestdo: use o fato de que existem polindmios ¢(t) e r(t) tais que
th = q(t)pr(t) + rx(t) e o Teorema de Cayley-Hamilton na pagina 337.)

(b) Se T' é diagonalizavel e seu polindmio caracteristico tem m raizes distintas, entdo para
k> m, T* = r,(T), em que r.(t) € um polinémio de grau menor que m, que depende de
k. (Sugest&o: use o fato de que existem polindmios ¢(t) e r4(t) tais que t* = q(t)my(t)+
r,(t), em que my(t) € o polindmio minimo e o Exercicio 4.1.20.)

(c) A dimens&o do espaco gerado por I,7,72,...,T*, ... &menor ou igual a n.

4.1.23. Seja p(t) = (=1)"(t" + a,_1t"' + ... + ap) o polindmio caracteristico do operador linear
T :V — V. Mostre que

(@) T é invertivel se, e somente se, ag # 0.

(b) Se T é invertivel, entdo

T = ;—1 [T+ a4 T2+ +ald].
0

(Sugestao: use o Teorema de Cayley-Hamilton na pagina 337.)

4.1.24. SejaT : R™ — R"™ um operador linear definido por 7'(X) = AX, para todo X € R", em que

00 --0 ao
10 --- 0 ay
00 -+ 1 ap
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para agp, a,...,a,_1 € R. Mostre que o polindmio caracteristico de 1" é
P (t) = (=1)"™ (ag + art + ...+ an ot — "),
(Sugestao: faca o desenvolvendo do determinante de A — A\I,, em termos da 1? linha)
4.1.25. Sejap(t) = ag+ait+...+a,_1t""1+t" um polinémio ménico de grau n. Mostre que a matriz
nxn
00 ---0 —ag
10 --- 0 —ay
A= : : :
00 --- 1 —Qp—1
é tal que o polindmio caracteristico do operador linear 7" : R™ — R" definido por T'(X) = AX,
para todo X € R" é pr(t) = (—1)"p(t). Esta matriz & chamada matriz companheira do
polindmio p(t).
4.1.26. Seja V um espaco vetorial real. Seja V¢ a complexificacdao de V, ou seja, € o conjunto

das expressdes V + iWW, emque V,IW € Vei = /—1. Em V¢, V +iW = V' +iW’
significa V' = V' e W = W’. A soma em V¢ é definida por (V; + iW;) + (Vo + iWs) =
(Vi+Va)+i(W1+Ws). A multiplicagéo por escalar complexo é definido por (a+i5)(V +iW) =
(aV —pBW)+i(aW+ V). Paratodo operador linear 7' : V — V, define-se a complexificagéo
de 7', T¢ : Ve — Ve por Te(V +iW) = T(V) + i T (W), paratodos V, W € V. Mostre que

(a) Toda base de V &€ uma base de V.

(b) Se B ={Vi,...,V,} éumabasede Ve T :V — V é&um operador linear de V, entdo
[T)3 = [Te]%. Portanto, os polinémios caracteristicos de T e de Tt sdo iguais.
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(c) Se V +ilV é um autovetor de Tt associado a A = av+ /3, com 3 # 0, entdo W = [V, W]
€ um subespaco T -invariante.

(d) Se V + IV & um autovetor de Tt associado a A = a + i3, com 8 # 0, entdo V' — iW
é também um autovetor de 7t associado a A = a — i3 e que B, = {IW,V'} € uma base
(ordenada) de um subespaco W de V, T-invariante, tal que a matriz da restricao Ty de T’

aWe
([T, = {g _g }

4.1.27. Um operador linear 7" : V — V em um espaco vetorial real de dimensao n é chamado semi-
simples se a complexificacdo 1 : Ve — V¢ € diagonalizavel. Mostre que se 1" € um operador
semi-simples, entédo existe uma base C de V tal que

Dy 0 ... 0
0 Dy ... 0 3
[T]S = _ ? _ , emque D; =[\]ouD; = {%Z gl}
0 ... 0 Dy
4.1.28. Considere o sistema de equacgdes diferenciais lineares
dIl
— = an’i1 + apxry + ... + aipT,
dt
il + + +
— an1T Ap2T s AnnTn
i 171 222

Ele pode ser escrito na forma de uma equacdao diferencial vetorial % = AX,emque A =
(@ij)nxn- Suponha que a matriz A seja diagonalizavel, ou seja, suponha que exista uma matriz
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A0 0
0 X ... 0 _
Ptalque P"'AP = D,emque D = _ . .| . Mostre que a solugao do sistema
0 0 A\,
é
eMt 0 0
0 e ... 0
Xt)=P| . _ .| P7'X(0), parat>0.
0 0 et
4.1.29. Sejam T, S : V — V. Mostre que T'S e ST possuem os mesmos autovalores. (Sugestao:
Separe em dois casos: A = 0 e X # 0. No segundo caso, mostre que se V' é autovetor de T'S,
entdo SV é autovetor de ST'.)
4.1.30. SejalT : V — V. Suponha que V tenha dimensao finita. Mostre que o traco de 7" é igual a

soma das raizes do seu polinémio caracteristico, incluindo as multiplicidades. (Sugestao: use o
fato de que tr(AB) = tr(BA).)
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4.2 Operadores Auto-adjuntos e Normais

Vamos supor que para um operador linear 7' : V — V em um espaco vetorial com produto interno
de dimens3o finita, exista uma base ortonormal B tal que [T]2 seja diagonal. Ent&o, [T*]2 também &
diagonal. Assim, T = T*T', pois matrizes diagonais comutam. Isto motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.6. Seja T' : V — V um operador linear em um espaco vetorial com produto interno.
Dizemos que I’ € operador normal se, TT* = T*T.

Sao validas as seguintes propriedades para um operador normal.

Proposicao 4.10. SejaT : V — V um operador normal em um espago vetorial com produto interno.
Sao validas as seguintes propriedades:

@ [|IT(V)|| =1|T*(V)]|, para todo vetor V € V.
(b) Se V étalque T(V) = AV, entdo T*(V) = \V.

(c) Os autovetores de 1" associados a autovalores diferentes sao ortogonais.
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Demonstracao. (a) SejaV € V.

IT(WV)I* =(T(V),T(V)) = (V,T"T(V)) = (V.TT*(V)) = (T*(V),T*(V)) = [|T"(V)I|*.

(b) Como 1" & normal, entdo 1" — A\l também é normal (verifique!). Assim, pelo item anterior
1T*(V) = AV[| = (T = AD)* (V)| = (T = AD)(V)|| = [|T(V) = AV]| = 0.
Logo, T*(V) = AV.

(c) Sejam V; e V, autovetores de T associados aos autovalores A\; e Ay, respectivamente, com
A1 # Aq. Entdo, pelo item anterior, temos que

A (V1 Va) = (M1, Vo) = (T (W), Vo) = (W1, T"(V2)) = <V1,X2V2> =X (V1, V2).

Assim,
(Al - >\2) <‘/17 ‘/2> = 0

Como, \; # Ao, entdo (V7,15) = 0.

Seja T': V — V um operador normal. Para encontrarmos uma base ortonormal B tal que [T]3
seja diagonal, precisamos encontrar, para cada autovalor, autovetores ortonormais associados a eles,
ja que autovetores associados a autovalores diferentes ja sédo ortogonais. Para isso, podemos aplicar
0 processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt a cada conjunto de autovetores L.l. associados a
cada um dos autovalores.
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Exemplo 4.11. Considere o operador 7' : R? — R? definido por T'(X) = AX, paratodo X € R?,
em que

Este operador € normal, pois 7% = T'. O seu polindmio caracteristico &
p(A) = det(A — \3) = (A — 2)%(8 = \)

Portanto os autovalores de T'sdo A\; = 2 e Ay = &.

Os autovetores associados aos autovalores \; = 2 e A\, = 8 sdo as solucdes de (A— A\ I3) X = 0
e (A — \yI3) X = 0 respectivamente.

A forma escalonada reduzida de

2 2 2 1 11
A—-2I3=1|2 2 2 é 0 00
2 2 2 0 00
Portanto o autoespacgo associadoa A\ = 2 €

Wi ={(~a—08,8,a) | a,f € R},

Agora, (—a — f,0,«a) = a(—1,0,1) + B(—1,1,0). Assim, os vetores V; = (—1,0,1) e V5 =
(—1,1,0) geram W;. Como além disso, eles s&o L.I. (um ndo é mdltiplo escalar do outro), entéo eles
formam uma base para W;.

Para encontrar dois autovetores ortonormais associados a A; = 2 vamos usar o processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos vetores V; e V5.

Wy =V, =(-1,0,1); Wy = Vy — projy, Vo = (=1/2,1,-1/2)
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1
Uy = (W) Wy = (=1/v2,0,1/v?2)

1
U, = (W) Wy = (—=1/v6,2/v6,—1/v6)

Com relagdo ao autovalor Ay = 8, temos que a forma escalonada reduzida da matriz

4 2 2 1 0 —1
A—8L=| 2 -4 2| & |0 1 -1
2 2 —4 00 0

Assim, 0 autoespago associado a Ay = 8 &

Wy = {(a, v, ) | @ € R}.
O conjunto {V3 = (1,1,1)} é uma base para W, pois como (o, o, ) = (1,1, 1), V3 gera Wy e
um vetor ndo nulo € L.l. Assim, o vetor
1
= () Vo= GBS
3

forma uma base ortonormal para W.
Como o operador T' € normal, autovetores associados a autovalores diferentes sao ortogonais.
Portanto, Uy, U, e Us sdo ortonormais e assim a base C = {Uy, U, U3} € tal que

7] =

S O N
S NN O
co O O
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Vamos mostrar que usando o procedimento usado no exemplo anterior, para operadores normais,
cujas raizes do polindbmio caracteristico pertencem ao conjunto de escalares, sempre encontramos
uma base ortonormal em que a matriz do operador é diagonal. Para isso, precisamos provar o se-
guinte resultado.

Proposicao 4.11. Sejal’ : V — V um operador linear em um espaco vetorial com produto interno.
Se W é um subespaco T-invariante, entdo W+ & T*-invariante.

Demonstracdo. Seja V € W+. Vamos mostrar que T*(V') também pertence a W+. Seja W € W
qualquer. Temos que
W, T%(V)) = (T'(W),V) =0,

pois, como W é T-invariante, entdo T(W) € W. Logo, T*(V) € W+ e portanto W+ é
T™-invariante. O

Teorema 4.12. SejalT’ : V — V um operador linear em um espaco vetorial com produto interno de
dimensao finita tal que as raizes do seu polindbmio caracteristico pertencem ao conjunto de escalares.
Existe uma base ortonormal de V, C, tal que [T]g € diagonal se, e somente se, o operador T’ € normal.
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Demonstracdo. Vamos supor que 7 seja normal. Seja n = dim(V). O resultado é claramente
verdadeiro paran = 1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para operadores lineares em espacgos de dimenséo
n — 1, cujas raizes do polindmio caracteristico estejam no conjunto de escalares.

Seja A; uma raiz do polindmio caracteristico de T, pr(t). Seja Vi um autovetor unitario de T
associado a \;. Seja W, = [V;]. W, & claramente T-invariante. Pela Proposicao 4.10 na pagina 352,
V1 é também autovetor de T™*. Logo, W; é também T™*-invariante. Como 1™ = T, entdo pela
Proposicao 4.11, W, = W+ & T-invariante e T*-invariante.

Seja Ty, arestricdo de 1"a W,. A dimenséo de W, é n — 1, pois pela Proposi¢édo 2.11 na pagina
156 V = W @& W+, O polinémio caracteristico de Tyy,, pela Proposicéo 4.6 na pagina 334 & um fator
de pr(t).

Como (Tw,)* € igual a restricdo de T a W5, entéo Ty, € um operador normal em um espaco de
dimensao n — 1, cujas raizes do seu polindmio caracteristico estdo no conjunto de escalares. Como
estamos assumindo que o resultado é verdadeiro neste caso, entdo existe uma base ortonormal de
W, Gy, tal que [TWQ]% é diagonal. Claramente, C = {V}} U C, € uma base ortonormal de V tal que
[T)§ é diagonal.

Por outro lado, se existe uma base ortonormal, tal que [T']$ é diagonal. Entdo, [1*]S também é
diagonal. Assim, TT™* = T*T', pois matrizes diagonais comutam. O]

Se o espaco vetorial for complexo, isto €, se 0 conjunto de escalares € o conjunto dos numeros
complexos, entdo todas as raizes de um polindmio pertencem ao conjunto de escalares e portanto
todo operador normal é diagonalizavel. Entretanto, se o espaco vetorial € real, isto €, se 0 conjunto
de escalares € o conjunto de nameros reais, entao pode acontecer do polindbmio caracteristico de um
operador normal ter raizes complexas que portanto ndo pertencem ao conjunto de escalares. Neste
caso ele ndo sera diagonalizavel. Se o operador for tal que T* = T', entao isto ndo acontece.
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Definicao 4.7. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial com produto interno de
dimensao finita. Dizemos que 1" & operador auto-adjunto (ou hermitiano) se, 7" =T

Proposicao 4.13. SejalT’ : V — V um operador auto-adjunto em um espaco vetorial com produto
interno de dimensao finita. Sao validas as seguintes propriedades:

() Se o espaco vetorial V € complexo, entdo os autovalores de 7' sdo reais.
(b) As raizes do polindmio caracteristico de 1" sdo reais.

(c) Os autovetores de T' associados a autovalores diferentes sao ortogonais.

Demonstracdo. (a) SejaV € V, V # 0tal que T(V) = \V. Entdo, pela Proposi¢céo 4.10(b) na
pagina 352, temos que _
AV =TV)=T*(V)=AV.

Logo, A = ), ou seja, \ é real.

(b) Sejam B uma base ortonormal de V e A = [T]2. Defina o operador S : C* — C" por

S(X) = AX, paratodo X € C". O operador S & auto-adjunto e tem 0 mesmo polinémio
caracteristico de T". Assim, as raizes do polindmio caracteristico de I’ sdo os autovalores de .5,
gue sao reais.
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(c) Este item & um caso particular da Proposicao 4.10(c) na pagina 352.

Teorema 4.14. SejaT : V — V um operador linear em um espaco vetorial real com produto interno
de dimens#o finita. Existe uma base ortonormal de V, C, tal que [T]$ é diagonal se, e somente se, 0
operador 1" & auto-adjunto.

Demonstracao. Seja T : V — V um operador auto-adjunto em um espago vetorial real. Como pela
Proposicao 4.13 as raizes do polindmio caracteristico de I sdo reais, entao elas sao autovalores de
T. Segue, entdo, do Teorema 4.12 na pagina 356, que existe uma base ortonormal de V, €, tal que
[T)§ é diagonal.

Por outro lado, suponha que um operador linear 7' : V — V em um espaco vetorial real é tal que
existe uma base ortonormal de V, C, tal que D = [T]g € diagonal. Entao, os elementos da diagonal
de D s&o autovalores de 7', que séo reais e portanto [1*]$ = [T']§, ou seja, T' € auto-adjunto. O

Segue do Teorema 4.14, que todo operador auto-adjunto em um espaco vetorial real & diagona-
lizavel. Como consequéncia, todo matriz simétrica com entradas reais € diagonalizavel. Mais ainda.
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Teorema 4.15. Uma matriz A, n X n com entradas reais & simétrica se, e somente se, existe uma
matriz P ortogonal (isto &, P~! = P') e uma matriz diagonal D tal que

D= P'AP.

Assim, se A € simétrica com entradas reais, entdo ela é diagonalizavel.

Demonstracdo. Seja 7' : R — R™ um operador definido por 7'(X) = AX, paratodo X € R".
Seja B = {Fy,..., E,} abase candnica de R". Pelo Teorema 4.14 existe uma base ortonormal C
de R" tal que [T']$ = D é diagonal. Seja P a matriz mudanca de base de B para €. Pelo Exercicio
4.1.13c na pagina 311 a matriz P é ortogonal, ou seja, satisfaz P~! = P*. Assim, pelo Corolario 3.20
na pagina 274, temos que

D =[T)$= P AP = P'AP.

Por outro lado se existem matrizes P simétrica e D diagonal tais que D = P!AP, entdo A =
PDP'e A = (PDP")! = PD'P* = PDP' = A, ou seja, A é simétrica. O

Exemplo 4.12. Considere a matriz

A:

DN DN >~
(NSRS )
=~ N BN

Esta matriz € a matriz do operador do Exemplo 4.11 na pagina 354. Assim, a matriz

—1/vV/2 —1/v6 1/V3
P = [UUyUs] = 0 2/vV6 1/V3
1/vV2 —1/V6 1/V/3
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satisfaz D = P'AP, em que

I
o oW
oo
0w o o

Ja vimos que mesmo se o polinémio caracteristico de um operador tenha suas raizes no conjunto
de escalares, se ele ndo for normal, ndo existe uma base ortonormal, €, tal que [T]g seja diagonal.
Entretanto, sempre existe uma base C, tal que [T]g seja triangular superior.

Teorema 4.16 (Schur). Seja T’ : V — V um operador em um espaco vetorial com produto interno
de dimensao finita. Suponha que as raizes do polindmio caracteristico de I" estejam no conjunto de
escalares. Entdo, existe uma base ortonormal C de V tal que [T]g € uma matriz triangular superior.

Demonstracdo. Sejan = dim(V). O resultado é claramente verdadeiro para n = 1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para operadores lineares em espacos de dimensao
n — 1, cujas raizes do polindmio caracteristico estejam no conjunto de escalares.

Seja A\; uma raiz do polindmio caracteristico de 7', pr(t). Entao, A é raiz do polindmio carac-
teristico de 1™ (verifique!) e autovalor de 1™, pela Proposicao 4.2(b) na pagina 320, pois se A\, é
real, entdo \; = \; e se \; ndo é real, entdo o conjunto de escalares é C e Y pertence ao conjunto
de escalares. Seja V; um autovetor unitario de 1™ associado a A Seja W; = [V4]. Como W, é
T*-invariante e T** = T', ent&o pela Proposicéo 4.11 na pagina 356, Wy, = W+ & T-invariante. Seja
Ty, a restricio de T'a Wy = W, A dimens&o de W, &€ n — 1 (pois pela Proposi¢éo 2.11 na pagina
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156 V = W @ W) e o seu polindmio caracteristico, pela Proposicdo 4.6 na pagina 334, & um fator
de pr(t).

Assim, Ty, € um operador linear em um espago de dimensdo n — 1, cujas raizes do seu po-
linbmio caracteristico estdo no conjunto de escalares. Como estamos assumindo que o resultado é
verdadeiro neste caso, entdo existe uma base ortonormal de W5, C,, tal que [TWQ}% € triangular su-
perior. Claramente, € = C, U {V;} & uma base ortonormal de V tal que [T']$ & uma matriz triangular
superior. O
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 538)

4.2.1. Para cada matriz dada A, ache uma matriz ortogonal P tal que P'AP seja diagonal:

2 2 21
(a) 2 9 (b) 12
[0 0 1] [0 0 0]
© |00 0 @ [0 2 2
10 0| 02 2
[1 1 0] [2 1 1]
© | 110 ® 1121
(00 1| 11 2
(1.2 0 0 [0 0 00
2100 0000
@ o012 ™ o001
(0021 (0010
Exercicios Teoricos
4.2.2. (a) Mostre que X = (z,y) é ortogonal a V' = (a,b) # 0 com || X|| = ||V]|| se, e somente se,

X =(=b,a)ou X = (b, —a).

(b) Mostre que se A &€ uma matriz ortogonal 2 x 2, entdo existe um niimero real 6 tal que

ou A=

A [ cost) —sent }

sen 6 cos

l cosf sen 6 }

senf) —cosf

A primeira matriz tem determinante igual a 1 e € chamada matriz de rotagao.
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(Sugestao: Comece com uma matriz (al-j)gw e use o fato de que as colunas sao ortonor-
mais. Uma das equacdes sera a?, + a3, = 1. Faga a;; = cosf e ag; = sen 6. Use o item
anterior.)

4.2.3. SejaT : V — V um operador normal em um espago com produto interno. Mostre que

(@) N(T') = N(T™*). (Sugestdo: use a Proposicéo 4.10 na pagina 352.)

(b) SeV éde dimensao finita, entdo J(7") = J(1T™). (Sugestdo: use o Teorema 3.31 na pagina
296.)

4.2.4. (Teorema Espectral) Seja 1" : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensao

finita com produto interno. Suponha que 1" seja auto-adjunto se V for um espaco vetorial real
e que T seja normal se V for um espaco vetorial complexo. Sejam Aq,..., A, autovalores
distintos de 7. Sejam W; = N(T'— \;I) e P, : V — V a projecéo ortogonal em W;, para
1 =1,..., k. Mostre que

@ V=W, & - &W.

(c) P,P; = O, atransformagéo linear nula, se i # j.

(d) I =P +...+ P, chamada resolucéo da identidade induzida por 7'

(e) T = M\P,+ ...+ \. P, chamada decomposicédo espectral do operador 7.

(Sugestao: use o Exercicio 4.1.19 na pagina 346.)

4.2.5. Seja V um espacgo vetorial com produto interno de dimensao finita. Seja W um subespaco de
V. Mostre que a proje¢éo ortogonal em W, P : V — V, P(V) = projywV/, € um operador
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4.2.6.

4.2.7.

4.2.8.

auto-adjunto. (Sugestdo: mostre que (P(V), W) = (V, P(W)), decompondo V' = V; + V5,
W = Wi 4+ W,, com ‘/1,W1 GWGW,WQ EWJ‘.)

Seja V um espaco vetorial complexo. Mostre que um operador 7' : V — V é normal se, e
somente se, existe um polindmio p(t) tal que 7" = p(T'). (Sugestdo: Mostre que se T' =
MNP+ ...+ AP é a decomposicdo espectral de 7" e p(t) € um polindmio, entdo p(7T") =

p(M) P+ ...+ p(A\y) Pe. Use o fato de que existe um polindémio p(t) tal que p(\;) = \;, para

i=1,...,k)

SejaT : V — V um operador normal em um espaco vetorial complexo. Seja W um subespaco
de V. Mostre que

(a) Se W é T-invariante, entao W & também T™-invariante. (Sugestao: use o exercicio ante-
rior e 0 Exercicio 4.1.18 na pagina 346.)
(b) Se W é T-invariante, entdo W+ também & T-invariante.
Dizemos que um operador auto-adjunto 7" : V — V, em um espago com produto interno de
dimensao finita é (definido) positivo se (T'(V'),V) > 0, paratodo V' € V, V' # 0. Mostre que
sao equivalentes as seguintes afirmacdes:
(a) O operador T’ é definido positivo.
(b) O operador T’ é auto-adjunto e todos os autovalores de T’ sdo positivos.
(c) Existe um operador auto-adjunto e definido positivo .S tal que 7' = S2. O operador S é
chamado raiz quadrada de 7T'.

(Sugestéo: Mostre que (a)=(b)=-(c)=>(a). Na parte (b)=-(c) defina S na base em que a matriz
de T é diagonal.)
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4.2.9.

4.2.10.

4.2.11.

4.2.12.

4.2.13.

Um operador 7' : V. — V em um espago com produto interno tal que ||T'(V)|| = ||V]||, para
todo V' € V é chamado operador unitario, se o espacgo vetorial V &€ complexo e operador
ortogonal se o espaco vetorial V é real. Mostre que T’ & unitario (ortogonal) se, e somente
se, (T'(V),T(W)) = (V,W), para todos V,IW € V. (Sugestdo: use as identidades polares,
Exercicio 2.1.11 na pagina 136.)

Mostre que um operador 7" € unitario (ortogonal) se, e somente se, T* existee T*1T' = TT* = 1.
(Sugestdo: mostre que se T’ é unitario, entdo 7" é invertivel e T* = T~1))

SejalT : V — V um operador em um espaco com produto interno de dimensao finita. Mostre
gue as afirmacdes seguintes sdo equivalentes:

(a) O operador T’ é unitario (ortogonal).
(b) O operador T’ leva base ortonormal em base ortonormal.
(c) Existe uma base ortonormal B = {V,...,V,,}, tal que {T(V}),...,T(V,)} € uma base

ortonormal.

(Sugestdo: Mostre que (a)=-(b)=-(c)=>(a). Na parte (c)=>(a), mostre que (T'(V),T(W)) =
(V,W), para todos V, W € V.)

SejaT : V — V um operador linear invertivel em um espaco com produto interno de dimenséo
finita. Mostre que existe um operador auto-adjunto definido positivo P e um operador unitario
(ortogonal) U, tal que T' = PU. Esta decomposi¢cao é (nica chamada de decomposicao polar
de 7. (Sugestdo: Sejam P = (TT*)"/? e U = P~'T. Mostre que UU* = 1.

Uma matriz A, n x n, € chamada (definida) positiva se o operador 7" : R™ — R" definido por
T(X) = AX, paratodo X € R™ é um operador definido positivo. Para k = 1,...,n, seja Ay
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a submatriz obtida de uma matriz 4, n x n, eliminando-se as Gltimas n — k linhas e colunas.
Ay, € chamada submatriz principal de A de ordem k. Mostre que se A é simétrica e definida
positiva, entao

(a) A énao singular;

(b) det(A) > 0;

(c) as submatrizes principais A1, ..., A, sdo todas definidas positivas. (Sugestao: considere
vetores X, tais que os (ltimos n — k elementos séo nulos e observe que (T'(X), X) =
X'AX)

4.2.14. SejaT : V — V um operador linear normal em um espaco vetorial real de dimenséo n. Mostre
gue existe uma base ortonormal € de V tal que

D, 0 ... 0

0O Dy ... 0 o
[T]g = _ 2 , emque D; =[\]ouD; = @ —f;

: : Bi o7}

0 ... 0 Dy

(Sugestao: use o Exercicio 4.1.27 na pagina 350.)

4.2.15. Mostre que um operador linear 7' : V — V & unitario se, e somente se, ele & normal e [A\| = 1
para todo autovalor \ de 7T'.

4.2.16. Seja T : V — V um operador linear ortogonal em um espaco vetorial real de dimensao n.
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Mostre que existe uma base ortonormal € de V tal que

Dy, 0 ... 0
0 Dy, ... O cosf@; —senb;
cC _ - o 7 7
T)e = E S , emque D; = [+1] ou D; [ senf,  cos, ] .
0 ... 0 Dy

4.2.17. SejaT : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensdo n. Mostre que se
Tk = O, a transformaco linear nula, para algum k > n, entdo 7" = O. (Sugestdo: Se A é
uma matriz triangular superior, entao [Aj]ii = (a,-i)j e assim o polindmio caracteristico de 1" &
pr(A) = (—=1)"A\". Use o Teorema de Schur na pagina 361 e o de Cayley-Hamilton na pagina
337.)
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4.3 Aplicacao na Identificagcdo de Conicas
Uma equacao quadratica nas variaveis = e y tem a forma
ar® +bxy +cy? +dov+ey+ f =0,

onde a,b,c,d,e e f sdo nlUmeros reais, com a,b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Esta equagao
representa uma (sec¢éo) conica, por poder ser obtida da interse¢do de um cone circular com um plano.
As cOnicas mais importantes sao elipses, hipérboles e parabolas, que sdo chamadas de conicas nao
degeneradas. As outras que incluem um Gnico ponto, um par de retas, sdo chamadas cOnicas
degeneradas.

Dizemos que a equacao de uma conica nao degenerada esta na forma padrdo se ela tem uma
das formas dadas na Figura 4.1 na pagina 372.

Nesta secao veremos como a diagonalizacdo de matrizes simétricas pode ser usada na
identificacdo das cbnicas cujas equacdes nao estdao na forma padrao.

Vamos estudar alguns exemplos.

Exemplo 4.13. Considere a conica C' cuja equacgao é
522 — 4ay + 8y* — 36 = 0.

Esta equacao pode ser escrita como
X'AX —36=0, (4.13)

[
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O polindmio caracteristico de A é

5—A =2

p(A) = det(A — Aly) = det [ 9 8

] =X\ 13\ +36.

Logo, os autovalores de A sdo A = 4 e Ay = 9. Os autovetores associados a \; = 4 sdo as solugdes

nao nulas do sistema
(A—41)X = 0

MR

Vi={Q2a,a) | a € R}.

ou

cuja solugcao é

Assim, V; = (2,1) é uma base para Vy, poisgera V, e é LI. EW; = ||&H - (\/lga \/Lg) € uma base
ortonormal para V.
Os autovetores associados a \s = 9 sdo as solugdes nao nulas do sistema
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2 2 2 2
x Y ) Y x
§+b—2—1,a>b Elipse ;+§—1,a>b

y y
(0,a)
(b,0)
(~a,0) (a,0) (=b,0) (b,0)
(=5,0)
0, —a)
2 2 2 2
x o, x
__y_:1 Hipérbole y———:l
a2 b2 a?z b2
& y v ¥ y :
\\ (\)// B ‘é,fS’
% N A
N N
&, )
(0, a)
a,0)|(4,0) o
0, ~a)
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y> =dpz, p>0 Parabola 2? =dpy, p>0
D y
Il
riy=-—p
y? = 4px, p <0 22 =4dpy, p <0
e riy=—p

Figura 4.1: Conicas nao degeneradas com equacdes na forma padrao
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E ML
V, = {(—a,2a) | @ € R}.

Assim, Vo = (—1,2) & uma base para Vs, pois gera Vo e € LI E Wy = =2 = (=%, %) € uma base
ortonormal para V5. Portanto,

ou

cuja solugcao é

D= P!AP
onde,
4 0 2 -1
D:{o 9}’ eP:[WIWﬂ:[f ﬁg]
NGRS

/
Vamos fazer a mudanca de variaveis X = PX’, onde X' =

| —
| I

j, na equacao (4.13).
Substituindo X = P X’ na equagéo (4.13), obtemos

X" (P'AP)X' — 36 =0,

ou
X"DX' —36=0,
ou
42" + 9y — 36 =0,
ou ainda

517/2 y/2
L= 4.14
T+ (4.14)
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que é a equacao de uma elipse cujo esboco € mostrado na Figura 4.2. Para fazer o esbogo do grafico,
em primeiro lugar temos que tragar os eixos x’ e y’. O eixo x’ passa pela origem, é paralelo e possui 0
mesmo sentido do vetor W (primeira coluna de P) e o eixo y’ passa pela origem, é paralelo e possui
o mesmo sentido de W, (segunda coluna de P). Depois, a partir da equagao (4.14), verificamos na
Figura 4.1 na pagina 372 a forma da curva em relagéo aos eixos x’ e y'.

Exemplo 4.14. Considere a conica cuja equacédo é dada por

20 80
522 —day +8y* + —=x — —(=y +4=0.

Vi Wb

Esta equacdo pode ser escrita como
X'AX +KX +4=0, (4.15)
onde
=[G T en=ln n]
A matriz A &€ a mesma do exemplo anterior. Assim, temos que
D = P'AP

onde,

D:[g 8] eP:[Wlwg]:[

AN
S

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



4.3  Aplicacao: Identificacdo de Cbonicas 375

Wa W1

Figura 4.2: Elipse do Exemplo 4.13
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/

Substituindo X = P X’ na equagéo (4.15), obtemos

ou

ou

ou ainda,

X" P'AP)X'+ KPX'+4=0
X"DX'+ KPX'+4 =0,
4o +9y? — 82’ — 36y +4=0.

4(2? = 22) + 9y — 4y ) +4 =0

Completando os quadrados, obtemos

4[(2% =22 +1) — 1]+ 9[(y* — 4y +4) — 4]

ou

4(2" —1)* +9(y — 2)* — 36 = 0.

Fazendo mais uma mudanca de variaveis

v

Vamos fazer a mudanca de variaveis X = PX’, onde X' = [ x,

+4=0

"= 2 —1e (4.16)
y' o=y =2 (4.17)
obtemos
41,//2 + 9y//2 —~36=0
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ou
12 12

x Y

o + = 1 (4.18)
gue é a equacao de uma elipse cujo esbogco &€ mostrado na Figura 4.3. Para fazer o esboco do grafico,
em primeiro lugar temos que tracar os eixos x” e y”, que por sua vez sdo translacoes dos eixos x’ e
y’. O eixo x’ tem a direc&o e o sentido do vetor ¥/, (a primeira coluna de P). O eixo y’ tem a dire¢do
e o sentido do vetor W5 (a segunda coluna de P). O eixo x” tem equagéo y” = 0. Usando a equagéo
(4.16) obtemos y' = 2. O eixo y” tem equagéo " = 0. Usando a equagéo (4.17) obtemos z' = 1.
Depois, a partir da equacao (4.18), verificamos na Figura 4.1 na pagina 372 a forma da curva em

relacéo aos eixos x” e y”.

Os exemplos anteriores sao casos particulares do proximo teorema, cuja demonstracao € feita da
mesma forma que fizemos com os exemplos e por isso deixamos para o leitor a tarefa de escrevé-la.

Teorema 4.17. Considere a equacgao
ax® +bry +cy’ +dr +ey+ f =0, (4.19)

coma,b,c,d, e, f € R,sendo b # 0 e a e ¢ ndo simultaneamente nulos. Entédo existe um sistema de
coordenadas (z’, %), onde a equacdo (4.19) tem a forma

A1I/2+)\2yl2—|—d,x/+6/y,—|—f:0,

A:{b% béQ]'

onde A, \y sdo os autovalores de
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Figura 4.3: Elipse do Exemplo 4.14
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Mais ainda,
X'=QX,

/
onde X' = [ g, ] , X = [ ch ] e () € uma matriz ortogonal (Q~! = Q?).
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 549)

Identificar a cOnica, achar a equacao no Gltimo sistema de coordenadas utilizado e fazer um esbogo
do gréfico.

4.3.1. 922 — 4ay + 6y* = 30;
4.3.2. 322 — 8xy — 12y%> + 81 = 0;
4.3.3. 222 — dxy — y? = —24;
4.3.4. 212% + 6y + 13y? — 132 = 0;
4.35. 42% — 202y + 25y — 152 — 6y = 0;
4.3.6. 922 + y? + 6zy — 10/10x 4+ 10/10y + 90 = 0;
4.3.7. 52% + 5y% — 62y — 30v2x + 182y + 82 = 0;
4.3.8. 5% + 122y — 124/13z = 36;
4.3.9. 6%+ 9y? — dzy — 45 — 18v/5y = 5;
43.10. 22 —y* + 2\/§xy + 62 = 0;

4.3.11. 822 4 8y — 16xy + 332z — 312y + 70 = 0;
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4.3.12. 22 — 6y — Ty* + 10z +2y + 9 = 0;

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do pacote GAAL.:

>> [P,D]=diagonal(A) diagonaliza a matriz A, de forma que AP=PD, onde D & uma matriz
diagonal e P € uma matriz ortogonal.

>> subst (expr, [x;y], [a;b]) substitui na expressdo expr as variaveis x,y por a,b, res-
pectivamente.

>> elipse(a,b) desenha a elipse ﬁ—z + Z—j =1.

>> elipse(a,b, [U1 U2]) desenha a elipse %2 + 1{)—22 = 1, onde 2’ e v/’ sdo as coordenadas
em relacdo a base ortonormal Ul e U2.

>> elipse(a,b, [Ul U2],X0) desenha a elipse aj;—;z + yb—f = 1, onde z” e y” sdo as coor-
denadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e
pelo ponto XO.

>> hiperbx(a,b) desenha a hipérbole 2—2 — ?;—z =1.

>> hiperbx(a,b, [Ul U2]) desenha a hipérbole %2 — 3{%22 = 1, onde 2’ e 1/ sdo as coorde-
nadas em relacdo a base ortonormal Ul e U2.

112

>> hiperbx(a,b, [Ul U2],X0) desenha a hipérbole “j;—f — %5 =1, onde 2" e y" s&o as
coordenadas em relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.

>> hiperby(a,b) desenha a hipérbole z—z — gg—z =
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>> hiperby(a,b, [Ul U2]) desenha a hipérbole %22 — "’;;—'22 = 1, onde 2’ e ' sdo as coorde-
nadas em relagdo a base ortonormal U1l e U2.
>> hiperby(a,b, [Ul U2],X0) desenha a hipérbole i—f — 5‘;—;2 = 1, onde 2" e y” séo as
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.
>> parabx(p) desenha a parabola y? = 4px.
>> parabx(p, [U1 U2]) desenha a parabola > = 4px’, onde 2’ e 3y’ s&o as coordenadas em
relagcao a base ortonormal U1 e U2.
>> parabx(p, [U1 U2],X0) desenha a parabola y"?> = 4px”, onde z” e 3" séo as coordena-
das em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e U2 e por
XO.
>> paraby (p) desenha a parabola 2% = 4py.
>> paraby(p, [U1 U2]) desenha a parabola 2> = 4py’, onde 2’ e ¢’ s&o as coordenadas em
relacdo a base ortonormal U1l e U2.
>> paraby(p, [U1 U2],X0) desenha a parabola z”? = 4py”, onde z” e " sdo as coordena-
das em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e U2 e por
XO.

4.3.13. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos
Exercicios Teoricos
4.3.14. Demonstre o Teorema 4.17 na pagina 377.
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4.3.15. Seja C o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equacao
azx® +bxy +cy® +dr +ey+ f =0.

a b/Z]

b2 . Sejam A e i os autovalores de A.

Consideremos a matriz A = [

(a) Mostre que \iu = ac — b2 /4.

(b) Mostre que se A\ > 0, entdo C' € uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.

(c) Mostre que se i < 0, entdo C' € uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.
(d) Mostre que se \i = 0, entdo temos duas possibilidades:

i. Se A # 0oup # 0, entdo C' € uma parabola, um par de retas paralelas, uma reta ou
0 conjunto vazio.

ii. Se A = =0, entdo C' & uma reta.
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4.4 Forma Canonica de Jordan

Ja vimos (Exemplo 4.6 na pagina 332) que nem todo operador 7' : V — V em um espaco de

e

dimensao finita & diagonalizavel, ou seja, nem sempre existe uma base € de V tal que a matriz [T &

diagonal. Entretanto, para varias aplicac@es, € suficiente que exista uma base C tal que a matriz [77]

C

tenha uma forma bastante proxima da forma diagonal chamada forma candnica de Jordan.

Definicao 4.8. Uma matriz J, n X n, esta na forma candnica de Jordan, se ela é da forma

By 00 Ta oo
0 Jy, 0 j
J=1 . .|, emauely, = | : o
- - - 0 0 Aj 0O
0 0 - Jy, 0 0 Y _
paraj =1,... k. Jy, & chamado bloco de Jordan.
Exemplo 4.15. As matrizes
2000 5 0 0 0 -4 0 0 0 70 00
1200 15 0 0 1 -4 0 0 0700
012 0] 00 -3 0]’ 0o 1 -4 0 00 70
00 0 2 00 1 =3 0O 0 1 —4 0007
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estdo na forma canonica de Jordan. A primeira € formada de dois blocos de Jordan, o primeiro sendo
3 x 3 eosegundo 1 x 1. A segunda matriz & formada de dois blocos de Jordan 2 x 2. A terceira, por
somente um bloco e a Gltima por 4 blocos 1 x 1. A matriz

O O =N
O~ NN O
_= NN OO
_ o O O

nao esta na forma canénica de Jordan. Pois como os elementos da diagonal ndo sao iguais, ela teria
que ser formada por pelo menos dois blocos de Jordan e [—1] deveria ser um bloco de Jordan 1 x 1.
Entretanto, a entrada imediatamente acima de —1 néo € igual a 0.

4.4.1 Autoespaco Generalizado

Vamos supor que exista uma base C = {Vl(l), e 11(11)’ . ,Vl(k), e Vn(,]f)} de um espaco veto-
rial V de dimensado n; + ...+ n, = n tal que a matriz do operador linear 7" : V — V, esteja na forma
candnica de Jordan

ho0 (NI

o 0 Jy ... 0 !

T)e=J = _ _ ] emque Jy, = Poor o
: I 0 0 0 -~ X\ 0
0 0 Iy 0 0 0 Y

L - ngXn;
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Assim,
TV, = NV 4VE e (M- NDEVY) =V e (4.20)
VD) = VY

parat=1,...,n; —lej=1,... k. Ouseja,

(T - NV =0,
(T =MDV ) = (T = ND(VY) =0, (4.21)

nj

(T = XD» V) = (T = X0 (%) =0,
Portanto, os vetores da base C, Vi(j), e os elementos da diagonal de J, \;, satisfazem as equagbes
(T = AD*(V) =0,

parak = 1,...,n;. Isto motiva a seguinte definicéo.

Definicao 4.9. SejaT : V — V um operador linear. Um vetor V' € V n&o nulo € chamado autovetor
generalizado de 7" associado ao escalar A se

(T — A\I)*(V) =0, paraalgum inteiro positivo k.
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Observe que se V' & um autovetor generalizado associado a A e p € o menor inteiro positivo tal
que (T'— AI)P(V) = 0, entdo (T — A )?~' (V') & um autovetor de T associado a \. Portanto, A & um
autovalor de T'. Alem disso, (T'— \I)4(V') = 0, para todo ¢ > p.

Definicao 4.10. Seja A um autovalor de um operador 7' : V — V. O autoespaco generalizado
associado a )\, é o subconjunto definido por

Wy ={V eV |(T—-A)*V)=0, paraalgum inteiro k > 0}.
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Observe que W, consiste dos autovetores generalizados acrescentado o vetor nulo e contém o
autoespaco associado a A. Aléem disso W, & um subespaco (verifique!) . Assim, temos a seguinte
seqliéncia de subespacos encaixados:

N(A—=AL) CNA-AL)*C--- CW, CV.

Exemplo 4.16. Seja T : R?* — R3 o operador definido por 7'(X) = AX, paratodo X € R3, em que

5 10
A= -4 10
-2 -1 3
O polindmio caracteristico de 7' é dado por p(\) = det(A — A\3) = —(\ — 3)%. Assim, o Gnico
autovalor de 7' € A = 3. A forma escalonada reduzida de
2 1 0 1 1/2 0
A-3I;=| -4 -2 0 é 0 00
-2 -1 0 0 0 0

Assim, N(T'—31) = {(—05,20,a) | o, B € R}.
Agora, (T — 3])2 = O, a transformacao linear nula. Portanto,

Wy = N(A4 — 315)2 = R®,

Ja mostramos na Proposicao 4.4 na pagina 328 que um vetor ndo pode ser autovetor associado
a dois autovalores distintos e que os autoespacgos sao 7 -invariantes. O proximo resultado, genera-
liza isto para autovetores e autoespacos generalizados, ou seja, ndo existe autovetor generalizado
associado a autovalores distintos e 0s autoespagos generalizados sao 7T -invariantes.
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Proposicdo 4.18. Seja A um autovalor de um operador linear 7" : V — V em um espaco de dimenséo
finita. Entdo:

(@) W, & um subespaco T-invariante.

(b) A intersecao de dois autoespacos generalizados associados a autovalores diferentes € igual ao
subespaco nulo, ou seja, se ;t # A sdo autovalores de 7', entdo Wy N W, = {0}.

Demonstracao. (a) Para mostrar que W, & T-invariante, considere V' € W,. Seja p tal que
(T — AI)P(V) = 0. Ent3o:

(T = XPT (V) =T(T — X[)*(V) =T0 = 0.
Portanto, 7'(V') € W,.
(b) Sejam p # X autovalores de T'. Inicialmente vamos mostrar que
Wy NN(T — pul) = {0}. (4.22)
Vamos supor que exista um vetor V' # 0 em Wy, N N(T — uI). Seja p o menor inteiro tal que
(T — XI)P(V) = 0. Entdo, W = (T — X )?~!(V) & um autovetor de T associado a \ e é

também um autovetor associado a p, pois

(T — pI)(W) = (T — uI)(T = M= (V) = (T = NPT = uD)(V) = (T = AP0 = 0.
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Isto esta em contradicdo com a Proposicao 4.4(a) na pagina 328. Logo, V' tem que ser igual ao
vetor nulo.

Vamos supor, agora, que exista um vetor V' # 0 em W, N W,,. Seja p o menor inteiro tal que
(T — p)?(V) = 0. Entdo, W = (T — pl)P~(V) & um autovetor de T associado a . e é
também um autovetor generalizado associado a A, pois

(T — )\I)k(T — )\I)pfl(v) — (T o )\I)pfl(T o )\I)R(V) _ (T o )\I)pilﬁ _ 6,

para algum inteiro positivo k. Isto esta em contradicdo com (4.22). Logo, V' tem que ser igual
ao vetor nulo.
O

No Corolario 4.7 na pagina 335 provamos que a dimensao do autoespaco & menor ou igual a mul-
tiplicidade de \ no polindmio caracteristico. Na proxima proposicao generalizamos este resultado para
autoespacos generalizados. Este resultado é Gtil na determinacdo dos autoespacos generalizados.

Proposicao 4.19. Sejal : V — V um operador linear em que as raizes do polindmio caracteristico
sao autovalores de 7T'. Seja A € um autovalor de 7" tal que a multiplicidade de A no polinémio carac-
teristico de T' é igual a m, entéao

(@) dim(W,) <m,
(b) Wy = N(T — AI)™.
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Demonstracao. Seja p a dimensao de W,.

(@) Como pela Proposicao 4.18, W, é T-invariante, entdo pela Proposicéo 4.6 na pagina 334 o
polinémio caracteristico de Ty, € um fator do polinémio caracteristico de 7T,

pr(t) = pr,, (H)q(t).
Vamos mostrar que o polinémio caracteristico de Ty, € da forma pr, (t) = (—1)P(t — A)?.
Para isto vamos mostrar que A & o Gnico autovalor de Ty, .
Sejam u # Ae W € W, tal que (Tw, — )W = 0. Entdo, W € W, "W, = {0}, pela
Proposicao 4.18. Portanto, pr(t) = (t — A)Pq(t) e p = dim(W,) < m.

(b) Claramente N(7'— A\I)™ C W,. Vimos que W, é T-invariante e na demonstragéo do item
anterior que pr,, = (=1)P(t — A)P, com p < m. O que implica, pelo Teorema de Cayley-
Hamilton na pagina 337, que (Tw, — AI)? = O, a transformagéo linear nula. Logo, para todo
W e W, temos que

(T — AI)™(W) = (T — \X)™?(T — \X[)*(W) = (T — \XI)™?(0) = 0.

O que mostra que W, C N(T' — AI)™. Portanto, W, = N(T" — \I)™. O

Observacao. Segue da Proposicao 4.19 que, para determinarmos o autoespaco generalizado W,
associado a um autovalor A\ de um operador 7" : V — V, devemos determinar

N(T — M), N(T — X)?,... ,N(T — \I)4,
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em que ¢ € o menor inteiro positivo tal que dim(N(7'— A\1)?) é igual a multiplicidade de A no polindmio
caracteristico de 7. Entdo, W, = N(T" — A ).

Exemplo 4.17. Seja T : R* — R* o operador definido por 7'(X) = AX, paratodo X € R*%, em que

2 -1 01
0 3 —1 0
A=10 1 10
0 -1 0 3

O polindmio caracteristico de 7' & dado por p(\) = det(A — A\;) = (A — 3)(\ — 2)®. Assim os
autovalores de T'sdo \; = 3 e Ay = 2. A forma escalonada reduzida de

1 -1 0 1 100 —1
0 0 -10] . o100 o0
A=3L=1 "0 1 50| ¢ loo0o1 o
0 -1 00 000 0

Assim, pela Proposicdo 4.19, W3 = N(T' — 3I) = {(«,0,0,a) | « € R}. A forma escalonada
reduzida de

0 -1 0 1 010 —1
0 1 -10| . |00 1 -1
A=2L=\qg 1 30| € looo o
0 -1 0 1 000 0
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Assim, N(T'—2I) = {(#, o, a, a) | o, B € R}. A forma escalonada reduzida de

0 -2 1 1 01 —1/2 —1/2
e |0 00o0] . |00 0 0
A=2L)=1¢0 00| ¢ |0 0 0 0
0 -2 1 1 00 0 0

Assim, pela Proposi¢do 4.19, Wy = N(T — 21)2 = {(v,a + 3,283,20a) | a, 3,7 € R}.

Por (4.21) na pagina 386, temos que se existe uma base C de V tal que [T]g esta na forma
candnica de Jordan, entdo a base € é formada de autovetores generalizados. Assim, para encon-
trarmos a forma candnica de Jordan precisamos encontrar o maior nimero possivel de autovetores
generalizados linearmente independentes.

O proéximo resultado garante que um conjunto formado por grupos de autovetores generalizados
L.l., associados a autovalores diferentes, € L.I. Este resultado € uma generalizacao da Proposicao 4.5
na pagina 328.

Proposicao 4.20. Seja T : V — V um operador linear em um espacgo vetorial V de dimenséao
finita. Sejam Ay, ..., \; autovalores distintos de 7. Se paracadai = 1,...,[, {V] Z), e ,Vk(;)} € um
conjunto de autovetores generalizados L.1. associados a \;, entdo {Vl(l), e Vk(ll), e Vl(l), e Vk(ll)}
€ um conjunto L.1.
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Demonstracado. Sejap um inteiro positivo suficientemente grande. Vamos, em primeiro lugar, mostrar
que se
Vi+...+V =0, (4.23)

comV; € N(T — \I)P, entdo V; = 0, parai = 1, ..., 1. Vamos supor, por indug&o, que
Vi+...+Vi1 =0,

comV; € N(T — \;I)?, implicaque V; = 0, parai = 1,...,1 — 1. Aplicando (T — \;)? a ambos os
membros da equacao acima obtemos

(T = NDPVi+ ...+ (T = NI)PViq = 0.

Pela Proposicdo 4.18 e pela hipotese de inducéo temos que V; = 0, parai = 1,...,1 — 1.
Substituindo-se V; = ... = V;_; = 0 na equacéo (4.23) obtemos que também V; = 0.
Precisamos mostrar que a Unica solucéo da equacgéo

A A AR TR A R AU (4.24)

)

é a solugdo trivial. Como V; = xgi)Vl(i) +...+ xél)Vk(j) € N(T' — X\;1)?, pelo que mostramos acima,
a equacao (4.24) implica que

V= 2PV 4 42OV =,
parai = 1,...,l. Comoparacada: =1,...,1, Vli), e ,Vk(f) sdo L.l., entdo xgi) =...= xl(;) =0
O que prova que todos os autovetores generalizados juntos séo L.I. O
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Exemplo 4.18. Seja T : R* — R* o operador definido por 7'(X) = AX, paratodo X € R*, em que

2 -1 01
0 3 —-10
A= 0 1 120
0 -1 0 3

Ja vimos no Exemplo 4.17 que os autoespacos generalizados de 1" sdo
W3 =N(A-30L) ={(,0,0,a) |« € R} e

Wy = N(A —21)? = {(y,a+ 3,28,2a) | a, B,y € R}.

O vetor V; = (1,0,0, 1) forma uma base de W3 e os vetores V, = (0,1,0,2),V3 = (0,1,2,0) e
Vi = (1,0,0,0) formam uma base de W,. Portanto, pela Proposicdo 4.20, segue que Vi, Vs, V3,V
s&0 L.I. e assim formam uma base de R*.

Vamos mostrar que se as raizes do polindmio caracteristico de 7' sdo autovalores, entdo sempre
existe uma base de V formada de autovetores generalizados.

Teorema 4.21. SejaT : V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico € da forma p(\) =
(=)™ (A= A)™ ... (A= Ag)™, com Ay, ..., )\ distintos. Sejam By, ..., B, bases dos autoespagos
generalizados W; associados a \;, parat = 1,..., k. Entao,

@ B=B,U---UB, éumabase de V,
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(b) dim(W;) =n,, parai=1,...,k.

Demonstracao. Vamos mostrar que V.= W; & ... & W,. Os dois itens sao entdo decorréncia do
Exercicio 3.3.20 na pagina 286 e da Proposicao 4.19 na pagina 390.

Vamos provar para o caso em que k = 2. Sejam p1(A) = (A —A;)™ e pa(A) = (A — Ay)"2. Como
0 maximo divisor comum de p; () e po(\) é igual a 1, entdo existem polindmios m;(\) e my()\) tais
que

1 =mi(A)p1(A) + ma(A)p2(A).

Este resultado pode ser encontrado em qualquer livro de Algebra Abstrata como por exemplo [5].
Portanto, para todo vetor V' € V

V =I1(V) = my(T)p (T)(V) + ma(T)pa(T) (V).

Mas, my(T)p1(T)(V') pertence a Wy = N(po(T')) e ma(T)p2(T) (V) pertence a Wy = N(pi(T)),
pois pelo Teorema de Cayley-Hamilton:

pi(T)(ma(T)p2(T) (V) = ma(T)(pr(T)p2(T)) (V) = ma(T)((—=1)"p(T)(V)) = 0

e
p2(T)(ma(T)p(T)(V)) = ma(T) (pr(T)p2(T)) (V) = ma(T)((=1)"p(T)(V)) = 0.
Assim,
V=W; +W,.
Como pela Proposicéo 4.18 na pagina 389, W; N W, = {0}, entéo
V=W, & W,.
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4.4.2 Ciclos de Autovetores Generalizados

Por (4.21), os vetores que formam a base C tal que [T]g esta na forma canonica de Jordan séo
autovetores generalizados. Mas além disso, por (4.20), segue que os vetores da base € que corres-
pondem a um bloco de Jordan formam um ciclo no sentido que se segue.

Definicdo 4.11. Seja V' um autovetor generalizado associado ao autovalor A de um operador 7" :
V — V. Seja p o menor inteiro tal que (7' — X\I)?(V) = 0. O conjunto

Cy ={V,(T = A)(V),... (T =X (V)}

é chamado um ciclo de autovetores generalizados associados a \. Os vetores (7' — A )P~ (V)
e V sdo chamados vetor final e vetor inicial do ciclo, respectivamente. Dizemos também que o
comprimento do ciclo é p.

Observe que o vetor final de um ciclo de autovetores generalizados de um operador 1" é o (nico
autovetor de 7' no ciclo. Assim, o maior nimero possivel de ciclos de autovetores generalizados L.I.,
associados a um autovalor )\, é igual a dimensao do nicleo de 7' — 1.

Exemplo 4.19. Seja T : R* — R? o operador definido por 7'(X) = AX, paratodo X € R3, em que

4 1 -1
A= -1 1 3
-1 -1 4
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O polindmio caracteristico de 7" € p(\) = —(\ — 3)3. Assim o (nico autovalor de 7' é A = 3. A forma
escalonada reduzida de

1 1 -1 10 1
A-3L=|-1 -2 3| & [0 1 -2
1 -1 1 00 0

Assim, N(T'— 31) = {(—«, 2c, ) | @ € R}. A forma escalonada reduzida de

10 1 101
(A-3L)?°=| -2 0 -2 é 000
-1 0 —1 00 0

Assim, N(T — 31)? = {(~a, 3,a) | a,3 € R}. Agora, (A — 3I3)> = 0. Assim, N(A — 313)% =
W3 == Rg.

Os ciclos de W3 tém comprimento no maximo igual a 3. Para obtermos um ciclo de maior com-
primento possivel em W3, devemos tomar um vetor em W3 que ndo pertenca ao N (7" — 3])2. Para
determinar um tal vetor calculamos (7' —31)? aplicado em vetores de uma base de W3 = R3. Ou seja,
(A—30)?| Ey By B3] = (A—3I3)%I3 = (A — 313)% Dai concluimos que os vetores E; = (1,0,0)
e E3 = (0,0,1) ndo pertencem a N(T — 31)%. Assim,

Cp, = {F1, (A —3L)E, = (1,—1,-1),(A - 31)*E, = (1,-2,-1)}

€ um ciclo de autovetores generalizados associados a A\; = 3 de maior comprimento possivel.
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Base de
N(T — 31)3
N(T — 31)?
N(T —3I)
?nl Ey | (T —30)E, | (T —31)*F,;
N(T — 3I)3\N(T — 3I)2

Como queremos encontrar o maior nimero possivel de autovetores generalizados L.l. que
compdem ciclos, o resultado seguinte garante que basta que os autovetores que estdo nos ciclos
(os vetores finais) sejam L.l. para que o conjunto completo seja L.I.

Teorema 4.22. Seja A um autovalor de um operador 7' : V. — V. Sejam Cy, ..., €, ciclos de au-

tovetores generalizados de 1" associados a A tais que os vetores finais dos ciclos sdo linearmente
q

independentes. Entdo, os C;'s sdo disjuntos (isto é, C; N C; = @, parai # j)eaunidlo C= (J C; é

=1
linearmente independente.
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Demonstracdo. Deixamos como exercicio a verificacdo de que os C;'s sdo disjuntos.

Vamos inicialmente supor que tenhamos apenas dois ciclos cada um com comprimento igual a 2
com dois vetores cada, C; = {Vi, (T — A\ )(V1)},Cy = {Vo, (T — A\I)(Va)} e que (T'— XI)(V4) e
(T'— AI)(V3) s@o L.I. Considere a seguinte combinagéo linear nula:

1’10‘/1 + .CEQQ‘/Q + .’I?ll(T — )\[)(‘/1) + ﬂfgl(T — )\[)(‘/2) = (_) (4.25)
Aplicando-se 7' — A\l em (4.25), obtemos:

210(T — X)) (V1) + @90(T — AI)(Va) = 0.
O que implica que, x19 = x99 = 0. Substituindo-se estes valores em (4.25) obtemos que C; U G, é
L.l
Seja p o nimero de vetores de €. Se p = 1 o resultado é claramente verdadeiro. Suponhamos
que p > 1 e que o resultado seja verdadeiro se a unido dos ciclos contiver menos de p vetores. Vamos
mostrar que ele é verdadeiro se o nimero de vetores de C é p. Considere a seguinte combinacao

linear nula:
q pi—1

Vit agVy+ Y Y (T — AY(V;) =0, (4.26)

=1 j=1

emque C; = {Vi, (T — \)Vi, ..., (T — X\;)?~'V;}. Aplicando-se T' — I em (4.26), obtemos:

zq:pzz_:xml T — X (V;) =0,

=1 j=1

que é uma combinagéo linear nula de vetores de C' = U C,, em que C. é o ciclo obtido de C;

retirando-se o vetor inicial, portanto tem o mesmo vetor flnal de G;. € tem menos de p vetores.
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Como estamos supondo o resultado verdadeiro neste caso, temos que, x;; = 0, parai =1,...,qe
q

j =0,...,p; — 2. Substituindo-se estes valores em (4.26), obtemos que C = |J C; é linearmente
=1

independente. O

Observacao. Para encontrar uma base C tal que [T]g esteja na forma de Jordan, devemos, para
cada autovalor A, encontrar um namero de ciclos igual a dimensao do autoespaco determinado por .
Sendo os ciclos de comprimento o maior possivel e com vetores finais (os autovetores de cada ciclo)
L.l. Para isso, para cada autovalor A com multiplicidade p no polinémio caracteristico de 7":

(a) Devemos determinar bases para N(T'— X ), N(T'—XI)?,... . N(T —\I)?, em que ¢ & o menor
inteiro positivo tal que dim(N(7" — AI)9) = p.

(b) Os vetores iniciais dos maiores ciclos s&o os vetores que estdo numa base de W, = N(T'—\1)4
e que nao pertencem a N(T — A )7L, Para isso, podemos tomar vetores que pertencem a
uma base de N(T — AI)? e que ndo sdo combinagio linear de uma base de N(7' — A\I)9~! ou
tais que (T — )J)q_1 aplicado neles seja diferente do vetor nulo.

(c) O numero de ciclos deve ser igual a dimensédo do autoespago associado a A. O nUmero de
vetores da unido de todos os ciclos deve ser igual a dimensao de W,. Para os ciclos de
comprimento j = ¢ — 1,...,1, se existirem, os vetores iniciais sdo vetores que pertencem a
uma base de N(T' — A\ )’ tais que (T — AI)’~! aplicado neles s&o linearmente independentes
com os autovetores (Gltimos vetores) dos ciclos ja determinados.
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m
N(T=ADINN(T - A1)2~1

Vi
m
N(T =N I\N(T— I )9k 1

Base de
N(T — M )¢
N(T — AI)?
N(T — \I)
Vi Vi, (T=ADVi, (T=XI)?Vy,--- | (T=XD)T2V;, | (T—=X)"'V;

(T— )2V,

(T— )1V,
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Exemplo 4.20. Seja T : R* — R* o operador definido por 7'(X) = AX, paratodo X € R*, em que

2 -1 01
0 3 —-10
A= 0 1 120
0 -1 0 3

Ja vimos no Exemplo 4.18 na pagina 395, que os autovalores de 7' sdo \; = 3 e A\, = 2 e que

NT-3I) = {(,0,0,c0) | « € R} = W3,
N(T—-2I) = {(B,a,a,a)[a,B€R} e
N(T -20)? = {(y,a+3,26,22) | a,B3,7 € R} = W,.

Todos os ciclos em W3 tém comprimento igual a 1. Seja V; = (1,0, 0, 1). Este vetor forma uma base
de W3 e sera o primeiro vetor da base €. Os ciclos de W, tém comprimento no maximo igual a 2.
Para obtermos um ciclo de maior comprimento possivel em W,, devemos tomar um vetor em W5 que
néo pertenca a N(1T" — 21).

{Wy; =(1,0,0,0), Wy = (0,1,1,1)} € uma base de N(T" — 21).

{W5=(0,1,0,2), W, = (0,1,2,0), W5 = (1,0,0,0)} & uma base de Wy = N(T' — 27)2.

Vamos descobrir entre os vetores W3, W,, W5, quais ndo pertencem a N(T' — 21). Para isso
vamos calcular (A — 213)[ W3 W, Wi ]:

00 1 1 -1 0
110 1 -1 0
(A=2L)[Ws WaWs | =(A=2L) | 5 o= |1 _1 o
2 0 0 1 -1 0
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Portanto, V3 e W, pertencem a W5, mas nao pertencem a N(7" — 21).

Sejam Vo = W3 = (0,1,0,2), V3 = (A — 21,)Va, = (1,1,1,1) o segundo e o terceiro vetor de
C, respectivamente. Precisamos ainda um vetor que pertenca a N(7' — 27) e que seja linearmente
independente com o vetor V3 = (T — 2I)(V,) = (1,1,1,1). E facil ver que W, e W, ndo séo
combinacdo linear de V3. Seja V, = W; = (1, 0,0, 0) o quarto vetor da base C.

Assim, se

1 011 30 00
- 10110 - 1 10200
P=WVV,V3V,]= 00 10|l entdio P AP = 012 0|
1 210 00 0 2
gue esta na forma candnica de Jordan.
Base de
N(T — 2I)?
N(T —2I)
%3 W3 (T—2[>W3
N(T — 2D)2\N(T — 2I)
Wi
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Exemplo 4.21. Seja T : R* — R? o operador definido por T'(X) = AX, paratodo X € R3, em que
5 10
A= -4 1 0
-1 3
Ja vimos no Exemplo 4.16 na pagina 388 que
N(T —3I) = {(—3,26,a) | a,3 € R} e N(T — 3I)* = R* = W3,

Precisamos encontrar um vetor que pertenga ao N (7' — 37)? = R3, mas néo pertenga ao N (7" — 31)
que é o subespaco que tem como base {V; = (0,0,1), Vo = (—1,2,0)}. Para isso, vamos descobrir
qual(is) vetores da base candnica ndo pertencem a N(7" — 31).

2 10
(A-SIg)[El EQ Eg] = (A—?)I3)I3 :A—?)[g == —4 —2 0
-2 -1 0

Dai concluimos que os vetores E; = (1,0,0) e E5 = (0, 1,0) néo pertencem a N(7" — 3I). Conside-
remos entdo o ciclo iniciado com W, = E;. Wy = (A — 313)E; = (2, —4,2). Vamos tomar para W
um autovetor de 7" que nao € multiplo escalar de W5. Por exemplo, W3 = V;. Assim, se

1 20 300
P=W WyWs]=|0 —4 0|, entdo P'AP=|1 3 0 |,
0 21 003

gue esta na forma candnica de Jordan.
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Base de
N(T — 31)2
N(T — 31)
£ E, | (T —30E,
N(T — 3I)2\N(T — 3I)
Vi

O proximo teorema, garante a existéncia de uma base em relacéo a qual a matriz do operador esta
na forma canonica de Jordan, se as raizes do polinbmio caracteristico séo autovalores do operador.

Teorema 4.23. Seja T : V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico € da forma p(\) =
(=1)™(A =A™ ... (A= Ag)™, com Ay, ..., A\ distintos. Entéo,

(@) Paraj = 1,...,k, o autoespaco generalizado associado a A; tem uma base consistindo de
uma uniéo de ciclos de autovetores generalizados associados a \;.

(b) Existe uma base € de V formada por uma uniéo de ciclos de autovetores generalizados tal que
[T)§ esta na forma canénica de Jordan.
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Demonstracao. (a) Vamos mostrar que se A &€ um autovalor de 7', entdo existe uma base de W

(b)

consistindo de uma uniao de ciclos de autovetores generalizados. Seja U : W, — W,, definido
por
UW)=(T—-M)(W), paratodo W € W,.

Observe que W é um autovetor generalizado de 7" associado a A se, e somente se, W & um
autovetor generalizado de U associado a zero. Assim, basta provarmos o resultado para U.

Seja p = dim(W,). Vamos supor que o resultado seja verdadeiro se a dimenséo do
autoespaco generalizado for menor que p. J(U) é o autoespaco generalizado da restricdo
de U a J(U) associado a zero. Como N(U) é ndo trivial, entdo dim(J(U)) < p. Como es-
tamos supondo o resultado verdadeiro neste caso, existem Ci, ..., C} ciclos de autovetores

k
generalizados da restricdo de U a J(U) tais que ¢’ = J € € uma base de J(U).

=1
Paracadai=1,...,k, C, = {W,,..., U™ (W,)}, paraW; € J(U). Logo, existem V3,..., V. €
W, tais que €, = {U(V;),..., U (V;)}, parai =1,..., k.
Paracadai =1,...,k, seja C; = {V;} U C.. Sejam V}4,...,V, tais que

U™V, ..., U Vi), Virs, ..., V;} € uma base de N(U).

k
SejaC = CU{Vi1}U---U{V,}. Cé uma unido de ciclos L.I. pela Proposicdo 4.22 na
=1

pagina 399 e como C tem dim(J(U)) + dim(N(U)) = dim(W,) vetores, entdo C é uma base
de W, formada por ciclos de autovetores generalizados de U e portanto de 7T'.

Paraj =1,...,njsejaC; = {V,,...,(T—\;I)~1(V;)} ciclos de autovetores generalizados
k

tais que € = |J C; seja uma base V, que existe pelo item anterior e pelo Teorema 4.21 na
j=1
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pagina 395. Entao,

T(T —ND' (V) = (T—MNDT V) +MT = NDY(V;). parai=0,...,n; —2e
T(T = NDM7H V) = (T = DT = N1 V) + (T = L)V
= N(T = X0V,

Logo, a matriz [T]§ esta na forma canénica de Jordan. O

4.4.3 Aplicacao: FuncOes de Matrizes e Sistemas de EquacOes Diferenciais
Lineares

Vamos estender fungdes f € C>°(I) ao conjunto de todas as matrizes quadradas cujas raizes
do polindmio caracteristico sejam reais e estejam no intervalo . Vamos estender inicialmente para
blocos de Jordan.

Se
A0 -~ 0 0]
1 A 0 0
Iy = : : ;
00 - 0
00 Ly
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entdo definimos f(.J,) por

ey 0 0 0
F') - F 0 0
f(N) = E : :
FAl CYR ASE ol O
o N = A
| LD0 S0y )

Para k > 0, se f(z) = z*, entdo f(J\) = J§ (Exercicio 4.4.7 na pagina 421). Além disso, para
quaisquer fungdes f,g € C>(I), e escalar a, (af)(Jy) = af(Jy), (f + 9)(Jx) = f(J)) + g(Jn),
(f 9)(Jx) = f(JIn)g(Jx) (verifique!).

Se a matriz A & semelhante a uma matriz na forma canénica de Jordan, A = PJP~!, em que

Sy 0 0
J = 0 JAQ 0 )
0 0 - Jy,
entdo definimos f(A) por
f({h) 0 (:)
0 J) - 0
fay=p| O I Y
0 0 f(JIa)
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Para k > 0, se f(z) = z*, entdo f(A) = A*. Além disso, para quaisquer fungdes f,g € C>(I) e
escalar v, (f +9)(A) = f(A) + g(A), (f 9)(A) = f(A)g(A) (verifique!).

Sistemas de Equacdes Diferenciais Lineares - caso em que 0s autovalores sao reais

Considere o sistema de equacdes diferenciais lineares

d.Tl

— = an®; + apry + ... + Q1T
dt

il + + +

— A1 X po® Apn T,
7t 171 22

Ele pode ser escrito na forma de uma equacéao diferencial vetorial

dXx
— = AX
dt ’

emque A = (aij)nxn. Suponha que a matriz A seja semelhante a uma matriz na forma candnica de
Jordan, ou seja, suponha que exista uma matriz P tal que P~*AP = J, em que

_ _ [\, 0 0 0
T 0 y Ai 0 0
0 Jy, 0 :
J = . . e J>\i:
S C 0 0 A O
0 0 - Jy, _0 0 1 )\i_
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Vamos mostrar que X () = ¢4 X (0) é a solug&o do sistema. Para isso, vamos mostrar que aet

A

e'*Aeque X(t) = ¢ X(0) é a tinica solugo do sistema que tem valor X (0) em ¢ = 0.

¢ 0 oD
_ ' e
A _ p 0 e -0 P
0 0 et
em que
[ et 0 0 0 7
et ethi 0 0
e = : : :
tm:l ethi tm: tA; tethi ethi
L (m—1)! (m—2)! 4
i )\iet)‘i 0
()\lt -+ 1)€t)‘i )\iet’\i
d ,; . .
—_— ’\z e . .
dt 4m—2 m—3 . m—3 m—4 X
(2\572)! (1157173)!)60\1 ((Aﬁifs)! (274)!)6”1
)\i m—1 m—2 i i m—2 m—3 i
i <(77i71)! (fnfz)!eM ) (X (2172)! + (fnfg)!)@tA

0 0 7
0 0
)\i €t)\i O
tet)\i Ai@t)\i
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412
0 0 0 7N 0 0 0]
et 0 0 1\ 0 0
= et 0 0 0 A0
Y (:::2)! oA tethi oA 11 0 0 DY |
= €tJAiJ)\
Assim,
i 0 Ee A2 0 P_l
dt : : :
0 %e“*k
- ethijxh (:)
0 etJ)\Q‘])\l 0 P_l
(_) €tJAkJ)\
i Gt‘])‘l 0 (_) J)q (_) (_)
_ S > A i
RN I P
0 0 N 0 0 T,
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= 1A

Seja X (t) uma solugéo do sistema tal que em ¢t = 0 vale X (0). Entdo, Z(t) = e "4 X (t) é tal que

d o d _tA —tA d o —tA —tA — N
dtZ<t> = e X(t)+e o (t) = —e AX(t) + e AX(t) = 0.
_ d dy dX .
Aqui usamos o fato de que E(Y(t)X(t)) = %(t)X(t) + Y(t)ﬁ(t) (verifique!). Logo, Z(t) =

Z(0) = e %X(0) = X(0), paratodot € Re
X(t) =ee X (t) = Z(t) = 1 X(0),

pois e!te~t = [, (verifique!). Portanto, X () = e X (0) é a Gnica solugéo do sistema de equagdes

diferenciais lineares IxX
— =AX
dt

Y

com o valor pré-determinado em ¢t = 0.

Exemplo 4.22. Considere o sistema de equagdes diferenciais lineares

d
g—fzélx—?)y—z
dy

gt
sz—i%y—i—?z
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414 Diagonalizacao

Ele pode ser escrito na forma de uma equacao diferencial vetorial

dX
— = AX
dt ’
4 -3 -1
emque A=|0 0 0].SejaT :R®— R definido por T(X) = AX, paratodo X € R3.
1 -3 2
O seu polindmio caracteristico &€ p(\) = —\(\ — 3)2. Portanto, os autovalores de 7' so \; = 0 e

>\2 == 3

Vamos usar o Teorema de Cayley-Hamilton para calcular e*. Seja r¢(A\) um polindmio de grau
menor que 3 tal que e = r,()\), para A = 0 e 3 e que j—Aet’\ =7y (\),paral =3. Sejaq; : R — R
definida por

¢t
e’ —n(d) se \#0,3,
pe%)— r¢(h) teth —ri(h)
S I I B O et
th th "
fim ) gy QO )y g
( n=3  p(h) h—3 p"(h)
As funcdes ¢;(\) e r; () pertencem a C*(R) e séo tais que
e™ = ¢, (M)p(\) + 1)), emque r,()\) & um polindmio de grau menor que 3. (4.27)

Usando o fato de que os autovalores de 7' também anulam p(\) temos duas equagdes, pois um dos
autovalores € uma raiz dupla de p()\). Mas, quando um polinémio tem uma raiz dupla ela é também
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raiz da sua derivada. Sejam a, b, ¢ € R tais que r;(z) = ax? + bx + c. Substituindo-se A = 0 e 3 em
(4.27), derivando-se (4.27) e substituindo-se A = 3 obtemos o sistema

1 = c
e = 9a + 3b + ¢
te®® = 6a + b

i 20 é —1)e3? —o4(— 3t
cuja solucéo é a = 1+(3t9 e b= 24( 33t2)e

temos que

e c = 1. Assim, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,

1+ (3t —1)e¥ —2 4 (—3ty)e

= gAp(A) + D RS
1 -1 3t -9 _ 3t
_ 14+ @Bt—1)e 42y 22t (—3ta)e A,
9 3
(1 + t)e3t 1 — €3t _t63t
= 0 1 0
tedt 1—e3t (1—1t)e
Assim, a solugdo do sistema para z(0), y(0) e z(0) dados é
z(t) (1+t)edt 1—e¥  —ted z(0)
y(t) | = 0 1 0 y(0)
2(t) tedt 1—e3 (1—t)e 2(0)

Sistemas de Equacdes Diferenciais Lineares - caso em que existem autovalores complexos
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Diagonalizacao

Vamos resolver inicialmente o caso em que a matriz A € 2 x 2. Se o polindmio caracteristico
p(A) = det(A — AIy) tem uma raiz complexa, entdo ele tem duas raizes complexas conjugadas:
M =a+i10e )l =a—if e pelo Exercicio 4.1.27 na pagina 350, existe uma matriz P tal que

Definimos

A=PD,sP', emque D,s= [ @ =P ] :

0«

cost —sent _
etD“vﬂ — 6toz |: /6 ﬂ :| e etA — PetDa’BP 1.

sent  costf

d
Vamos mostrar que —e'4 = ¢4 A.

dt

_etDOé,B

dt

Assim,

o | cOsStB —sentf o | —sent3 —costf
ae [sentﬁ costfd +Be cost —sent(3

o | costd — Bsentl —[(cost — asents
¢ asentf + fcostl —(Fsentf + acostf

o | cOStB —sentf a —0
¢ sent  costf 06«

GtDa”B Da,ﬁ

4= P%etDaﬂP_l = Pe'P*8 D, P = A

Para o caso geral, vamos usar o Exercicio 4.4.6 na pagina 420, ou seja, existe uma matriz P tal

Algebra Linear e Aplicacdes
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que i i
Sy 0 00
0 Jy, 0 0
PAP'=J=| : , emaque
Q 9 Jak—}ﬂk—l
i 0 0 0 JonBe |
[\ 0 0 0 ]
1A 0 O
ij = : : : )
0 O Aj 0
i 0 0 1A |
[ Daiﬂi 0 0 Q ]
IQ Daiﬂz 6 0
;i — _ _ : ' € Vo, = 61 o
0 0 D,,p, 0
0 0 Iy Dag
Definindo
T etPain 0 0 0
tetPeis; etPois; 0 0
eteis; — : : :
tm=2 tD,. tm=3  tDg.3. tDy 3.
(%7—21)!675[) - (;r:;_?;)!ew - etD - tDO
i (mfl)!et “li i€ teresli et |
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Diagonalizacao

podemos definir

(&

tJ)‘l

[esl N en]BEEE

0
€tJ>‘2

[en] N an] RN

(&

tJa

- Ol

k—1Pk—1

e

Ol Ol

tJo

kPk
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 574)

4.4.1. Quais das seguintes matrizes estdo na forma canonica de Jordan.

21000 0
21 0 0 0
02100 0
02 0 0 0
00210 0
@ |00 -1 1 o0 (b)
00020 0
00 0 -1 0
00 0 0 1 00002 0
00000 —1

4.4.2. Determine, se possivel, uma matriz P, tal que P~' AP = J esteja na forma candnica de Jordan.

s 0 0 0 20000 0
12000 0
02 0 0 0
~10200 0
@ |00 -1 0 —1 (b)
01020 0
00 0 -1 0
00 0 0 -1 11112 0
. | 0000 1 —1|
(1 1.0 0 -1 0 4 0]
(-1 1 -1 -3 -1 7] 01 1 -1 -1 =3 3 —4
0 -1 1 2 3 2 001 0 1 1 -2 1
0 0 -1 0 -2 1 000 1 1 1 -4 —5
©@1 0 0 0 -1 1 -2 @10 00 0 1 0 -1 -5
0 0 0 0 -1 3 000 0 0 1 1 -1
0 0 0 0 0 —4| 000 0 0 0 1 -2
(000 0 0 0 0 3]
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Diagonalizacao

4.4.3.

4.4.4.

4.4.5.

4.4.6.

Exercicios Teoricos

SejaT : V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico € da formap(\) = (—1)"(A—
A)™ (A= Ag)™, com Ay, ..., A distintos. Seja W = J(T" — A\)™*. Mostre que:

(a) W é T-invariante.

(b) WAN(T — N\, I)™ éinvariante por (1" — A\ I)™*.

(c) Arestricdo de (T — N\ I)™ a WNN(T — \;I)™ é injetiva e portanto sobrejetiva.

Sejam Cy, ..., G, ciclos de autovetores generalizados associados a um autovalor A. Mostre que
se o0s vetores finais dos ciclos sao distintos, entdo os ciclos sao disjuntos, isto &, C; N (?j = @,

parai # j.

SejaT : V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico & da forma p(\) = (—1)"(A—
A)™ o (A= Ag)™, com Aq, ..., \; distintos. Mostre que:

(@) T é diagonalizavel se, e somente se, 0 autoespaco generalizado W; associado a \; é
igual ao autoespago N(T' — \;I) associado a \;, parai = 1,... k.

(b) T é diagonalizavel se, e somente se, N(T'— N\, 1) = N(T — \;1)?, parai = 1,... k.

Seja’T’ : V — V um operador linear em um espacgo vetorial real. Mostre que existe uma base
C de V tal que
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Jazﬂi =

[elg)

I
<
I

jeslenlBENE

[ J\, 0 0 0 |
0y, 0 0
: : - : : , emaque
Q Q e Jak—lﬁk—l 0
00 0 Jos |
A 0 0 0]
DY 0 0
J)\j - )
0 0 - A 0
0 0 Loy |
0 0 0 |
Dazﬂz‘ 0 0 3
. Q. —Pi
: : : e Da,p, = { I — }
0 Dai,@i 0
0 Iy Dy, ]

(Sugestao: considere a complexificacao de V e do operador T', Exercicio 4.1.26 na pagina 349.)

(A0
1 A
447. SejaJ = |

0 0
0 0

o O

—_

O e

um bloco de Jordan m x m correspondente a A. Seja N =

Marco 2006
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Diagonalizacao

J — Al,,. Mostre que:

(@) N™ = O, a transformago linear nula e para 1 < k < m, [N¥];; = {

k
k L
Z ( .))\k‘JN] para0 < k < m.
b) JF=q 775 !

= /k .

Z ( ‘)/\k_JN] para k > m.
=0 )

(c) Paratodo inteiro k > m,

N 0
Ak L

( 14_2) )I\k—m+2

| (mk—l) )\kierl (mk—Q) )\k*erQ

\
kj)\kfl

1 sei—j=k
0 caso contrario

Algebra Linear e Aplicacdes
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Respostas dos Exercicios

1.1. Definicdo e Exemplos (pagina 13)

1.1.1. A equacdo 3X — 2V = 15(X — U) é equivalente a 3X — 2V = 15X — 15U. Somando-se
—15X + 2V obtemos —15X + 3X = 2V — 15U ou —12X = 2V — 15U multiplicando-se por
— <5 obtemos
X =30 - éV.

1
1.1.2. Multiplicando-se a segunda equacgao por 2 e somando-se a primeira, obtemos 12X = 3U + 2V

ou X = 1U + ¢V. Substituindo-se X na primeira equag&o obtemos, 3U +V — 2Y = U ou
2Y =iU+VouY =1U+ 1V,

1.1.3. Vamos verificar que existem escalares a e b tais que
242+ T7=0a(t?+1)+b(t+3) = at? + bt + (a + 3b)

423



424 Respostas dos Exercicios

que é equivalente ao sistema

a = 1
b = 2
a + 3b = 7

que tem solucdoa =1e b = 2.

1.1.4. Vamos verificar que existem escalares a e b tais que 3 = a(5 tan?t) + 2bsec?t = Ha(sec? t —
1) + 2bsec’t = —5a + (5a + 2b) sec® t. Basta tomarmos escalares a e b tais que 3 = —5a e
5a + 2b = 0, ou seja, bastaque a = —3/5e b = 3/2.

1.1.5. > x1=[4,2,-3];x2=[2,1,-2];x3=[-2,-1,0];

>> x=[1,1,1]1;
>> A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2 1
2 1 -1 1
-3 -2 0 1
>> R=escalona(A)
1 0 -2 0
0 1 3 0
0 0 0 1
>> x=[4,2,-6];
>> A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2 4
2 1 -1 2
-3 -2 0 -6

>> R=escalona(A)
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1 0 -2 -2
0 1 3 6
0 0 0 0
>> x=[-2,-1,1]1;
>> A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2 -2
2 1 -1 -1
-3 -2 0 1
>> R=escalona(A)
1 0 -2 -1
0 1 3 1
0 0 0
>> x=[-1,2,3];
>> A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2 -1
2 1 -1 2
3 -2 0 3
>> R=escalona(A)
1 0 -2 0
0 1 3 0
0 0 0 1

Assim, os vetores das letras (b) e (c) sdo combinagao linear de X, X e X3.

1.1.6. (a) N&o é espaco vetorial pois 1(1,1) = (1,0) # (1, 1), ou seja, o axioma (8) nédo é satisfeito.

(b) N&o é espaco vetorial pois (1,1) + (2,2) = (5,5) # (2,2) + (1,1) = (4,4), ou seja, 0
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Respostas dos Exercicios

1.1.7.

axioma (1) ndo é satisfeito.
(c) Néo é espaco vetorial pois (0,1) + ((0,2) +0,3)) = (0,1) + (5,0) = (1,5) # ((0,1) +
(0,2)) +(0,3) = (3,0) + (0,3) = (3,3)
(d) E espaco vetorial, pois:
. xt+y=xy=yr=y-+zx
i. 2+ (y+2)=x(yz) = (2y)z = (x +y) + 2;
i. Se0=1,entdor=1lr=0+2=2+0;
iv. Se —x =z, entdo (—z)+r=x+ (—z)=zz ' =1=0;
v. a(fz) = a(2®) = (2%)7 = 27 = (af)z;
vi. a(z +1y) = (zy)* = 2%Y* = ax + ay;
vii. (a+ B)z = 200 = 1928 = ax + Ba;
viii, 1z = 2! = .

@) (f+9)(x) = f(x)+g(z) =g(x)+ f(x) = (g + f)(x), paratodo = € X;

@) [f+(g+M)](x) = f(2)+(g+h)(z) = f(z)+(9(z) +h(z)) = (f(x) +g(x)) + h(z) =
(f+9)(z)+ h(z) =[(f +g) + h](x), paratodo = € X;

(3) Seja 0 a fungéo identicamente nula. (f + 0)(z) = f(z) + 0(z) = f(z), para todo = € X;

(4) Dada a fungéo f definimos a fungdo — f por (—f)(x) = —f(z), paratodo z € X. [f +
(—=Hl(x) = f(x) + (—f(x) = 0= 0(x), para todo = € X;
(BH(@) = a(Bf)(x) = a(Bf(x) = (aB) f(z) = [(af) f](x), paratodo = € X;

(f+9)])($) = a(f+9)(x) = a(f(2) +9(z)) = af (2) +ag(z) = (af)(x)+(ag)(r) =

) [o
[
(af + ag)(z), paratodo x € X;

(6)
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(M) [+ B)fl(z) = (a+ 0)f(z) = af(z) + 5f(z) = (af)(z) + (Bf)(z) = [af + 6f](x),

para todo = € X;
@®) (1f)(z) =1f(x) = f(x), paratodo z € X;

1.2. Subespacos (pagina 42)

1.2.1. (a) N&o é subespaco pois (1,1, 1) pertence ao conjunto, mas 2(1,1,1) = (2,2,2) n&o per-
tence;

(b) E um subespaco pois € um plano que passa pela origem;

(c) N&o é um subespaco pois (1, 1, 1) pertence ao conjunto, mas —1(1,1,1) = (=1, —1,—1)
nao pertence;

(d) Néo é subespago pois (1,0,0 e (0,—1,0 pertencem ao conjunto, mas (1,0,0) +
(0,—1,0) = (1,—1,0) ndo pertence;

(e) E um subespaco pois é uma reta que passa pela origem (eixo v);
(f) E um subespaco pois € um plano que passa pela origem;
(g) N&o é um subespacgo pois € um plano que nédo passa pela origem.
(h) N&o é um subespaco pois (1, 1,2) e (—1,—1,2) pertencem ao conjunto, mas (1,1,2) +
(—1,-1,2) = (0,0,4) ndo pertencem.
1.2.2. (a) N&o é subespaco pois (2,0, 0,0) pertence ao conjunto, mas (0,0,0,0) = 0(2,0,0,0) ndo
pertence;

(b) E um subespaco. Pois,
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(0) Se X7 = (x1,y1,21,w1) € Xo = (22,Ys, 22, W) pertencem ao conjunto, entdo z; =
T, = 2y1, Z9 = X9 = 2y2 ew = r1 — Syl, Wy = T9 — 3y2 O que Impllca que
X1+ Xo = (1 + @2, Y1 + Yo, 21 + 22, w1 + wo) também pertence ao conjunto ja que
21tz =21+ 2 =2y +y2) ewr +wy = (21 + 22) — 3(Y1 + 12).

(0) Se X = (x,y, z,w) pertence ao conjunto, entdo z = x = 2y e w = x — 3y. O que
implica que aX = (az,ay,az, aw) também pertence, pois az = ar = 2(ay) e
aw = (ax) — 3(ay).

(c) E um subespaco. Pois,
(0) Se X; = (x1,y1,21,w1) € Xo = (g, s, 22, wy) pertencem ao conjunto, entdo x; =

y1 = 0exy = yp = 0. O que implicaque X1+ Xy = (z1+x9, y1+yo, 21+ 22, w1 +ws)
também pertence ao conjunto ja que 1 + T2 = y; + y2 = 0.

(0) Se X = (z,y, 2, w) pertence ao conjunto, entdo x = y = 0. O que implica que
aX = (az, ay, az, cw) também pertence, pois ax = ay = 0.

(d) E um subespaco. Pois,

(0) Se Xy = (x1,91, 21, w1) € Xo = (2, Y2, 22, W) pertencem ao conjunto, entdo r; =
0, To = 0, Y1 = —wWi1 €Yy = —Ws. O que Impllca que X1—|—X2 = (33'1-'-]72, Y1+Ya, 21+

29, W1 +wsy) também pertence ao conjunto ja que x1+x2 = 0e y;+y = — (w1 +wy).
(0) Se X = (z,y, z,w) pertence ao conjunto, entdo = = 0 e y = —w. O que implica que
aX = (az, ay, az,cw) também pertence, pois az = 0 e ay = —(aw).

1.2.3. (a) E um subespaco de C°[—1,1] pois se f(—1) = f(1) e g(—1) = ¢(1), entdo (f +
9)(=1) = f(=D)+g(=1) = f()+9(1) = (f+g) (D) e (af) (1) = af (1) = af(-1) =

(af)(—1). Portanto, € um espaco vetorial.
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(b) Ndo & um subespago de C°[0, 1] pois f(x) = x & uma fungdo ndo decrescente, mas
((=1)f)(x) = —x nédo & uma funcdo néo decrescente. Portanto, ndo & um espaco veto-
rial.

(c) N&o é um subespaco de €°[—1, 1] poisse f(z) = 1+z e g(z) = 1—x, entdo (f+g)(z) =
1 nado pertence ao conjunto. Portanto, ndo € um espaco vetorial.

(d) E um subespaco de C°[—1,1] pois se f(—1) = f(1) = 0 e g(—1) = g(1) = 0, entdo
(f+9)(=1) = f(=1)+g(=1) =0= f(1)+g(1) = (f+g)(1) e (af)(-1) = (—1) =
0=af(1) = (af)(1). Portanto, € um espago vetorial.

(e) N&o & um subespago do espaco dos polindmios pois o polinémio nulo 0 = 0(¢*) ndo tem
grau igual a 3. Portanto, ndo € um espaco vetorial.

1.2.4. (a) E um subespaco do espaco das matrizes M,,,, pois se B; e B, sdo tais que AB; = B, A
e ABQ = BQA, entao A(Bl + BQ) = ABl + ABQ = BlA + BQA = (Bl + BQ)A e se
B étalque AB = BA, entdo A(aB) = aAB = aBA = (aB)A. Portanto € um espago
vetorial.

(b) Nao & um subespaco do espago das matrizes M,,,,, pois se B é tal que AB # BA, entéo
0 = 0B étal que AB = BA = (. Portanto ndo & um espago vetorial.

(c) E um subespaco do espaco das matrizes M,,,, pois se B; e B, sdo tais que B;A =0 e
ByA =0, entdo (B + Bs)A = BiA+ ByA=0+0=0ese Bétalque BA =0, entdo
(aB)A = a(BA) = a0 = 0. Portanto & um espago vetorial.

1.2.5. Sejam f,g € F(X;R) tais que f(xo) = g(xp) = 0.

0) (f + g)(zo) = f(x0) + g(x0) = 0;
©) (af)(xo) = af(xg) = ab = 0.
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1.2.6. Seja V = (a, b, c) um vetor qualquer de R3. Vamos mostrar que existem V; € W, e Vo, € W,

1.2.7.

tais que V' = V1 + V5. Um elemento qualquer de W, é da forma (z, z, z) enquanto um elemento
qualquer de W, é da forma (x, y, 0). Assim, precisamos encontrar x, y e z tais que

(a”b7c):(Z7Z7Z)+(x7y70):(x+z7y+z7z>

que é equivalente ao sistema

que tem solucdo Gnicaxz = a —c,y = b —ce z = c. Portanto, R® = W, & W, pois
todo elemento de R? se escreve de maneira Gnica como a soma de um elemento de W; e um
elemento de W,

(@ > syms a b cd
>> A=[1,0,0,1;0,1,0,0;1,1,1,1;...
1,1,1,0;a,b,c,d] .’
(1, 0, 1, 1, a]
0, 1, 1, 1, bl
[0, 0, 1, 1, c]
[1, 0, 1, 0, dl
>> escalona(A);

[1 0 0 O a-c¢ ]
Lo 1 0 O b-c ]
[O 01 0 c+4d-al]
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[0 O O 1 -d+a ]
Portanto, os vetores da letra (a) geram o R*.
(b) >> A=[1,2,1,0;1,1,-1,0;0,0,0,1;a,b,c,d].’

[1, 1, 0, al

[2, 1, 0, b]

[1, -1, 0, c]

[0, 0, 1, d]

>> escalona(A);
[1 0 O -a+hb ]
[0 1 O -b+2a ]
[0 O 1 d ]
[0 O 0 c+3a-2b]

Continua 7 (s/n) n

Portanto, os vetores da letra (b) ndo geram o R*.
(c) >> A=[6,4,-2,4;2,0,0,1;3,2,-1,2;...
5,6,-3,2;0,4,-2,-2;a,b,c,d] .’
[6, 2, 3, 5, 0, al
[ 4, 0, 2, 6, 4, b]
(-2, 0, -1, -3, -2, c]
[ 4, 1, 2, 2, -2, d]
>> escalona(A);
(1 01/23/2 1 1/4 b ]
01 0 -2-3 -3/4b+1/2 a
(00 0 -2-3d-1/2a-1/41b]
(00O 0O O O c+1/2 b ]
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Continua ? (s/n) n

Portanto, os vetores da letra (c) ndo geram o R*.

(d) > A=[1,1,0,0;1,2,-1,1;...
0,0,1,1;2,1,1,1;a,b,c,d].’

A =

1, 1, 0, 2,
1, 2,0, 1,
(o, -1, 1, 1,
(o, 1,1, 1,

>> escalona(A)

al
b]
c]
d]

)

[1000-a+2hb

[0100 1/2
[0010 c
[0001 1/24d -

d-1/2 c

+
b

3/2 d + 3/2 c]

b -a

+a-1/2 c

]
]
]

Portanto, os vetores da letra (d) geram o R*.

1.2.8. (a) > A=[1,0,1,0,0;1,2,3,1,0;...

2,1,3,1,0]

1 0 1 0

1 2 3 1

2 1 3 1
>> R=escalona(A)

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 0 1

(@]

o
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Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz [A | 0], que corresponde ao sistema

Este sistema tem como solucao geral

X1

+J]3

To + T3

Xy

o O O

W={(—a,—a,a,0) |« € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:

Logo, {V = (—1,—1,1,0)} gera W.

(—a, —a, ,0) = a(—1,-1,1,0).

(b) >> A=[1,1,2,-1,0;2,3,6,-2,0;...

>> R=escalona(A)

-2,1,2,2,0]
1 1
2 3
-2 1
1 0
0 1
0 0

2
6
2

0
2
0

o

0
0
0

Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz [A | 0], que corresponde ao sistema

X1
X2

+
+ 2ZL‘3

Xyg

0
0
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Este sistema tem como solucéo geral

W = {(a7_26757a”a76€R}‘

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(a,—Qﬁ,ﬁ,a) =
= (a,0,0,c) + (0, —25,3,0)
= «(1,0,0,1) + 4(0,-2,1,0).

Logo, S = {V; = (1,0,0,1), Vo = (0,—2,1,0)} gera W.

1.2.9. O subespaco V é um plano que passa pela origem, paralelo aos vetores (—1,2,3
O subespaco W é um plano que passa pela origem, paralelo aos vetores (1,2, —1

~—

N—
® o

>> Vi=[-1,2,3]; V2=[1,3,4];
>> Ni=pv(V1,V2)

N1 = -1 7 -5

>> V3=[1,2,-1]; Vv4=[0,1,1];
>> N2=pv(V3,V4)

N2 = 3 -1 1
>> V=pv(N1,N2)
V= 2 -14  -20

A equacdo paramétrica da reta intersecédo dos dois subespacos é (z,y, z) = t(2, —14, —20),
para qualquer t € R.
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1.2.10. Porumlado, 1 = 1sen®t+1cos?t, cos 2t = (—1)sen?t + 1 cos? t, implica que a1 + 3 cos 2t =
(a — B)sen®t + (a + ) cos®t, ou seja, toda combinagéo linear de 1 e cos2t também é
combinago linear de sen?t e de cos®¢. Por outro lado, sen?t = $(1) — 1 cos2t e cos?t =
1(1) + 1 cos 2t implica que asen®t + Bcos?t = 232(1) + 252 cos 2t

1.2.11. (a) Podemos, por exemplo, tirar ¢ em funcao de a e b na equacao 3a — 5b + 2¢ = 0 obtendo

1
= —(bb — 3a).
5 (5b = 30)
Substituindo o valor de ¢ em um ponto qualquer do plano obtemos que os vetores do plano
séo da forma
3 )

(a,b,¢) = (a, b, %(55 ~3a)) =a(1,0,~5) +5(0,1,).

Assim, os vetores V; = (1,0, — ) eV, = (0,1, 3) geram o subespago.

(b) Podemos, por exemplo, obter que a5 = %an. Substituindo o valor de a5 obtido em uma
matriz qualquer do subespago obtemos que as matrizes do subespaco sao da forma
3 3
ann a2 \ _ [ ann 5011\ _ 1 0 0 00
(a21 (122)_(@21 agg)_au(o O>+a21(10 +6L22 01 '
1

. . 00 0 0
ASS|masmatr|zesM1—<0 O),Mg_(l O)eMg—(O 1>geramo
subespaco

N[

(c) Um polindmio p(t) = at® 4 bt? 4 ct +d pertence ao subespaco se, e somente se, p(2) =0,
ou seja, se a 2® + b2% + ¢2 + d = 0. Podemos, por exemplo, tirar o valor de d em fun¢éo
de a,b e c obtendo d = —8a — 4b — 2¢. Substituindo este valor de d em um polindmio
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qualquer do subespaco obtemos
p(t) = at* +bt* +ct+d = at3+bt* +ct+(—8a—4b—2c) = a(t>—8)+b(t? —4) +c(t —2).
Assim, os polindmios t* — 8, 12 — 4 e t — 2 geram o subespaco.
(d) Um polindmio p(t) = at® + bt* + ct + d pertence ao subespaco se, e somente se, p(2) =
p(—1), ou seja, se a2® + 022 +c2+d = a(—1)3 +b(=1)*> + ¢(—1) + d ou ainda,
9a + 3b + 3¢ = 0. Podemos, por exemplo, tirar o valor de ¢ em fungéo de a e b obtendo
¢ = —3a — b. Substituindo este valor de ¢ em um polindmio qualquer do subespaco
obtemos
p(t) =at® + bt + ct +d = at® + bt* + (—3a — b}t + d = a(t® — 3t) + b(¢t* — 1) + d(1).
Assim, os polindmios t> — 3t, t> — 1 e t — 2 geram o subespaco.
1.2.12. Sejap(t) = ag + ... + a,t™ um polinémio qualquer. Como p(t) tem grau n os polindmios de
grau maior que n ndo entram na combinacéo linear. Vamos mostrar que a equag¢ao
pt) =g+ ... tapt" =x02) + 21 (t+ 1)+ ...+ z,(t"+ 1)
tem solugdo. Agrupando os termos de mesmo grau obtemos que a equagao acima € equiva-
200 + T + + z, = o
T c. = 1
lente ao sistema ) . que tem solugcdo. Portanto o
Tp = Qn
conjunto dado gera o espaco dos polindémios.
1.2.13. Sejap(t) = ap+...+a,t" um polindmio qualquer tal que p(—t) = p(t). Entéo, p(t) —p(—t) =

a1t +2ast3 + ... 4 2a0,411%* T = 0, paratodo t € R. O que implica que todos os coeficientes
de p com indice impar sao iguais a zero. Assim, todo polindbmio do subespaco & da forma
p(t) = ag + ast? + ... + ayt?*, para algum k € N. Portanto 1,¢%,¢4,...,t2",... geram o
subespaco dos polinémios pares.
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1.3. Dependéncia Linear (pagina 68)
1.3.1. (a) > vi=[1,1,2,1];v2=[1,0,0,2];

>> v3=[4,6,8,6];v4=[0,3,2,1];
>> A=[v1;v2;v3;v4;zeros(1,4)].’

>> R=escalona(A)

1 1
1 0
2 0
1 2
1 0
0 1
0 0
0 0

4

3 00 O

O = O O

0

=N W

O O O O

O O O O

Logo, o sistema z1(1,1,2,1) + 25(1,0,0,2) + x3(4,6,8,6) + 24(0,3,2,1) = 0 admite

solucdo nao trivial. Isto implica que os vetores da letra (a) sao L.D.

(b) >> vi1=[1,-2,3,-1];v2=[-2,4,-6,2];
>> A=[v1;v2;zeros(1,4)].”

>> R=escalona(A)

1 -2
-2 4
3 -6
-1 2
1 -2
0 0

0

0
0
0

o O
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0 0 0
0 0 0
Logo, o sistema x1(1, —2,3, —1) + x5(—2,4, —6,2) = 0 admite solug&o n&o trivial. Isto
implica que os vetores da letra (b) sdo L.D. Observe que o segundo vetor & —2 vezes o
primeiro.
(c) > vi=[1,1,1,1];v2=[2,3,1,2];
>> v3=[3,1,2,1];v4=[2,2,1,1];
>> A=[v1;v2;v3;v4;zeros(1,4)]."

1 2 3 2 0
1 3 1 2 0
1 1 2 1 0
1 2 1 1 0
>> R=escalona(A)
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

Logo, o sistema z1(1,1,1,1) +x2(2,3,1,2) +23(3,1,2,1) + 24(2,2,1,1) = 0 s6 admite
a solucdo trivial. Isto implica que os vetores da letra (c) sao L.I.

(d) >> vi1=[4,2,-1,3];v2=[6,5,-5,1];v3=[2,-1,3,5];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].’

4 6 2 0
2 5 -1 0
-1 -5 3 0
3 1 5 0
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>> R=escalona(A)

1 0 2 0
0 1 -1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Logo, o sistema z(4,2, —1,3) + x2(2, 3,1,2) + z3(2, —1,3,5) = 0 admite solugdo ndo
trivial. Isto implica que os vetores da letra (d) séo L.D.

1.3.2. >> syms a
>> A=[3,1,0;a°2+2,2,0;0,0,0]

A=

[3, a~2+2, 0]
(1, 2, 0]
[0, 0, 0]

>> escalona(A)
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1

[1 2 0]
[ ]
[ 2 ]
[3 a +2 01
[ ]
[0 0 0]

Continua ? (s/n) s
-(3)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[ 1 2 0 ]
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1.3.3.

[ O 0 0 ]
Continua ? (s/n) n
>> solve(’a"2-4=0’,’a’)

= [ 2]1[-2]

@) z1(t? —2t+3)+ 2o (26> +t+8) +x3(t*+8t+7) = 0(t) = 0, paratodo ¢ € R. Agrupando

0s termos correspondentes a mesma poténcia de ¢ obtemos
([L’l + 2552 —|—[I)3)t2 + (—2!171 —|—l‘2 + 8!E3)t + (311 + 8[[2 + 71’3) = O, para todot € R. Como
o polindmio nulo tem todos os seus coeficientes iguais a zero, obtemos o sistema linear
T + 2.’152 + X3 = 0
—2271 + X9 + 8%3 =0
31’1 + 81’2 + 7[)33 =0

>> A=[1,2,1,0;-2,1,8,0;3,8,7,0]

>> escalona(A)

[ 1, 2, 1, 0]

[ -2, 1, 8, 0]

[ 3, 8, 7, 0]

eliminagdo 1:

(2)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-3)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 2, 1, 0]
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(b)

[ 0, 5, 10, 0]

[ 0, 2, 4, 0]
eliminagdo 2:

(1/5)*1linha 2 ==> linha 2

(1, 2, 1, 0]
[O, 1’ 2’ O]
[0, 2, 4’ O]

(-2)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1

(-2)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, o0, -3, 0]

[ o, 1, 2, o0l

[ O’ O, O’ O]

A solucdo do sistema é x5 = «, T9 = —2a e 1 = 3a, para todo o« € R. Portanto o

sistema e a equacao vetorial inicial possuem solug¢ao nao trivial o que implica que os trés
polindbmios séo L.D.

z1(t? — 1) + 22(t + 1) + x3(t + 2) = 0(t) = 0, para todo ¢t € R. Agrupando os termos
correspondentes a mesma poténcia de ¢t obtemos
(x1)t? + (x9 + x3)t + (=71 + 22 + 223) = 0, para todo ¢ € R. Como o po-
linbmio nulo tem todos os seus coeficientes iguais a zero, obtemos o sistema linear
o =0
ro —+ T3 =0
—$1+ZE2+2$3:O

>> A=[1,0,0,0;0,1,1,0;-1,1,2,0]
>> escalona(A)
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[ 1, 0, 0, o0l

L o, 1, 1, 0]

(-1, 1, 2, 0]

eliminagdo 1:

(1)*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 0, O]

(o0, 1, 1, 0]

(o0, 1, 2, 0]

eliminagdo 2:
(-1)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3

(1, 0, 0, O]
(0,1, 1, 0]
[0, 0, 1, 0]

eliminagdo 3:
(-1)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2

(1, 0, 0, O]
(0,1, 0, O]
[0, 0, 1, O]

Assim o sistema e a equacao vetorial inicial possuem somente a solugao trivial x1 = 9 = x3 =
0. Portanto, os polindmios séo L.I.

t cost sent
1.3.4. (a) W[fl, fg, fg] (t) = det 1 —sent cost e W[fl; fg, fg](ﬂ') =

0 —cost —sent
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™ —1 0
det { 1 0 —1 [ =m #0. Portanto, as fun¢des séo L.I.
0 1 0

cost 1 sen®t/2
(0) W(fi, fo, f3](t) = det | —sent 0 isent | = —det [
—cost 0 %cost
todo ¢t € [—m, 7|. Assim, as fun¢des podem ser L.D. Vamos tentar descobrir uma relagéo
entre as fungdes. Observamos que
cost = cos(2L) = cos?t/2 —sen?t/2 = 1 — 2sen®t/2. Assim, a primeira fungéo &
combinacao linear das outras duas. Portanto as funcdes sao L.D.

—sent %sent
—cost Lcost

} = 0 para
2

1 et+et et —et o — et ol 4ot
(©) Wify, fa, f3](t) = det | O et —et e tet | = det [ t —t ot —t ] = —4
0 eldet e —et e +e e —e

Assim as funcdes sao L.I.

1.3.5. Sejam y;(t) = e’ cos 3t e yo(t) = e’ sen3t. y(t) = e'(cos 3t — 3sen 3t), y4(t) = e(sen 3t +
3cos3t). yi(t) = —2e'(4cos3t + 3sen3t), y5(t) = 2e'(—4sen 3t + 3cos3t). Assim, y] —

207 + 10y; = €'0 = 0 e y) — 2y, + 10y, = €'0 = 0, ou seja, y; e y» sdo solugdes da

. , e’ cos 3t e’ sen 3t

equacao diferencial. Agora, W yy, y2|(t) = det [ e!(cos 3t — 3sen3t) e!(sen 3t + 3 cos 3¢) }

e Wy, y2](0) = det [ 1 g ] = 3 # 0. Portanto as funcdes sdo solugbes L.I. da equagéo

diferencial dada.

1.3.6. (a) 1'1}/1 + 172}/2 + (E3§/3 = l’l(Xl + XQ) + (L’Q(Xl + Xg) + (Eg(XQ + Xg) = (l’l —+ l’g)Xl +

(1 + x3)Xo + (22 + 23)X3 = 0. Como X;, X, e X3 séo por hipotese L.I., os es-
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calares que os estao multiplicando tém que ser iguais a zero. O que leva ao sistema
r1 + X2 = 0
I + r3 = 0
To + T3 = 0

>> A=[1,1,0;1,0,1;0,1,1]
>> escalona(A)

[ 1, 1, 0]
[ 1, 0, 1]
[0, 1, 1]
[ 1, 0, 0]
[ 0, 1, 0]
[ 0, 0, 1]

Assim, o sistema e a equacdo vetorial inicial ttm somente a solugao ftrivial z; = x5 =
x3 = 0. Portanto os vetores Y7, Y5 e Y5 sdo L.l

(b) Y1 + x2Yo + 233 = 11Xy + 22( Xy + X3) + 23(X1 + Xo + X3) = (v1 + 29 +
23) X1 + 23X + (72 + 23) X3 = 0 Como X, X, e X3 séo por hipotese L.I., os es-
calares que os estdo multiplicando tém que ser iguais a zero. O que leva ao sistema

T + T2 + x3 = 0
rs3 = 0 Assim, o sistema e a equacao vetorial inicial tém somente
Tro + r3 = 0
a solugdo trivial z; = 9 = x3 = 0. Portanto os vetores Y7, Y5 e Y3 sdo L.I.

13.7. api(t)+. A zppn(t) = 2o(1+E+E2 4 A" ) F o (EHEP . A7) oo (P 5+ 1)+
et 2, (1) = 2o(1) + (o +x)t+ (o + 21 +22) 2+ .+ (o + a1+ ..+, = 0(t) = 0.
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Como todos os coeficientes do polinbmio nulo tém que ser iguais a zero, entdo obtemos o

Zo =0
o o + 1 =0 . . .
seguinte sistema _ Assim, o sistema e a equacao
To + x + .. + x, = 0

vetorial inicial ttm somente a solugdo trivial. Portanto, os polindmios s&o L.I.

1.3.8. 21 fi(t) + ... + 2 fe(t) = eM(a1(t) + 22 (t?) + ... + z2(t*)) = 0(t) = 0. Dividindo-se por !
e considerando que um polinémio nulo tem todos os seus coeficientes iguais a zero, obtemos

que 1 = ... =z = 0, ou seja, as fungdes sao L.I.
fi(t) L) fi(d)
fi(t) L) fiD)
13.9. W[f1,..., fu)() — det | 7. ’ ‘) -
(I A () IRERR el ()
e)qt e)\Qt . e)\kt
Aert Aot o \eM
det
)\]{:—]l.e)qt )\];—]'.e)\gt . Az_ieAkt
1 1 1
A\ Ao o Ak
W[f177fn](0) :det : : : = H(/\l_)\j> 7&0
)\If-_1 )\]5-_1 N )\i-_1 1<

Portanto, as fun¢des séo L.I.
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1.3.10. Precisamos saber se a equacao abaixo tem somente a solucdo trivial ou nao.
1 AX] + ...+ 2,AX, = A(x X1 +...2,X,) = 0. Como a matriz A & invertivel, entdo
21X, +...2,X,, = 0. Como os vetores X;,...,X,, sdo LI, entdo z; = ... = z,, = 0.
Portanto AX;,..., AX, sdo L.l
1.3.11. Vamos mostrar que o conjunto X,, = {2,1+¢,...,1+4¢"} é L.I. Para isso, vamos mostrar que
a equacao abaixo tem somente a solucgao trivial.
2o(2) +x1(t+ 1)+ ... +2,(t"+1)=0(t) = 0.
Agrupando os termos de mesmo grau obtemos que a equacao acima é equivalente ao sistema
200 + 1 + . 4+ x, = 0
T e = 0 " L
gue tem somente a solucéo trivial. Portanto o
z, = 0
conjunto X,, € L.I. Como qualquer subconjunto finito Y, do conjunto {2,1 +¢,..., 14+ ¢",...}
esta contido em algum conjunto X,,, entdo Y é L.I. Isto prova que o conjunto infinito {2, 1 +
ty...,1+t" ...} éL.l
1.3.12. (a) >> V1=[1;2;3]; V2=[3;4;5]; V3=[5;6;7];

>> V=randi(3,1)

V = 0
4
3
>> escalona([V1,V2,V3,V])
ans = 1 0 -1 0
0 1 2
0 0 0 1
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Assim, V ndo € combinacao linear de V1, V2e V3.

(b) >> M=randi(3,5)

M= -2 -4 1 -5 5
3 -3 -3 3 0
-5 -3 -3 -1 -1

>> escalona([V1,V2,V3,M])
1 0-1 0 37/13 -101/26 173/26 -96/13 0 1 2 0 -29/13 37/26
-85/26 51/13 0 0 0O 1 1/13 -4/13 12/13 -4/13

Assim, nenhuma das colunas de M &€ combinacdo linear de V1, V2 e V3. Como as colunas
de M foram geradas aleatoriamente, 0 mais provavel é que elas nao pertencam ao plano
gerado por V1, V2e V3.

(c) V3=-V1+2V2, que € a mesma relacdo que é valida entre as colunas de forma escalonada
reduzida da matriz [V1,V2,V3,M].

1.3.13. >> A=randi(3,2)*randi(2,5,2)

A= -2 4 -2 -8 -8
-4 0 -4 -8 0
5 -3 5 13 6

>> escalona(A)

ans = 1 0 1 2 0
0 1 0o -1 -2
0 0 0 0 0

A3 =1A,+0A5, Ay =2A, — Ay, A5 = 0A; — 2A,. Observe que as relagdes que sdo validas
entre as colunas de A sdo validas entre as colunas da forma escalonada reduzida de A.
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1.4. Base e Dimensao de Subespacos (pagina 97)

1.4.1. Como a dimens&o do R* é 4, 4 vetores que sdo L.I. geram o espaco e formam portanto uma
base (Teorema 1.12(a) na pagina 84). Para verificar se os vetores sao L.l., precisamos saber
se a equacao vetorial,

1 Vi + 2oV + a3V + 24V =0

s0 possui a solugao trivial. Esta equacgdo é equivalente ao sistema linear, cuja matriz € formada
pelos vetores V7, V5, V3, V4 escritos como colunas.

(@) > v1=[1,0,0,1];v2=[0,1,0,0];v3=[1,1,1,1];
>> v4=[0,1,1,1];A=[v1;v2;v3;v4] .’ ;
>> escalona(A)

[ 1, 0, 1, 0]
[o, 1, 1, 1]
[0, 0, 1, 1]
[1, 0, 1, 1]
[ 1, 0, 0, 0]
[ 0, 1, 0, 0]
[0, 0, 1, 0]
[ 0, 0, 0, 1]

Assim a equacdo acima tem somente a solucao trivial. Portanto os vetores séo L.I. e
formam uma base do R*.

(b) N&o é base pois 3 vetores ndo geram o R*.
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(c) >> vi1=[0,0,1,1];v2=[-1,1,1,2];v3=[1,1,0,0];
>> vi4=[2,1,2,1];A=[v1;v2;v3;v4] .’ ;
>> escalona(A)
[ o, -1, 1, 2]

, 1]

, 2]

, 1]

L T e B |
'_L
N = =
O O =

(1, 0, 0, 0]
[0, 1,0
[0, 0
[0, 0, 0, 1]

Assim a equacdo acima tem somente a solucéo trivial. Portanto os vetores séao L.l. e
formam uma base do R*.

1.42. (@) (a,a,c¢) = (a,a,0)+ (0,0,¢) = a(1,1,0) + ¢(0,0,1). Logo, 8§ = {V; = (1,1,0),V; =
(0,0,1)} gera o subespaco. Além disso, S € L.1., pois um vetor ndo & multiplo escalar do
outro. Portanto, 8 € uma base do subespaco.

(b) (0,b,¢) = (0,6,0) + (0,0,¢) = b(0,1,0) + ¢(0,0,1) Logo, 8 = {V; = (0,1,0),V, =
(0,0,1)} gera o subespaco. Além disso, S é L.1., pois um vetor ndo & multiplo escalar do
outro. Portanto, 8 € uma base do subespaco.

(c)
(a—bb+c,2a—b+c) =
(a,0,2a) + (=b,b, —b) + (0,¢c,c) =
a(1,0,2) +b(—1,1, 1) + ¢(0,1,1)
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Logo, S = {V; = (1,0,2),V5, = (—1,1,—1),V3 = (0,1,1)} gera o subespaco.
Agora, para verificar se S € L.I., precisamos saber se a equacgao

17(17 07 2) + y(_17 17 _1) + Z(O7 17 1) - (07 Oa O)

possui somente a solucéo trivial.

>> v1=[1,0,2];v2=[-1,1,-1]1;v3=[0,1,1];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].’;
>> R=escalona(A)

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

Uma solucgéo particular da equagao acima é:

Substituindo estes valores na equacdao vetorial acima:
—(1,0,2) = (-1,1,-1) + (0,1,1) = (0,0,0)

ou ainda,
(0,1,1) = (1,0,2) + (—1,1,-1)

Assim, 8 = {V; = (1,0,2),V5, = (—1,1,—1)} é uma base para o subespaco (eles séo
L.l., pois um nao é miltiplo escalar do outro).
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1.4.3. (a)

(a,b,c,a+0b) =
(a,0,0,a) + (0,b,0,b) + (0,0,¢,0) =
a(1,0,0,1) + b(0,1,0,1) + ¢(0,0,1,0)

Logo, 8§ = {V; = (1,0,0,1),V5, = (0,1,0,1),V5 = (0,0,1,0)} gera o subespago.
Agora, para verificar se 8 € L.l., precisamos saber se a equagao
x(1,0,0,1) +4(0,1,0,1) + 2(0,0,1,0) = (0,0,0,0)

possui somente a solucao trivial.

>> v1=[1,0,0,1]1;v2=[0,1,0,1]1;v3=[0,0,1,0];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].’;
>> R=escalona(A)

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

Assim, § = {V; = (1,0,0,1),V, = (0,1,0,1),V3 = (0,0,1,0)} € uma base para o
subespaco e a dimensao é 3.

(b)

=

(a,b,a —b,a+b) = (a,0,a,a)+ (0,b,—b,b)
= a(1,0,1,1) + b(0,1,—1,1)
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()

Logo, 8§ = {V; = (1,0,1,1),V5 = (0,1,—1,1)} gera o subespago. Como um vetor ndo &
mdltiplo escalar do outro, eles séo L.I.
Portanto, S € uma base do subespaco e a dimensdo do subespago € 2.

(a+c,a—bb+ec,—a+b) =
(a,a,0,—a)+ (0, —b,b,b) + (¢,0,c,0) =
a(1,1,0,—1) +b(0,—1,1,1) + ¢(1,0,1,0)

Logo, 8§ = {V; = (1,1,0,—1),Vo, = (0,—1,1,1),V53 = (1,0,1,0) } gera o subespago.
Agora, para verificar se sao L.l., precisamos saber se a equacao
x(1,1,0,—1) +y(0,—1,1,1) + 2(1,0,1,0) = (0,0, 0, 0)

possui somente a solucéo trivial.

>> vi=[1,1,0,-1];v2=[0,-1,1,1];v3=[1,0,1,0];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].;
>> R=escalona(A)

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Uma solugéo particular da equagao acima é:
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Substituindo estes valores na equacéo vetorial acima:

—(1,1,0,—1) — (0,—1,1,1) + (1,0,1,0) = (0,0, 0, 0)

ou ainda,
(1,0, 1,0) = (1, 1,0, —1) + (O, —1,1, 1)

Assim, § = {V; = (1,1,0,—1),V5 = (0,—1,1,1)} é uma base para o subespago. E a
dimensao do subespaco é 2.

1.4.4. Como a dimensé&o do R3 é 3, 3 vetores que sdo L.I. geram o espaco e formam portanto uma
base. Para verificar se os vetores sdo L.l., precisamos saber se a equacao vetorial,

Vi + xoVa + 2313 =0

sO possui a solucdo trivial. Esta equacgao € equivalente ao sistema linear, cuja matriz &€ formada
pelos vetores V1, V5, V3 escritos como colunas.

>> syms a

>> A=[a"2,0,1;0,a,2;1,0,1]
>> escalona(A)

[ a2, 0, 1]

[ 0, a, 2]

[ 1, o0, 1]
eliminagdo 1:

linha 3 <==> linha 1

[ 1, o0, 1]
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[ 0, a, 2]
[ a~2, 0, 1]
(-a”2)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

L 1, 0, 1]
[ 0, a, 2]
L 0, 0, 1-a~2]

eliminagdo 2:
(1/a)*1linha 2 ==> linha 2

[ 1, 0, 1]
[ 0, 1, 2/al
L 0, 0, 1-a~2]

Portanto, para a # 0, 1, —1 os vetores V7, V5 e V3 formam uma base.

1.45. (a) > syms x
>> A=[0,0,1;1,0,-3;0,1,3];
>> B=A-xxeye(3)

[-x, 0, 1]
[ 1, —x, -3]
[ 0, 1, 3-x]

>> solve(det(B))
ans = [1][1][1]
>> Bl=subs(B,x,1)

-1 0 1
1 -1 -3
1 2
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(b)

>> escalona([Bl,zeros(3,1)])

1 0 -1 0
0 1 2 0
0 0 0 0

T — r3 = 0
T2 + 25(33 =0
Este sistema tem como solucéo geral
W= {(a, —2a,a) |a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(o, —2a,a) = a(1,-2,1).

Logo, S = {V = (1,—2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um Gnico vetor néo
nulo é sempre L., entdo S é base para W.

>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1]
>> B=A-x*eye(4)

[2-x, 2, 3, 4]

[ 0, 2-x, 3, 2]

[ O, 0, 1-x, 1]

[ 0o, 0, 0, 1-x]

>> solve(det(B))

ans = [2][2][1][1]

>> Bil=subs(B,x,1)
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456
1 2 3 4
0 1 3 2
0 0 0 1
0 0 0 0
>> escalona([B1l,zeros(4,1)])
1 0 -3 0 0
0 1 3 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
T — 3&73 =0
To + 3%3 =0
Ty = 0

Este sistema tem como solucao geral

W = {(3a, =3, ,0) | @« € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(3a, =3, v, 0) = (3, -3, 1,0).

Logo, 8 = {V = (3,—-3,1,0)} gera W. Como um conjunto formado por um Unico vetor

nao nulo é sempre L.1., entdo 8 é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)
0 2 3 4
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0 0 3

0 0 -1 1

0 0 0 -1

>> escalona([B2,zeros(4,1)])
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
To =

Zs3

Este sistema tem como solucéo geral

W = {(,0,0,0) |a € R} .

Agora, para qualquer elemento de W temos:

o

(0,0,0,0) = «(1,0,0,0).

Logo, 8§ = {V = (1,0,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um nico vetor ndo

nulo é sempre L.I., entdo S é base para W.
) > A=[1,1,-2;-1,2,1;0,1,-1]

>> B=A-x*eye(3)

[1-x,

1,

-2]
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[ -1, 2-x, 1]
[ 0, 1, -1-x]
>> solve(det(B))
ans = [ 11[ 2]1[-1]
>> Bmi=subs(B,x,-1)

2 1 -2
-1 3 1
0 1 0
>> escalona([Bml,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

T —3$3:0
) =0

Este sistema tem como solugao geral
W ={(,0,) |a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(,0,0) = (1,0,1).

Logo, 8 = {V = (1,0,1)} gera W. Como um conjunto formado por um (nico vetor ndo

nulo é sempre L.l., entdo S é base para W.
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>> Bl=subs(B,x,1)

0 1 -2
-1 1 1
0 1 -2
>> escalona([B1l,zeros(3,1)])
1 0 -3 0
0 1 -2 0
0 0 0 0

T — 3$3 =0
To — 21’3 =0
Este sistema tem como solucao geral
W = {(8e,2a,a) | a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(3o, 20, ) = (3,2, 1).

Logo, 8 = {V = (3,2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um (nico vetor ndo
nulo é sempre L.I., entdo S é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)

-1 1 -2
-1 0 1
0 1 -3
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>> escalona([B2,zeros(3,1)])

1 0 -1 0
0 1 -3 0
0 0 0 O

I — r3 = 0
Ty — 3$3 =0
Este sistema tem como solucéo geral
W = {(o,30,0a) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(a,3a,a) = a(1,3,1).

Logo, 8 = {V = (1,3,1)} gera W. Como um conjunto formado por um (nico vetor ndo
nulo é sempre L.I., entdo S é base para W.

(d) > A=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];
>> B=A-x*eye(4)

[1-x, 2, 3, 4]
[ 0, -1-x, 3, 2]
[ O, 0, 3-x, 3]
[ o, 0, 0, 2-x]

>> solve(det(B))
ans = [ 1][-1][ 3][ 2]
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>> Bml=subs(B,x,-1)

2 2 3 4
0 0 3 2
0 0 4 3
0 0 0 3
>> escalona([Bml,zeros(4,1)])
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
Ty + Ty — 3$3 =0
XT3 =0
Ty = 0

Este sistema tem como solucao geral
W={(-a,,0,0)|a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—a,,0,0) = a(—1,1,0,0).

Logo, 8 = {V = (—1,1,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um Unico vetor
nao nulo é sempre L.1., entdo § é base para W.

>> Bil=subs(B,x,1)
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0 2 3 4
0 -2 3 2
0 0 2 3
0 0 0 1
>> escalona([B1,zeros(4,1)])
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
) =0
xIs3 =0
Ty = 0

Este sistema tem como solugao geral

W = {(,0,0,0) |a € R} .
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(r,0,0,0) = «(1,0,0,0).

Logo, 8§ = {V = (1,0,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um (nico vetor ndo
nulo & sempre L.1., entdo S € base para W.

>> B2=subs(B,x,2)
-1 2 3 4
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0 -3 3 2
0 0 1 3
0 0 0 0
>> escalona([B2,zeros(4,1)])
1 0 0 29/3 0
0 1 0 7/3 0
0 0 1 3 0
0 0 0 0 0
) + (29/7)xy = 0
To + (7/3)zy = 0
r3 + 3.1‘4 = 0

Este sistema tem como solucao geral
W ={(—(29/3)a, —(7/3)ar, =3, ) |« € R} .
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—(29/3)a, —(7/3)ar, =3, ) =
a(—29/3,-7/3,-3,1).

Logo, § = {V = (—29/3,-7/3,—3,1)} gera W. Como um conjunto formado por um
Gnico vetor ndo nulo é sempre L.I., entdo S é base para W.

>> B3=subs(B,x,3)
-2 2 3 4
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0 -4 3 2
0 0 0 3
0 0 0 -1
>> escalona([B3,zeros(4,1)])
1 0 -9/4 0 0
0 1 -3/4 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
T - (9/4)ZL’3 = 0
To — (3/4)1’3 =0
Ty = 0

Este sistema tem como solucao geral
W ={((9/4)a, (3/4)a,,0) | € R} .
Agora, para qualquer elemento de W temos:
((9/4)a, (3/4)a, a, 0) = «(9/4,3/4,1,0) .

Logo, 8§ = {V = (9/4,3/4,1,0)} gera W. Como um conjunto formado por um Unico vetor
nao nulo é sempre L.1., entdo S é base para W.

1.4.6. (a) > v1=[2,1,3];v2=[3,-1,4];v3=[2,6,4];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].7;
>> escalona(A)
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1, 0, 4, 0]
0, 1, -2, 0]
[ 0, 0, 0, 0]

A equago zV; + yV, + 2V3 = 0 admite solugéo nao trivial.

[
[

(b) V1 e V5 séo L.1. pois um vetor ndo € multiplo escalar do outro.

(c) A dimensao do subespacgo gerado por Vi, V5 e Vi, € 2, pois, pelos itens anteriores, V; e
V5, formam uma base para ele.

(d) Este subespaco € um plano que passa pela origem com vetor normal N = V; x V, =
(7,1,—5), ou seja, € o plano 7z + y — 5z = 0.

1.4.7. (a) Nao. O R? & um subespaco de dimensao 3.

(b) V3 deve ser um vetor que ndo seja combinacao linear de V; e V5.
(c) > vi=[1,1,1];v2=[3,-1,4];

>> syms a b ¢

>> A=[v1;v2;[a,b,cl].’;

>> escalona(A)

L 1, 0, 4x*a-3%c]
[ 0, 1, c-al]
[ 0, 0, b-bxa+dxc]

Seja V3 = (a, b, c) tal que b — 5a + 4¢ # 0. Por exemplo, V3 = (0,0, 1), é tal que V1, Vs e
V5 formam uma base de R3.

1.4.8. Fazendo z = ey = (3, obtemos que x = —2(3—4a. Assim, os pontos do plano z+2y+4z = 0
séo da forma (z,y,z) = (=20 — 4o, 5,a), Ya,[ € R, ou seja, sdo da forma (z,y,z) =

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



466

Respostas dos Exercicios

1.4.09.

a(—4,0,1) + 5(—2,1,0) = oV} + V2 Vo, 5 € R, onde V; = (—4,0,1) e Vo = (=2,1,0).
Assim, V; e V5, formam uma base do plano W, pois sao L.I. (um nao é mdltiplo escalar do outro)
e geram W (todo vetor de W é combinacao linear deles). Para estender V; e V5 a uma base
de R3, precisamos acrescentar um vetor que ndo seja combinagao linear de V; e V5. Uma
maneira de conseguir isso & a seguinte. Pelo menos um dos vetores da base candnica ndo é
combinacao linear de V) e V5. Para descobrir qual, podemos escalonar a matriz cujas colunas
sao os vetores V1, Vs, E1, Es, E3, ou seja,

>> Vi=[-4;0;1];V2=[-2;1;0];
>> A=[V1,V2,eye(3)];
>> escalona(A)

[ -4, -2, 1, 0, 0]
[ o, 1, o0, 1, O]
[ 1, 0, 0, 0, 1]
[ 1, 0, 0, 0, 1]
[o, 1, o, 1, 0]
[0, 0, 1, 2, 4]

Assim, nenhum dos vetores da base canonica & combinacao linear de V; e V5. Portanto pode-

mos tomar como V3 qualquer um dos vetores da base candnica que teremos {V3, V5, V3} sendo
uma base de R3.

Seja p(t) = at® + bt + ¢ um polindmio qualquer de P.
(1) + 22(t — 1) + 23(8* — 3t + 1) = (x3)t* + (22 — 3x3)t + (1 — T2 + x3)1 = at® + bt +c.
Como dois polinbmios séo iguais se, e somente se, os coeficientes dos termos de mesmo grau
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1.4.10.

1.4.11.

1.4.12.

T3 = a
sao iguais, entao o — 3x3 = b quetem solucdo z3 = a,z9 = b+ 3a e
rT1 + X9 — 33 = C

r1 =c+3a—b—3a = c—Db. Assim, o sistema e a equacao vetorial inicial ttm solu¢ao Unica,
para todo polindémio p(t) = at? + bt + ¢ € P,. Portanto, pelo Teorema 1.9 na pagina 78, os
polindémios 1, — 1 e t2 — 3t + 1 formam uma base de P,.

Se as fungdes fossem L.I., entdo o subespago teria dimens&o 3, mas cos 2t = cos*t —sen?t =
2cos’t — 1. Logo, a funclo cos 2t ndo é necessaria para gerar o subespaco. As funcdes
1 e cos?t sdo claramente L.I. Assim elas formam uma base para o subespaco e portanto a
dimensao do subespaco é igual a 2.

(@) Um polinémio p(t) = at>+bt?+ct +d é tal que p(0) = 0 se, e somente se, d = 0. Assim,
todo polindmio de W, é da forma p(t) = at® + bt* + ct = a(t®) + b(t?) + c(t). Assim,
t,t*,t> geram W, e como claramente eles sdo L.I., entdo {¢,t* ¢} € uma base de W,.

(b) Um polinémio ¢(t) = at®>+bt>+ct+d é tal que ¢(1) = 0 se, e somente se, a+b+c+d = 0
oud = —a — b — c. Assim, todo polindmio de W, é da forma p(t) = at® + bt* + ct +
(—a—b—c)=a(t®—1)+b(t*—1)+c(t —1). Assim, t — 1,t> — 1,3 — 1 geram W, e
como claramente eles sdo L.I., entdo {¢t — 1,*> — 1,3 — 1} & uma base de Ws.

(c) Um polinémio p(t) = at® + bt? + ct + d é tal que p(0) = 0 e p(1) = 0 se, e somente se,
d=0ea+b+c+d=0,ouseja, sed =0ec= —a—b. Assim, todo polindmio de
W, MWy édaformap(t) = at® + bt? + (—a — b)t = a(t® —t) + b(t* — t) Assim, t* —t e
t? — t geram W, N'W, e como claramente eles sdo L.I., entdo {¢* —¢,¢* — ¢} & uma base
para W; N'W,.

(@ aj; = a;j,parai =1,....nej =d4,...,n. {E;+E; |i=1....n—1j =
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1.4.13.

1.4.14.

1.4.15.

i+1,...,n}U{E; |i=1,...,n} é uma base para o espaco das matrizes simétricas.
Assim a dimens&o deste espago éigualan + (n —1)+...+1= @

(b) Aj; = —Qjj, parai = 1,...,TL ej = i,...,n. {EZ] — Eji | 1 = ]_,...,TL— 1 ] =
i+1,...,n} é€uma base para o espaco das matrizes anti-simétricas. Assim a dimensé&o
deste espago éiguala(n — 1)+ (n—2)+ ...+ 1= @

(C) App = —011 — ... = Q(p-1)(n—-1)- {El] | Z?.] - 17"'7”’) i 7£ ]} U {Ell -
Enns oo s E—1y(n—1) — E,.,.}. Assim a dimens3o deste espago é igual a n? — 1.

(d) Aip, = A14, parai: 1,,7’l {EU ‘ZZQ,,TL, j: 1,,7?,—1}U{E11+Ezn |Z:
2,...n—1}U{E; + E1,+ E,,. Assim, adimenso do espago é (n—1)*+(n—2)+1 =

n2 — MN.

(e) a11+...+a1n = a1n+...+ann. App, = —QA11 — ... —al(n_l) — Aoy — ... —a(n_l)n.
{Eij | 1= 27"'7”7 ] = 1,...,71— 1} U{Ewll - Enna---aEl(nfl) - EnnaElnaE2n -
Epn, - En_1yn — Epy}. Assim, a dimens&o do espago é n? — 1.

Sejap(t) = ag+ ...+ a,t™ um polindmio tal que p(a) = 0. Entdo ag + aja + . .. + a,a™ = 0,
ouay = —aja — ... — aya™. Assim, p(t) = (—aja — ... — a,a™) + a1t + ... + a,t" =
ar(t —a)+as(t* —a®) +...+a,(t" —a™). Assim, t —a, t* — a?, ..., t" — a™ geram W. Como
eles sdo claramente L.I., entao eles formam uma base de W. A dimensao de W é igual a n.

Na&o, pois eles podem ser L.D., por exemplo se os trés vetores forem iguais a um vetor nao nulo,
a dimensao do espaco gerado por eles € igual a 1.

N&o, pois se A for igual a matriz nula, entdo AX; = ... = AX,, = 0. Supondo que a matriz
A seja singular, entdo como a dimensao do R” € igual a n, basta mostrar que AX;,..., AX,
sédo L.l
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1.4.16.

1.4.17.

1.4.18.

1.4.19.

11 AX) + ...+ 1,AX, = Al Xy + ...2,X,) = 0. Como a matriz A & invertivel, entdo
21X, +...2,X,, = 0. Como os vetores X;,...,X,, sdo L.l,entdo z; = ... = z,, = 0.
Portanto AX, ..., AX, sdo L.l. e formam uma base do R"

Seja {V1, Vo } uma base de V e {IW;, W,} uma base de W. Um vetor V' esta na intersecéo se
V = 2,Vi+x,Vy = 51 Wi + 32 Ws. O que implica que x1 Vi + x2Vs — 31 Wy — 32 W, = 0. Como
espaco tem dimenséo 3 estes quatro vetores sdo L.D., o que implica que existem escalares
T1, T2, Y1, Y2 N0 todos nulos que satisfazem a equagéo acima. Ou seja, VN'W # {0}. O
mesmo nao seria verdade se o espaco tivesse dimensao igual a 4. Por exemplo, se V =
[E1, Es) e W = [E3, E4] sdo tais que VNW = {0}.

Ja mostramos na solucdo do Exercicio 12 na pagina 436 que o conjunto gera o espaco dos
polinémios e na solugdo do Exercicio 11 na pagina 446 que o conjunto € L.I. Portanto, o conjunto
€ uma base do espacgo dos polindmios.

Ja mostramos na solugcdo do Exercicio 13 na pagina 436 que eles geram o espaco dos po-
linbmios pares. Como eles sé@o claramente L.I., entdo eles formam uma base do espaco dos
polinémios pares.

>> A=randi(4,3)*randi(3,5,2);
>> R=escalona(A)

[ 6, -2, 1, 8, 2]
[ 12, 6, -1, 8, 9]
[ 20, 12, 1, 15, 16]
[ 0, 8, 5, 1, 4]
R =[1, 0, 0, 1, 1/2]
[ 0, 1, 0, -1/2, 1/2]
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[ 0, 0, 1, 1, 0]
[ O ) O 3 O H O 1) O]
O conjunto solucdo de AX = 0 & o mesmo de RX = 0. Assim, a mesma relagio que é
valida entre as colunas de R é valida entre as colunas de A. Portanto, as colunas de A que

correspondem aos pivds de R formam uma base para o subespaco gerado pelas colunas de A,
pois as outras colunas sao combinacgao linear destas.

1.4.20. >> A=randi(4,2)

A= 2 1
2 -4
3 -1
0 2

>> B=[A,eye(4)];
>> R=escalona(B)

[ 2, 1, 1, 0, 0, 0]
[ 2, -4, 0, 1, 0, 0]
[ 3, -1, 0, 0, 1, 0]
[ 0, 2, 0, O, O, 1]
R =[1, 0, 0, 0, 1/3, 1/6]
[ 0, 1, 0, 0, 0, 1/2]
[ 0, 0, 1, 0, -2/3, -5/6]
[ 0, 0, 0, 1, -2/3, 5/3]

As colunas de B que correspondem aos pivos de R formam uma base para o subespago gerado
pelas colunas de B, pois as outras colunas sdo combinacgdo linear destas.

1.4.21. (a) >> A=randi(4,3)*randi(3,5,2)
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A= 5 -4 -5 -3

-9 5 -4 -3 1

5 -5 =7 -5

6 -3 11 0
>> escalona([A(:,1)+A(:,2),A])
[ 1, 5, -4, 1, -5, -3]
[ -4, -9, 5, -4, -3, 1]
([ 0, 5, -5, 0, -7, -5]
[ 3, 6, -3, 3, 11, 0]
ans =
([ &, o, 1, 1, o0, 2]
([ o, 1, -1, 0O, O, -1]
( o, 0, 0, 0O, 1, O]
( o, 0, 0, 0O, O, O]
A base do subespaco é formada por Vi = A; + Ay, Vo = Ay = (5,-9,5,6), V3 = Ay =
(=5,—-3,—7,11).

(b) >> B=A*randi(5,2)

B =-61 -17

42 -35

-78 -33

11 62
>> escalona([B,A])
( -61, -17, 5, -4, 1, -5, -3]
[ 42, -35, -9, 5, -4, -3, 1]
[ -78, -33, 5, -5, 0, -7, -5]
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[ 11, 62,
ans =
(1, 0
(o, 1,
(o, 0,
(o, 0

3

b

0,
0,
1,

0,

0,

0]

-2,
9/4,
-71/4,
0,

A base do subespaco é formada por
(—17,—-35,-33,62),V5 = A; = (5,-9,5,6).

Vi

2]
-2]
171

0]

(—61,42,-78,11),V, =
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2.1. Produto Escalar e Norma (pagina 133)

2.1.1.

2.1.2.

2.1.3.

>> syms a

>> x=[1,1,-2];y=[a,-1,2];
>> solve(pe(x,y))

ans = 5

>> syms a b
>> x=[1/2"(1/2),0,1/27(1/2)];y=[a,1/2°(1/2) ,-b];
>> sol=solve(pe(x,y),no(y)-1)
sol =
a: [2x1 sym]
b: [2x1 sym]
>> sol.a, sol.b
ans = [ 1/2] [ -1/2] ans = [ 1/2] [ -1/2]

(@) >> wi=[1,-1,1],w2=[1,1,0],w3=[-1,1,2]
>> pe(wl,w2),pe(wl,w3),pe(w2,w3)
ans = 0, 0, O
O conjunto dado & uma base de R?, pois sendo um conjunto ortogonal & L.1. (Proposicéo
2.7 na pagina 127). E um subconjunto de R3 L.I. com 3 vetores & uma base de R? pois a
dimens&o R3 é igual a 3 (Teorema 1.12 na pagina 84).

(b) >> no(wl) ,no(w2),no(w3)
ans = 37(1/2),2°(1/2),6°(1/2)
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no(w3)
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2.1.4.

()

(d)

(@)

(b)

Wy = (1/v/3,-1/v3,1/V/3),

2=(1/\/_ 1/v/2,0),

Ws = (=1/v6,1/v6,v/2/V3).

>> v=[2,1,0];

>> pe(v,wl),pe(v,w2),pe(v,w3)

ans = 1, 3, -1

>> pe(wl,wl),pe(w2,w2),pe(w3,w3)

ans = 3, 2, 6

V=(2,1,0) = (1/3)W; + (3/2)W5 + (—1/6)W5.

>> syms Xy Z

>> v=[x,y,z];

>> pe(v,wl),pe(v,w2),pe(v,w3)
ans = X-y+z, Xty, —X+y+2*z

(x,y,2) =(x—y+2)/3Wi1+ (x+y)/2We+ (—x +y +22)/6 Ws.

As funcdes t e t3, por exemplo, ndo séo ortogonais.

(t,t%) = /1 thdt =2/5# 0

(f1, f2) = (¢, %) = /t3dt—0

LA+ LA = [P+ 2] = (&0 + (2, ¢%)
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1 1

2 2

= t2dt+/ ttdt ==+ =

/1 _1 3 5
16
15

Ifi+ fIlP = [t+EP =+ t+¢%)

— /1 (t +1*)%dt = (1/3):&3’1_1

1

(©)
W) [ty

3
proj,t® = t= t=="_t=—_t
TR T e 2307

Geometricamente a projecdo de t°> em t da o maltiplo escalar de ¢ que esta mais “proximo”
1

1/2
de t° no sentido de que ||t — at|| = (/ (t° — ozt)th) & minimo.

-1

(d)

sendo que % t € um multiplo escalar de t.
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1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

(e)
(£, 1)
121111211
[t ot

<f_11 tlodt> v (f_ll t2dt) v
2/7 /33
NN

cosf =

Assim o angulo entre t> e t é
33
0 = arccos — ~ 35°.

2.15. (a) > syms t
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(b)

()

>> pO=sym(1) ;pl=t;p2=t~2-1/3;
>> int(pO*pl,-1,1),int (p0*p2,-1,1),int (pl*p2,-1,1)
ans = 0, 0, O

O conjunto dado é uma base de P, pois sendo um conjunto ortogonal é L.I. (Proposicéo
2.7 na pagina 127). E um subconjunto de P5 L.I. com 3 vetores € uma base de P, pois a
dimensao P, é igual a 3 (Teorema 1.12 na pagina 84).

>> n0=(int (p0°2,-1,1))"(1/2)
n0 = 2°(1/2)

>> ni1=(int (p1°2,-1,1))"(1/2)
nl = 1/3%6°(1/2)

>> n2=(int (p2°2,-1,1))"(1/2)
n2 = 1/45%x8~(1/2)*45~(1/2)

>> q0=p0/n0

q0 = 1/2%27(1/2)

>> ql=p1/nl

ql = 1/2*%t*x27(1/2)*37(1/2)

>> q2=p2/n2
1/8%(£72-1/3)*87(1/2)*45" (1/2)

Q@ =2, Ch:\/Tgt, Q2=\/i4§5(t2_%)-

>> f=1+t+t"2;

>> int (£xp0,-1,1),int (f¥p1,-1,1),int (£¥p2,-1,1)
ans = 8/3, 2/3, 8/45

>> int(p0°2,-1,1),int(p1°2,-1,1),int(p2°2,-1,1)
ans = 2, 2/3, 8/45
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4 1
1+t+t2:(§)1+1t+1(t2—§).

(d) >> syms a b c
>> pO=sym (1) ;pl=t;p2=t~2-1/3;
>> f=a+bxt+c*xt"2;
>> int (£*p0,-1,1),int(f*pl,-1,1),int (f*p2,-1,1)
ans = 2%a+2/3*c, 2/3*b, 8/45%c

1 1
a+bt+ct2:(a—l—gc)l—l—bt—i—c(tQ—g).

2.1.6.

1 1 1
<et — ant,1> = —/ edt — g/ eXdt
2 /)4 2 /4

: Y E— a [t
<€t_&62t’em7rt> — 5/ eteinwtdt_g/ eztei””tdt

1 1

1 1
— 1 / e(lfinw)tdt . g / e(2fin7r)tdt
2 )4 2 /4

1

X 1
e(lfmﬂ)t
2(1 — inm)

-1
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o 1

. e(2—in7r)t

2(2 — inm) -1

1 . .
- = A (=inm) _ —(1—inm)
2(1 — inm) (e ‘ )
« . .

= (@2—inm) _ —(2—inm)

22 — inn) (e c )

- (—1)"(; —) (1 —1m7r T2 —1in7r)

1(=1)"(e —e (1 = n’n* + 3nmi)

2 (14 n272)(4 + n?n?) ’
para n # 0.

2.1.7.

ag = <f, 1/\/§> =V2¢ = §<6 —e ),
a, = (f,cosnmt)y=c,+7¢,
(=1)"(e — e H)(1 — n?r?)
(1 +n27r2)(4_+ n?m?)

b, = (f,sennnt)=

(=1)"t (e — e !)3nm
(14 n272)(4 + n?n?)

2.2. Bases Ortogonais e Subespacos Ortogonais (pagina 196)
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2.2.1. >>
>>
w2
>>
w3
>>

2.2.2. >>
>>
w2
>>

w3
>>

vi=[1,1,-1,0];v2=[0,2,0,1];v3=[-1,0,0,1];
wl=vl; w2=v2-proj(wl,v2)

= [-2/3, 4/3, 2/3, 1]
w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)

= [-4/11, -3/11, -7/11, 6/11]
ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no (w2) ,u3=w3/no(w3)

w=[4V8 1V8 —1V3 0]
2= [ -2 VTV3 4VITVE 2VIlVE & VITV3 ]
ud = —2V110 —3;V110 — V110 2 V110 |
vi=[1,1,1];v2=[0,1,1];v3=[1,2,3];
wl=vl; w2=v2-proj(wl,v2)
= [-2/3, 1/3, 1/3]
w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)
= [0, -1/2, 1/2]
ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no (w3)
w=[1v3 }v3 1v3]
w=[~Lv3V3 1VEVE VA3 ]
w=[0 V2 }V2]
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2.2.3.

2.2.4.

Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(_Oé_ﬁ7ﬁ7a/) = (—(I,0,0!)—I—(—ﬁ,ﬂ,O)
= «(-1,0,1) + B(-1,1,0)

>> v1=[-1,0,1];v2=[-1,1,0];
>> wl=vl; w2=v2-proj(wl,v2);
>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2)

w=[-1vZ 0 3v3]
wy=[ ~1v3VZ 1V3v2 ~1v3VE]
Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(-CY + Qﬂ +777767a)
(—Oé,O,O,O[)+<2ﬁ,0,ﬁ,0)+(’}/7’}/,0,0) -
a(—1,0,0,1) + B(2,0,1,0) + 7(1,1,0,0)

>> v1=[-1,0,0,1];v2=[2,0,1,0];v3=[1,1,0,0];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2);

>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3);

>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2), u3d=w3/no(w3)
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m=[-3v2 00 1V2]
m=[1V3 0 1v3 1v3]
w=[HVE IR AVE LVE)

2.25. > A=[1,1,-1,0;2,1,2,0];
>> escalona(A)
1 0 3 0
0 1 -4 0

1 + 3ZE3 =0
Ty — 41’3 =0

Este sistema tem como solucéo geral
W = {(-3a,4a,a) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—3a,da, ) = a(—3,4,1).

Logo, S = {V = (—3,4,1)} gera W. Como um conjunto formado por um (nico vetor ndo nulo
é sempre L.I., entdo S é base para W.

>> v=[-3,4,1];
>> u=v/no(v)
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u=[ 3V 2V L]

2.2.6. >> Vi1=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> V2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
>> pv(V1,V2)
ans = 0 0 0
>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det (M)
M=[ x, y, zl
[ 1, 2, -3]
[ 0, 1, 2] expr = 7*x-2%y+z

Como o produto vetorial de V; e V5 (os dois vetores diretores das retas) é igual ao vetor nulo,

entao as retas sao paralelas. Neste caso, os vetores V; e P, P, sdo nao colineares e paralelos
ao plano procurado. Assim, 7x — 2y + z = 0 & a equagdo do plano, que passa pela origem,
logo € um subespaco. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(o, B, =Ta+2B) = (a,0,=Ta)+ (0,0,20)
= 04(1707_7)—1_6(07172)

>> V1=[1,0,-7];V2=[0,1,2];

>> W1=V1; W2=V2-proj(W1i,V2)
w2 =[ 7/25, 1, 1/25]

>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)
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Up=[1/10vV2 0 —L V2]
Ur=[ L3 5/9V3 1/45V3 |
Para completarmos a uma base ortonormal de R3, basta acrescentarmos Us = U; x Us.
>> U3=pv(U1,02)
Us=[ 5V2vV3 —1/9v2V3 1/18V2v3 ]
227. >> syms xy z d

>> exprl=2x*x+2*y+2*xz+d;
>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs(pe(P-P1,N))/no(N)

expr2 = 1/6 |6 + d| /3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]

Os planos 2z + 2y + 22 = 0 e 22 + 2y + 2z — 12 = 0 satisfazem as condi¢cdes do exercicio.
Apenas o primeiro plano & um subespaco. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(a7ﬁ7_a_6) = (01,0,—01)+(0,ﬁ’—ﬂ)
= «(1,0,-1)+ p(0,1,-1)
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>> Vi=[1,0,-1];Vv2=[0,1,-1];
>> W1=V1; W2=V2-proj(W1,V2)
w2 = [ -1/2, 1, -1/2]

>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)

Ur=[1/2v2 0 —-1/2v2 ]
Up=[ -1/6V3v2 1/3V3v2 —-1/6V3v2 ].

2.2.8.
229. (a)
(broi,, vE+1) (1) <—W po(t) =
(2/3)(t+1)2 11 23
- 2 E
(proi, VITT) (1) = <—Wp1(t)
2V2
= ?t
(projm\/t + 1) (t) = <1|E|;Tl|;m>p2(t)
V2, 1
= -3
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(b)

(projgjO t+ 1) (1)

(plrojT1 t+ 1) (t)

(proja, VE+1) (1

(projp0 t+ 1) (1)
23

3
(proi,, vVE+T) (1)

+ (proj,, vi+ 1) (0

22 22
W2 2v2,
3 5

2\/5(% -+ %t)

(prijo\/H—l) (1)
+ (proj,, vi+1) (1
+ (proj,, v+ 1) (1
2v2 , 22,

3 )

V2, 1
—T(t —g)

1 2 15
2 -2+t 4+ — .
f( 7V 5 +21)
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2.2.10. (a) >> syms t
>> pl=t;p2=t~2;p3=t~3;
>> ql=pi;
>> q2=p2-proj(ql,p2,0,4)
q2 = t°2-3%t
>> q3=p3-proj(ql,p3,0,4)-proj(q2,p3,0,4)
g3 = t"3+32/b5%t-16/3*%t"2

{a:1(t) = t,qo(t) = t* — 3t} & uma base para Wy e {qi(t) = t,qa(t) = t* — 3t,g3(t) =
t* + 22¢ — 1947} & uma base para W

(b) >> f=sqrt(t)
f=1t7(1/2)
>> pri=proj(ql,f,0,4)
prl = 3/5%t
>> pr2=proj(q2,f,0,4)
pr2 = -1/7%t"2+3/7*t
>> pr3=proj(q3,f,0,4)
pr3 = 1/16%t~3+2/5%t-1/3%t"2

(projWQ\/f) (t) = proqu\/z_f + projqzx/f = (%t) + (—%t2 + %t) = %t — %tQ.
(prohur ) (1) = proj, Vi + roj v + projg Vi = (proi, ) (1) + proj V7 =
(5t — 2t%) + (55t° + 5t — 35t7) = 2t — 57 + 5t°.

2o

2.2.11. (projy, f) (t) = %
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2 COS mE (=)™
(projy, f) (t) = = S
& m=1 m
1 2 <~ sen 3™ _ gep M
2.2.12. ] H)=_-1+= 4 4 ‘
(projw, f) (8) = 5 + = > - cos
2 < cos BT — cog 3mT
j == 4 4 ;
(Projvnf) ( ) 7 L — sen mi
2.2.13. (projwn ) —
3 CcOS MT — cos BE — Mgy mMT
g _2 22 2 2 cosmrt.
n m
m=1
(prOJV )
2 2% cos M — mm cosmm — sen X
2 2 senmmt
& m=1 m
2.2.14. (projy, f ) —
1 2 2cos B — 1 — (=1)™
A + 2 cos mrt.
4 m:l m2
. 4 . sen M
(prOJan) (t) = ) Z m22 sen mmt
m=1

2.2.15. (projy. f) (t) =
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3 2 = Cos™E 4 cos BT — ] — (—1)™

16w m?

(projy, f) (t) = .

n
2 sen%—i—senT

senmmnt

2 2
T = m
2.2.16. (a) > syms t a
>> fa=exp(t)-a*xexp(2*t)
fa = exp(t)-axexp(2*t)
>> pa=simplify(proj(sym(1),fa,-1,1))

pa=1/4*x(2*xexp(-1) -a-2*exp (-3) +a*xexp(-4))*xexp(2)

>> pa=simplify([pa;...
proj(cos(pixt),fa,-1,1);...
proj(sin(pixt),fa,-1,1)1);
>> pa=simplify([pa;...
proj(cos(2*pix*t),fa,-1,1);...
proj(sin(2*pix*t),fa,-1,1)1);
>> f=subs(fa,a,...
(exp(1)-exp(-1))/(exp(2)-exp(-2)));
>> p=subs(pa,a,...
(exp(1)-exp(-1))/(exp(2)-exp(-2)));
>> prj=[p(1);sum(p(1:3));sum(p(1:5))]
>> plotfproj(f,prj,-1,1)

(b) >> pa=proj(pl(1l),fa,-1,1);
>> pa=simplify([pa;...

cosmrmt.
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proj(pl(2),fa,-1,1);...
proj(pl(3),fa,-1,1)1);

>> p=subs(pa,a,...
(exp(1)-exp(-1))/(exp(2)-exp(-2)));
>> prj=[p(1);sum(p(1:2));sum(p(1:3))]
>> plotfproj(f,prj,-1,1)
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3.1. Definicdo, Exemplos e Propriedades (pagina 230)

3.1.1. (a) > Vi=[1;1];Vv2=[0;1]; A=[V1,V2];
>> escalona([A, [3;-2]1])

[ 1, 0, 3]

[ 0, 1, -5]

(3,—2) = 3V; — 5Vh. Assim, T(3,—2) = 3T(V;) — 5T(Va) = 3(2,—3) — 5(1,2) =
(1,—19).

(b) >> syms a b
>> escalona([A, [a;b]l])
[ 1, 0, al
[ 0, 1, b-a]
(a,b) = aVy + (b — a)Va. Assim, T'(a,b) = aT (V1) + (b — a)T(V2) = a(2,-3) + (b —
a)(1,2) = (a+b,—5a + 20b).

3.1.2. >> Vi=[1;1];V2=[0;-2]; A=[V1,V2];
>> escalona([A,[1;0],[0;11]1)
[ 1, 0, 1, 0]
L 0, 1, 1/2, -1/2]

(1,0) = Vi + 1/2Vh e (0,1) = —1/2Vi. Assim, T(1,0) = T(Vy) + 1/2T(V3) = (3,2,1) +
1/2(0,1,0) = (3,5/2,1) e T(0,1) = —1/2T(Vy) = —1/2(0, 1,0) = (0, —1/2,0).

3.1.3. Pyyl(x,y,2) = (2,v,0), Py.(z,y,2) = (0,y,2) e Pp.(x,y,2) = (2,0, 2).

314. (@ Pr(z,y,2) = (z,v,2) — Puag)(z,y,2) = ﬁ(l?;a: — 2y — 3z, —2x 4+ 10y — 6z, —3x —
6y + 5z).
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(b) Rﬂ-(x,y,Z) = 2Pﬂ($,y,2) - (xvya Z) = (‘ray72) - 2P(1,2,3)(507Z/72) = 1/7(6'7; - 2y -
32,3y — 2z — 6z, —2z — 3x — 6y).

3.1.5. ﬂ-/gx(El) = El, ﬂ/gx(EQ) = 1/2E2+\/_/2E3, ﬂ/gx(Eg) \/§/2EQ+1/2E3 Portanto,
T | 1 0 0 T
Repo |y | =10 1/2 —V3/2 | |y
2| L0 V3)2 12 || =
Rw/g,y( 2) = EQ,RW/gjy(El) = 1/2E1 — \/§/2E3, Rﬂ/37y(E3) = \/§/2E1 + 1/2E3 Portanto,
2] [ 1/2 0 vV3/2] [ 2]
Rw/gy Y = 0 1 0 Yy
Lz L -V3/2 0 1/2] [ %
Rﬁ/37z( 3) = Eg, Rﬂ/gjz(E&) = 1/2E1+\/§/2E2, Rﬂ-/37Z(E2> = —\/§/2E1+1/2E2 Portanto,
[z [ 1/2 —v3/2 0] [ ]
Reps- |y | = | v3/2 1/2 0| |y
s i 0 0 1] [ %]
316. (a) PT(*% Y, Z) = proj(l,l,l)(xa Y, Z) = W = x+g+z(1> L, 1) =
(m—l—g—l—z7 z—l—g—l—z7 m—l—g—I—Z).

(b) Rr<x7yaz) = 2pr0j(1,1,0)($7y72> - (xvya Z) = 2($+13/+Za a:+13/+z’ $+éj+z) - <$7y72> =
( fx+§y+22 ’ 2xfg+2z 7 2:1:+§ny )

3.1.7. Sejam P = (5,0) e @ = (3,4). O eixo da reflexdo &€ uma reta r, perpendicular ao vetor

— Q+P _
2

PQ (—2,4) que passa pelo ponto médio, M = (4,2). Assim, o eixo &€ uma reta de
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equacdo —2x + 4y + ¢ = 0. Substituindo-se o ponto M na equacao da reta &€ —2x + 4y = 0.
R.(5,0) = (3,4) e R.(4,2) = (4,2).

>> V1=[5;0];V2=[4;2]; A=[V1,V2];
>> escalona([A,[1;0],[0;1]])

[ 1, 0, 1/5, -2/5]

[ 0, 1, 0, 1/2]

Assim, R.(1,0) = 1/5R.(5,0) = 1/5(3,4) = (3/5,4/5) e R.(0,1) = —2/5R,(5,0) +
1/2R.(4,2) = —2/5(3,4) + 1/2(4,2) = (4/5,-3/5). A matriz de R, em relagdo a base

canénica é [R,]3 = [ i?g _g;g ]

3.2. Almagem e o Nucleo (pagina 254)

3.2.1.

3.2.2.

Esta transformacgdo € a projecdo no plano ry. Se a imagem da reta » € um ponto P, =
(20, Y0,0), entdo a reta é perpendicular ao plano zy, ou seja, passa por P, e tem como ve-
tor diretor um vetor perpendicular ao plano xy, por exemplo V' = (0,0, 1). Assim, as equacdes
paramétricas da reta r sdo da forma (z,y, z) = (zo,%0,0) + ¢(0,0,1) ou z = zg,y = yo, 2z =
t,Vt € R.

(@) Seja B = {Ei,FE,, F3} a base candnica. [T]3 = [T(E)T(E)T(Es)] =
0 0 1
1 -1 0
0 0 -1
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A=[0,0,1;1,-1,0;0,0,-1];
>> escalona(A)

[ 1, -1, 0]

[ 0, O, 1]

[ 0, 0, O]

N(T) ={a(1,1,0) | « € R}. {(1,1,0)} & base para o nucleo de 7', pois é L.I. e gera o
nicleo de 7.

(b) A imagem de T é gerada por T'(E;),T(FE>) e T(E3), ou seja, pelas colunas da matriz
[T)2. As colunas associadas aos pivds (primeira e terceira) sdo L.I. Assim, (0,1,0) e
(1,0, —1) formam uma base para a imagem de 7.

(c) Onucleo de T é uma reta que passa pela origem e tem vetor diretor (—1,1,0) e aimagem

de T & o plano que passa pela origem que é paralelo aos vetores (0,1,0) e (1,0, —1).

3.23. (a) > syms t; A=[1,1,t;1,t,1;t,1,1]
>> escalona(A)

[ 1, 1, t]

[ 0, t-1, 1-t]

[ 0, 1-t, 1-t~2]
Continua? s

[ 1, 0, t+1]
[ 0, 1, -1]
[ 0, 0, -t"2-t+2]

Set = 1, entdo o posto de A éiguala 1. Se t # 1, entdo o posto de A é igual a 2 ou 3.
Se além disso, —t* —t +2 = —(t + 2)(t — 1) = 0, ent&o o posto de A & igual a 2, ou
seja, opostode A éiguala?2,set = —2eéiguala3,set #1,—2.
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(b) >> A=[t,3,-1;3,6,-2;-1,-3,-t]
>> escalona(A);

[ 1, 0, -2%t-2]
[ 0, 1, 2/3+t]
[ 0, 0, -3+2xt"2-t]
O posto de A éigual a 2, se 22 —t—3=0,o0u seja, set = —1, 3/2. Caso contrario, o

posto de A é igual a 3.

3.2.4. O nlcleo de D é o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a 3 cuja derivada é igual ao
polindmio nulo. Ou seja, {p;(t) = 1} & uma base para N(D). Seja p(t) = ag + ait + ast* +
ast® € Ps. Entdo, D(p) = ay + 2ast + 3ast?, ou seja, 1,2t, 3t> geram a imagem de D e como
eles sdo L.I., {1,2¢,3t*} & base para J(D).

325, (a) dim(V) =dim(N(T")) + dim(I(T)) =2+ 5=T.
(b) dim(V) = dim(N(T)) + dim(J(T)) = 0+ 5 = 5.

326. (@ N(T) = {(z,y,—x) | z,y € R}. {(1,0,—1),(0,1,0)} € uma base para o nlcleo de 7.
Seja T' uma transformacéo linear tal que 7°(1,0,—1) = (0,0,0),7°(0,1,0) = (0,0,0).
Seja V' um vetor que néo pertence ao espaco gerado por (1,0,—1) e (0,1,0). Defina
T(V) = W, onde W # (0,0,0). Por exemplo, tomando V' = (1,0,0) e 7(1,0,0) =
(1,0,0). A transformacéo 7" esta totalmente caracterizada por seus valores em uma base
do dominio.

(b) I(T) ={(z,z,2) | z,z € R}. {(1,1,0),(0,0,1)} & uma base para aimagem de 7. Seja
T uma transformacdo linear tal que 7'(E,) = (1,1,0),T(E2) = (0,0,1). Seja W um
vetor que pertence ao espago gerado por (1,1,0) e (0,0,1). Defina T'(E3) = W. Por
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exemplo: W = 0, entdo T'(E3) = 0. A transformag&o T esta totalmente caracterizada por
seus valores em uma base do dominio.

3.2.7. Seja {V4,Va} uma base de R% Defina T'(V;) = 0 e T(Vz) = Vi. Ex.: T(1,0) = (0,0) e
T(0,1) = (1,0).

3.2.8. Basta mostrarmos que N(7') = {0}. Seja p(t) = ag+art+...+a,t" € P,. T(p) = (ap+a1)+
(a1 +2a2)t+ ...+ (an_1 +na,)t" ' +a,t". T(p) = 0 implicaque a,, = a,_1 = ... = ag = 0.
Ouseja, p = 0e N(T) = {0}. dim(J(T)) = dim(P,,) — N(T) = dim(P,,). Logo, T & injetiva
e sobrejetiva e portanto um isomorfismo.

3.3. Composicao de Transformacdes Lineares (pagina 281)

3.3.1. Seja B = {Fy, E,} a base candnica de R%. Como P = [ ; LA =[T2 =
2 1 -1 2 -1 5 ¢ — [1)S[T)2[1 -1
T(E)T(Ey)| = 1 _3 eP ' = | 1 | Entéo, Te = ]sT)3lL AP =

5 )

332 SeiaB = {1,1}. Entdo, P=[I]F = | | _| },A = [D]3 = [[D(1)]3[D(t)]s] = { 8 é ]

pio [ %3 _%; } Portanto, [D]€ = [[|S[DIZ[1)E = P-1AP — l %; jﬁ }
11 0
333. @ P=[E=]0 2 -2
0 0 1
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(b) B = [T)§ = [{|$[T)2]1]E = P~1AP. Multiplicando-se & esquerda por P, PB = AP.
Seja B = [X; X, X3]. Para encontrar B basta resolvermos os sistemas lineares PX; =
AP,PX, = AP, PX3 = AP que podem ser resolvidos simultaneamente escalonando a
matriz aumentada [P|AP].

>> A=[3,-1,-2;0,0,-2;0,0,-1];

>> P=[1,1,0;0,2,-2;0,0,1];

>> escalona([P,A*P])

[ 1, 1, o, 3, 1, 0]

[ 0, 2, -2, 0, 0, -2]

[ o, 0, 1, o0, o0, -1]
eliminagdo 2:

(1/2)*1inha 2 ==> linha 2

( 1, 1, o, 3, 1, 0]

[ o, 1, -1, 0, 0, -1]

o, 0, 1, 0, 0, -1]

)*¥linha 2 + linha 1 ==> linha 1
i, o, 1, 3, 1, 1]

o, 1, -1, 0, 0, -1]

o, o0, 1, 0, 0, -1]
eliminagdo 3:

(-1)*1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(1)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2
([ 1, 0, 0, 3, 1, 2]

o, 1, 0, 0, 0, -2]

o, 0, 1, 0, 0, -1]

-1
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31 2
ASSim,B:[X1X2X3]: 0 0 -2
00 -1
334. @ T(1)=0-140-t4+0-2Tt) =0-1+1-t+0-t2 T(t*) =2-1+0-t+2-¢* Assim,
00 2
A=T2=10 10
0 0 2
00 0
b) TL+) =Tt} =0-1+0-t+2-(1+¢). Assim, B=[T]S= |0 1 0
00 2
101
() B=[T)s=[N$IT)3[1)E. Assim, P=[1]Z2=| 0 1 0
001
(d) Se p(t) = ag + ait + az(1 + t?), entdo
[T(p)le = [T]G[ple = Blpe-
[7%(p)]e = [TIE[T (p)le = B?[ple.
00 0 ao 0
[T"(p)]e = [TIEIT™ (p)le = B"[ple=| 0 1" 0 a | =| @
0 0 27 as 2"y

T"(p) = art + (2"as)(1 + t2).

335. (a) P.(Uy) =U; = 1U; + 0Uy + 0Us,
PT(UQ) = (_) = 0U1 + OU2 + OUg e
P.(U3) = 0 = 0U; + 0Uy + 0Us.
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(b)

o O O

V3/3 —V6/6  /2/2
V3/3 —V6/3 —v/2/2

wn
£
QD
i)
Il
=
el
Il
1 O O =

0
0
0

V3/3  V6/3 0]

(

(

(

P.(Er) = proj By = SRR (1,1, 1) = (1/3,1/3,1/3) = 1/3E, +1/3E,+1/3E;
P.(Ey) = proj By = SR (1,1, 1) = (1/3,1/3,1/3) = 1/3E, +1/3E,+1/3E;
P.(E3) = proj, .y Bs = SEEE(1,1,1) = (1/3,1/8,1/3) = 1/3E,+1/3E,+1/3E;
Assim,
1/3 1/3 1/3
PZ=1|1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3
R,.(Uy) = Uy = 1U; + 0U; + 0Us,
R.(Uy) = —Uy = 0Uy — 1Us 4 0Us e
R.(Us) = —Us = 0U; + 0U, — 1Us.
1 0 0
Assim, [R,J§= |0 -1 0
0 0 —1

Ry(Ey) = 2projq, B — By = 28000 (1,1,1) — (1,0,0) = (—1/3,2/3,2/3) =
—1/3Ey +2/3E, + 2/3E4

R,(Es) = 2projy By — By = 2022000 (1,1,1) = (0,1,0) = (2/3,-1/3,2/3) =
2/3E) — 1/3E, + 2/3E;
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R.(E3) = 2proj 1) Es

(L1
2/3E, + 2/3E; — 1/3E;
“1/3 2/3 2/3
Assim, [R,]% = 2/3 —1/3  2/3 |.
2/3  2/3 —1/3

3.3.6. Rﬂ—/Q’T(Ul) == U1 = 1U1 —+ 0U2 -+ OUg,
RW/Q’T<U2) == U3 = OU1 + 0U2 + 1U3,
Ry jor(Us) = —Uy = OU, — 1U, + 0Us.

1 0 0
Assim, Ry, ]6= 10 0 —1 |.
0 1 0

B\, Un) Uy + (B Uy) Us +

Repor(E1) = 1/V2Rypo,(U1) + 1/V2Rrs2,(Us)
1/f (1/V3,1/V3,0) ~ 1/3/2(0,0,1) =

=

(£

= (Es,U1) U

Repar(E2) = 1/V2Rpp, (U1) — 1/V2Ryp,(Us)

/\/_(1/\/571/\/_ 0) +1/v2(0,0,1) = (1/2,1/2,1/V/2)
= (E3,U1) Uy + (E3,Us) Uy + (E3,Us) U3 = Us

7r/2r(E3) = R, (Uz) = Us = (1/v2,-1/v/2,0)

— By = 248LLLU (1 1 1) —

(1/2,1/2,-1/V?2)
+ By, U) Uy + (Ey,Us) Us = 1/v/2U; — 1//2Us3

(0,0,1) = (2/3,2/3,—1/3) =

(By,Us) Us = 1//2U; + 1/3/2U;

= 1NV2U - 1V20, =

= 12U, + 1/V2U; =
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/2 1/2  1/V2
Assim, [R, /2,5 = /2 1/2 —1/V2
~1/vV2 1/V2 0

3.3.7. (a) Amatrizde T em relacdo a base candnicaé A = . Assim,

OO =
O N
— N

> A=[1,2,1;0,1,2;0,0,1];

> escalona([A,eye(3)])

(1, 2, 1, 1, 0, 0]

[0, 1, 2, 0, 1, 0]

[0, O, 1, 0, 0, 1]

eliminagdo 2:

(-2)*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, o0, -3, 1, -2, O]

[ o, 1, 2, o0, 1, 0]

[ o, 0, 1, O, o0, 1]
eliminagdo 3:

(3)*1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(-2)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o0, o0, 1, -2, 3]

[ o, 1, 0, O, 1, -2]

[ o, 0, 1, o0, 0O, 1]

Portanto, a inversa de T & dada por T (x,y, 2) = (x — 2y + 32,y — 22, 2).
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1 -2 -2
(b) A matrizde T em relagdo a base {1,¢,t’}éA=| 0 1 —4 |.Assim,

0 0

> A=[1,-2,-2;0,1,-4;0,0,1];

> escalona([A,eye(3)])

L 1, -2, -2,
[ O’ 1, _42
[ o, 0, 1,

eliminagdo 2:

(2)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1

L 1,
L o, 1,
[ o, O,

eliminagdo 3:

0, -10,

0]
0]
1]
2, 0]
1, 0]
0, 1]

(10)*1linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(4)*1linha 3 + linha 2 ==> linha 2

[ 17 O, O,
[ O’ 1, O’
[ o, 0, 1,

10]
4]
1]

1

Assim, T~ (a + bt + ct?) = (a + 2b + 10c) + (b + 4c)t + ct®.

11
(c) A matriz de T em relagdo as bases {E1, E», F3} e {1,t,t°} e | 1 2
10

> A=[1,1,1;1,2,1;1,0,2];

. Assim,

N =
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> escalona([A,eye(3)])

(1, 1, 1, 1, 0, O]

(1, 2, 1, 0, 1, O]

[1, 0, 2, 0, 0, 1]

eliminacdo 1:

(-1)*1linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-1)*linha 1 + linha 3 ==> linha 3

( 1, 1, 1, 1, 0, O]
( o, 1, 0, -1, 1, O]
[ o, -1, 1, -1, 0, 1]

eliminagdo 2:

(-1)*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
(1)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 1, 2, -1, 0]

( o, 1, 0, -1, 1, 0]

[ o, 0O, 1, -2, 1, 1]
eliminagdo 3:

(-1)*linha 3 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, 0, 0, 4, -2, -1]

[ o, 1, 0, -1, 1, 0]

[ o, 0O, 1, -2, 1, 1]

Portanto, a inversa de 7' é dada por T~ (a+bt +ct?) = (da—2b—c, —a+b, —2a+b+c).

(d) A matrizde T em relago as bases {1,t,t*} e {E, Ey, F3} é

1
1
1

-1 1

0 O |.Assim,
1 1

Marco 2006

Reginaldo J. Santos



504 Respostas dos Exercicios

> A=[1,-1,1;1,0,0;1,1,1];

> escalona([A,eye(3)])

[ 1, -1, 1, 1, o0, o]

[ 1, 0, 0, O, 1, 0]

[ 1, 1, 1, o0, o0, 1]
eliminagdo 1:

(-1)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-1)*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, -1, 1, 1, o0, o]

[ o, 1, -1, -1, 1, 0]

[ o, 2, o0, -1, o0, 1]
eliminagdo 2:

(1)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-2)*1linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 0, O, 1, 0]

[ o, 1, -1, -1, 1, O]

[ o, O, 2, 1, -2, 1]
eliminagdo 3:

(1/2)*1inha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 0, 0, 1, 0]

[ 0, i, -1, -1, 1, 0]

[ 0, 0, 1, 1/2, -1, 1/2]
(1)*1linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, 0, 0, 0, 1, 0]
[ 0, 1, 0, -1/2, 0, 1/2]
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[ O, O’ 1, 1/2, —1’ 1/2]
Portanto, a inversa de T' & dada por T~ (a,b,c¢) = b+ (¢/2 — a/2)t + (a/2 — b+ ¢/2)t?

3.4. A Adjunta (pagina 307)

3.4.1.

(@)

(b)

>> A=[4,-2;1,3;2,1;3,4];

>> escalona(A)

[ 1, 0]

[0, 1]

[ 0, 0]

[ 0, 0]

>> escalona(A’)

[ 1, 0, 5/14, 5/14]

[ 0, 1, 4/7, 11/7]

N(A) = {0},7(A") = R% Portanto, N(A) néo tem base e {(1,0),(0,1)} & base
de J(AY). N(A) = {((=5/14)8 — (5/14)a, (=4/7)B — (11/T)a, B,a) | a,f €
R}. Portanto,  {(—5,—22,0,14),(—5,—8,14,0)} & base de N(A").
{(1,0,5/14,5/14),(0,1,4/7,11/7)} é base para J(A).

>> A=[1,0,0,0;0,1,1,1;0,0,1,1;1,1,2,2];
>> escalona(A)

[ 1, 0, 0, 0]
[ 0, 1, 0, 0]
(0, 0,1, 1]

[ 0, 0, 0, 0]
>> escalona(A’)
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342 Wt ={(z,y,2) |z —y+2=
a(—1,0,1) + 5(1,1,0). Portanto, Wy =

3.4.3.

3.4.4.

N(A)

{(0,0, =, a) |
{OWOJLO)(O,lx)O)(O,Q
R}. Portanto, {(—1,—1,—1

1]
1]
1]
0]
a € R}. Portanto, {(0,0,—1,1)} é base para N(A).
1,1)} é base para J(A"). N(A") = {(—a, —a, —a, ) | a €
,0)} & base para N(A?). {(1,0,0,1), (0, 1,0, 1), (0,0,1,1)}

é base para J(A).

0}. Assim, X € W+ se, e somente se, X = (3 —
(—1,0,1) e W,

a757a) -

= (1,1,0) formam uma base de W-+.

W é uma reta que passa pela origem e W+ & um plano que passa pela origem, perpendicular

aW.
>> A=[1,0,-2,1;0,1,3,-2]
A=[ 1, o0, -2, 1]
[ o, 1, 3, -2]
= (20 — o,2a — 33, 6,a) = a(—1,2,0,1) + B(2,-3,1,0),Va, 3 € R. Assim, W; =
(—1,2,0,1) e Wy = (2, -3, 1,0) formam uma base para W+,

(@) >> P=[-2,1;
>> A=matvand(P(:,

A

4

1
1
4

-1,2;1,0;2,71;

1),2),B=P(:,2)
-2 1
-1 1
1 1
2 1
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>> escalona([A’*A,A’*B])
[ 34, 0, 10, 34]
[ o0, 10, 0, 10]

[ 10, 0, 4, 10]
[ 1, 0, 0, 1]
[0, 1, 0, 1]
[0, 0,1, 0]

A

equacéo da parabola é y = 2% + .

(b) >> P=[-2,1;-1,3;1,3;2,11];
>> A=matvand(P(:,1),2),B=P(:,2)

A= 4 -2 1
1 -1 1
1 1 1
4 2 1
B= 1
3
3
11

>> escalona([A’*A,A’*B])
[ 34, 0, 10, 54]
[ o0, 10, 0, 20]
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3.45. (a) > P=[-2,0;0,1;1,-2;2,1];
>> A=matvand(P,1),B=P(:,1).72+P(:,2)."2

A=-2 0 1
0 1 1
1 -2 1
2 1 1
B= 4
1
5
5

>> escalona([A’*A,A’*B])

[ 9, 0, 1, 7]
[ 0, 6, 0, -4]
[ 1, 0, 4, 15]
[ 1, 0, 0, 13/35]
[ 0, 1, 0, -2/3]
[ 0, 0, 1, 128/35]

A equagdo do circulo é 22 + y* — (13/35)x + (2/3)y = 128/35.
(b) >> P=[-2,1;-1,-2;0,1;2,0];
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>> A=matvand(P,1) ,B=P(:,1).72+P(:,2)."2

A=-2 1 1
-1 -2 1
0 1 1
2 0 1
B= 5
5
1
4

>> escalona([A’*A,A’*B])
[ 9, 0, -1, -7]

[ o, 6, 0, -4]

[ -1, 0, 4, 15]

[ 1, 0, 0, -13/35]

[ 0, 1, 0, -2/3]

[ 0, 0, 1, 128/35]

A equagao do circulo é z? + y* + (13/35)z + (2/3)y = 128/35.

3.4.6. (a) > A=[1,2;2,4;-1,-21;B=[3;2;1];
>> escalona([A’*A,A’*B])
[ 6, 12, 6]
[ 12, 24, 12]
(1, 2, 1]
[ 0, 0, 0]
X =(1-2a,a)=(1,0)+a(-2,1),Ya € R,
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(b) >>
>>

[
[
[
[
X

A=[-1,1;2,1;1,-2];B=[10;5;20];

escalona([A’*A,A’*B])
6, -1, 20]
-1, 6, -25]
1, 0, 19/7]
0, 1, -26/7]

= (19/7,—26/7).
(c) >» A=[1,1,1;-1,1,1;0,-1,1;1,0,1];B=[4;2;1;2];

>> escalona([A’*A,A’*B])

I
[
[
[
[
[

X =

3
0
1

, 0, 1, 4]

, 3, 1, 5]

, 1, 4, 9]
1, 0, 0, 11/15]
0, 1, 0, 16/15]
0, 0, 1, 9/5]

(11/15,16/15,9/15).

3.4.7. >> P=randi(5,2)

P= 3

4
-4

5
-3
-3

4

3

>> A=matvand(P(:,1),3), B=P(:,2)

= 27

9 3 1
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125 25
0 0
64 16
-64 16 -4

> O O
= e e

>> R=escalona([A’*A,A’*B])
[ 24546, 3368, 1218, 152, -176]

[ 3368, 1218, 152, 66, 82]
[ 1218, 152, 66, 8, 4]
[ 152, 66, 8, 5, 6]
R =1011,0,0,0, -35077/157992]

[ 0,1,0,0, 33866/85579]

[ 0,0,1,0, 7430353/2053896]

[ 0,0,0,1, -262092/85579]

>> a=R(1,5);b=R(2,5);c=R(3,5);d=R(4,5);
>> c1f,po(P),syms x,plotfl(a*xx”3+b*x"2+c*x+d, [-5,5])
>> eixos
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3.4.8. >> P=randi(6,2)

>> M=matvand(P,2) ,B=-M(:,1),A=M(:,2:6)

P= 0 -1
1 -2
3 4
-5 -5
1 3
-5 5

M= 0 0
1 -2
9 12
25 25
1 3
25 -25

B= 0
-1
-9

1
4
16
25
9
25

0
1
3

zzzzzzzzzzzzzzzzz

e = T =
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-25
-1
-25
A= 0 1 0 -1 1
-2 4 1 -2 1
12 16 3 4 1
25 25 -5 -5 1
3 9 1 3 1
-25 25 -5 5 1
>> R=escalona([A’*A,A’*B])

[ 1407, 211, 37, -189,

[ 211, 1604, -189, 82,

[ 37, -189, 61, 13,

[ -189, 82, 13, 80,

[ 13, 80, -5, 4,

R =[1,0,0,0,0, 35943/287650]
[0,1,0,0,0, -301491/287650]
[0,0,1,0,0, 127343/287650]
[0,0,0,1,0, 95187/143825]
[0,0,0,0,1, 18123/5230]

>> a=R(1,6);b=R(2,6) ;c=R(3,6);
>> d=R(4,6) ;e=R(5,6);

>

\2

>> eixos

clf,po(P),syms x y
>> plotci(x"2+a*x*xy+b*y~2+c*x+d*y+e, [-5,5], [-5,5])

-109]
-1407]
221]
-37]
-61]
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4.1. Diagonalizacao de Operadores (pagina 342)

4.1.1.
(@ > A=[1,1;1,1]; (b) >> A=[1,-1;2,4];
>> B=A-x*eye(2) >> B=A-x*eye(2)
[1-x, 1] [1-x, -1]
[ 1, 1-x] [ 2, 4-x]
>> p=det (B) >> p=det (B)
p =—2%x+x"2 p =6-b5*xx+x"2
>> solve(p) >> solve(p)
(0] [2] (3] [2]
>> BO=subs(B,x,0) >> B2=subs(B,x,2)
[1, 1] [-1, -1]
[1, 1] [ 2, 2]
>> escalona(B0) >> escalona(B2)
1 1 1 1
0 0 0 0
>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subs(B,x,3)
[-1, 1] [-2, -1]
[ 1, -1] [ 2, 1]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
1 -1 1 1/2
0 0 0 0
Vo ={(—a,a) | a € R} Vy ={(—a,a) | a € R}
Vo ={(a,a) | « € R} Vs ={(—q,2a) | a € R}
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()

>> A=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];

’ >> BO=subs(B,x,0
>> B=A-x*eye(3) subs (B, x,0)

1, 2
[-x, 1, 2] Eg 0, 3%
[ 0, -x, 3] [O, O, 0]
[ 0, 0, -x] >> escalona(B0)
>> p=det (B) (o, 1, 0]
p=-x"3 [0, 0, 1]
>> solve(p) [0, 0, 0]
[0] [0] [0] s

Vo ={(,0,0) | « € R}

(d)

>> A=[1,0,0;-1,3,0;3,2,-2];

>> Bm2=subs(B,x,-2)
>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 0, 0] E_f, g: g%

[ -1, 3-x, 0] [3’ 2’ o

>[> ;;det%};)_Q_X] >> escalona(Bm2)
p =(1-x)*(3-x)*(-2-x) Eé’ (1)’ 8%

>> solve(p) [O’ O’ ol

[ 11[ 31[-2] >
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>> Bil=subst(B,x,1)

>> B3=subs(B,x,3)
0, 0, 0]

[ [-2, 0, O]
[-1, 2, 0] [-1, 0, O]
[ 3, 2, -3] [ 3, 2, -5]
>> escalona(B1) >> escalona(B3)
[1, 0, -3/4] [1, O, 0]
[0, 1, -3/8] [0, 1, -5/2]
[0, O, 0] [0, O, 0]

Vo, ={(0,0,a) | « € R}

Vi = {(6a, 3, 8cr) | « € R}

V3 ={(0,5c,2a) | « € R}

(e)
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>> A=[2,-2,3;0,3,-2;0,-1,2];

>> B2=subs (B, x,2
>> B=A-X*eye(3) subs(B,x,2)

S 0. 2, 3

[ 0, 3-x, -2] [O: _1: 0]

>[> g;de;té)Q—x] >> escalona(B2)
p =(2-x)*x(4-5*x+x"2) Eg’ é’ (1)%

>> solve(p) [O, O, o]

(2] [4] [1] T

>> Bl=subs(B,x,1) >> B4=subs (B,x,4)
[1, -2, 3] [-2, -2, 3]
[0, 2, -2] [ 0, -1, -2]
0, -1, 1] [0, -1, -2]
5> escalona(B1) >> escalona(B4)
1, 0, 1] (1, 0, -7/2]
0, 1, -1] [0, 1, 2]
[0, 0, 0] (0, 0, 0]

Vi={(-a,a,a) | a € R}
Vi ={(«,0,0) | « € R}
Vy ={(Ta, 4, 2a) | a € R}

(f)
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>> A=[2,2,3;1,2,1;2,-2,1];

>> B2=subs (B, x,2
>> B=A-X*eye(3) subs(B,x,2)

[2-x, 2, 3] E(l) o ﬂ
[ 1, 2-x, 1] o -2 -1]
[ 2, -2, 1-x] >> escalona(B2)
>> p=det (B)
o [1, 0, 1]

p =—8-2xx+5%x"2-x"3

[0, 1, 3/2]
>> solve(p)
[ 211 41[-1] bt

>> B4=subs(B,x,4)
>> Bmil=subs(B,x,-1) [-2, 2, 3]
[3, 2, 3] [ 1, -2’ 1]
[1, 3, 1] Y

[ 2, -2, _3]
[2, _2: 2]

>> escalona(B4)
>> escalona(Bm1) [1. 0 -4]
(1, 0, 1] [0, 1, -5/2]
[0, 0, 0] T

Vo, = {(-a,0,) | @ € R}, Vy = {(—2a,—-3a,2a) | @ € R} eV, =
{(8a, 5, 2a) | o € R}

4.12. (a)
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>> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];
>> B=A-x*eye(3)

[2-x%, 0, 0]
[ 3, -1-x, 0]
[ o, 4, 3-x]
>> p=det (B)

p =(2-x)*(-1-x)*(3-x)
>> solve(p)

[ 2]1[-1]1[ 3]

>> Bml=subs(B,x,-1)
[3, 0, O]

[3, 0, 0]

[0, 4, 4]

>> escalona(Bm1)
[1, 0, 0]

(o, 1, 1]

[0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[0, 0, 0]

[3, -3, 0]

(o, 4, 1]

>> escalona(B2)
[1, 0, 1/4]

[0, 1, 1/4]

[0, O, 0]

>> B3=subst(B,x,3)
[-1, 0, 0]

[ 3, -4, 0]

[ 0, 4, 0]

>> escalona(B3)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, O]

Vo1 ={(0,—a,a) | « € R}. {(0,—1,1)} é base para V_1, pois gera V_; ((0, —,0) =

a(0,—1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vy = {(—a,—a,4a) | « € R}. {(—1,—1,4)} é base para V,, pois gera V;
(—a, —a,4a) = a(—1,—1,4)) e um vetor ndo nulo é L.I.

V3 ={(0,0,) | « € R}. {(0,0,1)} & base para V3, pois gera Vs ((0,0, @) = (0,0, 1))

e um vetor ndo nulo é L.I.

(b)

Algebra Linear e Aplicacdes

Marco 2006



Capitulo 4. Diagonalizacéo

521

>> A=[2,3,0;0,1,0;0,0,2];

>> B=A-x*eye(3)
[2-x, 3, 0]
[ 0, 1-x, 0]
[ 0, 0, 2-x]
>> p=det (B)

p =(2-x)"2*(1-x)
>> solve(p)

(2] [2] [1]

>> Bil=subs(B,x,1)
[1, 3, 0]

[0, 0, 0]

[0, 0, 1]

>> escalona(B1)
[1, 3, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[0, 3, 0]

[0, -1, 0]

(0, 0, 0]

>> escalona(B2)
[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

[0, 0, 0]

Vi ={(-3a,,0) | a« € R}. {(=3,1,0)} & base para V, pois gera V; ((—3a, a,0) =

a(—=3,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(0,0,8) | o, € RY. {Vi = (1,0,0), V%

= (0,0,1)} é base para V3, pois

gera Vy ((a,0,8) = «(1,0,0) + 5(0,0,1)) e &€ L.I. (xV} + yVa = 0 se, e somente se,

(,0,y) = (0,0,0) oux =0ey =0).

(c)
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>> A=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];
>> B=A-x*eye(4)

[1-x, 2, 3, 4]
[ 0, -1-x, 3, 2]
[ O, 0, 3-x, 3]
[ O, 0, 0, 2-x]
>> p=det (B)

p =(1-x)*(2-x)* (-1-x)*(3-x)
>> solve(p)
[ 110 21(-11[ 3]

>> Bmi=subs(B,x,-1)
[2, 2, 3, 4]
[0, 0, 3, 2]
[0, 0, 4, 3]
[0, 0, 0, 3]

>> escalona(Bml)

[1, 1, 0, 0]
[0, 0, 1, 0]
[0, 0, 0, 1]
[0, 0, 0, 0]

>> Bl=subs(B,x,1)
[0, 2, 3, 4]

[0, -2, 3, 2]

[0, 0, 2, 3]

[o, o0, 0, 1]

>> escalona(B1)
[0, 1, 0, O]

(0, 0, 1, 0]

[0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, O]
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>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subst(B,x,3)
[-1, 2, 3, 4] [-2, 2, 3, 4]
[ 0, -3, 3, 2] [ 0, -4, 3, 2]
[0, 0,1, 3] (o, 0,0, 3]
[ 0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, -1]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
[1, 0, 0, 29/3] (1, 0, -9/4, 0]
[0, 1, o, 7/3] (0, 1, -3/4, 0]
(o, 0, 1, 3] o, 0, 0, 1]
[0, 0, O, 0] [0, O, 0, 0]

Vi = {(-0,0,0,0) | « € R}, {(—1,1,0,0)} é base para V_y, pois gera V_;
(—a, ,0,0) = a(—1,1,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vi = {(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para V, pois gera V; ((«,0,0,0) =
a(1,0,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vy = {(-29a, —7a, =9, 3a) | € R}. {(—29,—7,—9,3)} é base para V5, pois gera
Vs ((—29a, —7ar, —9a, 3a) = a(—29, —7,—9,3)) e um vetor n&o nulo & L.l.

Vs = {(9¢,30,40,0) | a« € R}. {(9,3,4,0)} é base para V3, pois gera V3
(9, 3cr, 4, 0) = (9, 3,4,0)) e um vetor ndo nulo é L.1.

(d)
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4.1.3.

>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1];
>> B=A-x*eye(4)
[2_X’ 2’ 3, 4]

[ 0, 2-x, 3, 2]
[ 0, O, 1-x, 1]
[ O, 0, 0, 1-x]
>> p=det (B)

p =(2-x)"2%(1-x)"2
>> solve(p)

(2] [2] [1][1]

>> Bl=subs(B,x,1)
(1, 2, 3, 4]

[o, 1, 3, 2]

[0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, 0]

>> escalona(B1)
[1, 0, -3, 0]

[0, 1, 3, 0]

[0, 0, O, 1]

[0, 0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[0, 2, 3, 4]
[0, o, 3, 2]
[0, 0, -1, 1]
[0, o, 0, -1]
>> escalona(B2)
[0, 1, 0, 0]

[0, 0, 1, 0]

[0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, O]

Vi = {(Ba,—3a,,0) | « € R}. {(3,-3,1,0)} é base para Vi, pois gera V;
(3, =3, 0, 0) = (3, —3, 1,0)) e um vetor ndo nulo & L.I.

Vo = {(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para Vs, pois gera Vy ((«,0,0,0) =

a(1,0,0,0)) e um vetor néo nulo é L.I.
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(@) > A=[1,4;1,-2]; >> p=det (B)
>> B=A-x*eye(2) p =—6+x+x"2
[1-x, 4] >> solve(p)
[ 1, -2-x] [ 2][-3]

A matriz A possui dois autovalores diferentes, logo possui dois autovetores L.I.
(Proposicéo 4.5 na pagina 328). A matriz A é diagonalizavel pois, € 2 x 2 e possui dois
autovetores L.I. (Teorema 4.3 na pagina 325).

(b) >> A=[1,0;-2,11;

>> B=A-xxeye(2) >> Bil=subs(B,x,1)

[1-x, 0] [ 0, O]

[ -2, 1-x] [-2, 0]

>> p=det(B) >> escalona(numeric(B1))
p =(1-x)"2 [1, 0]

>> solve(p) (o, ol

(11 [1]

Vi ={(e,0) | « € R}

A matriz A ndo é diagonalizavel pois, ndo possui dois autovetores L.I. (Teorema 4.3 na

pagina 325).
(c) > A=[1,1,-2;4,0,4;1,-1,4]
A= 1 1 -2
4 0 4
1 -1 4

>> B=A-x*eye(3); p=det(B)
p =b*x"2-6%x-x"3
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4.1.4.

(d)

(@)

>> solve(p)
ans =[0] [2] [3]

A matriz A possui trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Proposicdo
4.5 na pagina 328). A matriz A é diagonalizavel pois, € 3 x 3 e possui trés autovetores L.I.
(Teorema 4.3 na pagina 325).

>> A=[1,2,3;0,-1,2;0,0,2];

>> B=A—X*eye(3) >> p=det (B)

p =(1-x)*(-1-x) *(2-x)

) A
El z, _1_)2(, g >> solve(p)
[ o, O, p] [ 11[-11[ 2]

matriz A possui trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.l. (Proposicao
4.5 na pagina 328). A matriz A é diagonalizavel pois, € 3 x 3 e possui trés autovetores L.I.
(Teorema 4.3 na pagina 325).

>> A=[1,1,2;0,1,0;0,1,3];

>> Bl=subs(B,x,1
>> B=A-x*eye(3) subs (B, x, 1)

[1-x, 1, 2] Egz (1): 5%
[ 0, 1-x, 0] [1, 1, 2]
>[> g;detiE’s)B—X] >[>Oes<1:a1;31a(31)
p =(1-x)"2%(3-x) [ O: O: 0]
>> solve(p) [ 0, 0, O]

(11 [11[3]
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(b)

>> B3=subs(B,x,3)

[ -2, 1, 2]
[ 0, -2, 0]
[ o, 1, 0]
>> escalona(B3)
[ 1, 0, -1]
[ o0, 1, 0]
[ 0, 0, 0]

{(B, —2a, ) | o, 8 € R}. {(1,0,0),(0,—2,1)} é base para Vy, pois gera V;

(ﬁ, —2a,a) = a(0,-2,1) + 3(1,0,0)) e sdo L.I. (um vetor ndo & multiplo escalar do
outro)

Vs = {((e,0,0) | @« € R}. {(1,0,1)} é base para V3, pois gera Vs ((o,0,) =

a(1,0,1)) e um vetor ndo nulo & L.I.

1
P=10 —
0

_— N O
_ o
D
I
o O
S~ O
w o O

>> A=[4,2,3;2,1,2;-1,-2,0];
>> B=A-x*eye(3)

[4-x, 2, 3]

[ 2, 1-x, 2]

[ -1, -2, -x]

>> p=det(B)

p =-T7*x+bxx"2+3-x"3

>> solve(p)
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(3] [1][1]

>> Bil=subs(B,x,1)
[3, 2, 3]

[ 2, 0, 2]

[-1, -2, -1]

>> escalona(B1)
[1, 0, 1]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

>> B3=subs(B,x,3)
(1, 2, 3]

[ 2, -2, 2]

[-1, -2, -3]

>> escalona(B3)
[1, 0, 5/3]

(o, 1, 2/3]

(0, O, 0]

Vi = {(-a,0,a) | « € R}. {(-1,0,1)} é base para V;, pois gera V; ((—«,0,a) =

a(—1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(=ba,—2,3a) | « € R}. {(—5,-2,3)} é base para Vs, pois gera V,
(=ba, —2a, 3a) = a(—5,—2,3)) e um vetor ndo nulo é L.1.

A matriz ndo é diagonalizavel pois s6 possui dois autovalores e cada um deles s6 possui
um autovetor L.I. associado (Teorema 4.3 na pagina 325).

(c) > A=[1,2,3;0,1,0;2,1,2];

>> B=A-x*eye(3)
[1-x, 2, 3]
[ 0, 1-x, 0]

[ 2, 1, 2-x]
>> p=det (B)

p =—4+x+4*x"2-x"3
>> solve(p)

[ 11[ 41[-1]

>> Bml=subs(B,x,-1)
[2, 2, 3]

[0, 2, 0]

[2, 1, 3]

>> escalona(Bml)
[1, 0, 3/2]

(0o, 1, 0]

(0, O, 0]
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>> Bl=subst(B,x,1) >> Bd=subs(B,x,4)

[0, 2, 3] -3, 2, 3]

[0, 0, 0] [ 0, -3, 0]

[2, 1, 1] [ 2, 1, -2] v

>> escalona(B1) >> escalona(B4) -
[1, 0, -1/4] (1, 0, -1]

[0, 1, 3/2] [0, 1, 0]

[0, O, 0] [0, 0, O]

{(=3a,0,2a) | @« € R}. {(—3,0,2)} é base para V_y, pois gera V_; ((—3¢,0,2a) =
a(—3,0,2)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vi = {(a,—6a,4a) | o« € R}. {(1,-6,4)} é base para V;, pois gera V,
(o, =6cr, 4ar) = (1, —6,4)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vy={(a,0,a) | @ € R}. {(1,0,1)} é base para V4, pois gera V, ((«, 0, ) = (1,0, 1))
e um vetor ndo nulo é L.I.
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(d) >>
>>

[(3-

[
I

>>

>>

A=[3,-2,1;0,2,0;0,0,0];

B=A-x*eye(3)

x, -2, 1]
0, 2-x, 0]
0, 0, -x]
p=det (B)

-(3-x)*(2-x) *x
solve(p)

[31[2][0]

>>

(1,
(o,
(o,

>>

[1’
(o,
(o,

B2=subs (B, x,2)
-2, 1]

0, 0]

0, -2]
escalona(B2)
-2, 0]

0, 1]

0, 0]

>> BO=subs(B,x,0)
(3, -2, 1]

[0, 2, 0]

[0, 0, 0]

>> escalona(B0)
(1, 0, 1/3]

(0o, 1, 0]

(0, O, 0]

>> B3=subs(B,x,3)
(o, -2, 1]

[0, -1, 0]

[0, 0, -3]

>> escalona(B3)
[0, 1, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

Vo ={(-,0,3a) | « € R}. {(—1,0,3)} & base para V, pois gera Vy ((—a, 0,3a) =

a(—1,0,3)) e um vetor ndo nulo é L.I.

(

V3 =

1

e um vetor ndo nulo é L.I.

{2a,0,0) | @ € R}. {(2,1,0)} é base para Vs, pois gera Vy ((2a, r,0) =
,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

{(«,0,0) | « € R}. {(1,0,0)} é base para V3, pois gera V3 ((«, 0,0) = «(1,0,0))
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O =N
OO =
(0]

I
o O O
o NN O
w o O

4.15. (a) >> A=[2,1,2;0,0,0;0,1,3]; syms t
>> p=det (A-t*eye(3))
p =
-(2-t) *t*(3-t)
>> B=matvand([0;2;3],2)
B= 0 0 1
4 2 1
9 3 1
>> R=escalona([B, [0;27k;3"k]])
[ 0, 0, 1, 0]
[ 4, 2, 1, 27k]
[ 9, 3, 1, 37k]
R=[1,0,0, -27 (~1+k) +3~ (-1+k) ]
[0,1,0, -2%3"(-1+k)+3*%2~ (-1+k)]
[0,0,1, 0]
> simplify (R(1,4)*A"2+R(2,4)*A)
[ 27k, -27(-1+k)+2*3" (-1+k), -27 (1+k) +2%37k]
[ 0, 0, 0]
[ 0, 3" (-1+k), 37k]
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2k _2—1+k_|_23—1+k _21+k+23k

AP =10 0 0
0 3—1+k 3k
(b) >> A=[3,0,-3;1,3,-1;0,0,0]
A= 3 0 -3
1 3 -1
0 0 0

>> p=det (A-txeye(3))
p = —(3-t) 2%t
>> B=matvand([0;3],2)

B= 0 0 1
9 3 1
>> B=[B; [6,1,0]]
B= 0 0 1
9 3 1
6 1 0
>> R=escalona([B, [0;3"k;k*3"(k-1)]11)
[ 0, 0, 1, 0]
[ 9, 3, 1, 37k]
[ 6, 1, 0, kx¥3~(-1+k)]
R=[1,0,0, -1/9%37k+1/9%k*3"k]
[0,1,0, -k*3~(-1+k)+2*3~ (-1+k)]
[0,0,1, 0]

>> Ak=simplify(R(1,4)*A"2+R(2,4)*A)
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Ak =
L 37k, 0, -37k]
[ kx3"(-1+k), 3"k, -k*3°(-1+k)]
[ 0, 0,
3k 0
Ak: k‘,371+k 3k:
0 0
() >> A=[0,-2,3;0,1,0;0,-2,3]
A= 0 -2 3
0 1 0
0 -2 3

>> p=det (A-txeye(3))
p = —tx(1-t)*(3-t)
>> B=matvand([0;1;3],2)

B= 0 0 1
1 1 1
9 3 1

>> R=escalona([B, [0;1;3"k]])

[ o, o0, 1, 0]

[ 1, 1, 1, 1]

[ 9, 3, 1, 37kl

>> Ak=simplify(R(1,4)*A"2+R(2,4)*A)
Ak =

[ 0, 1-3"k,  37k]
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[ 0, 1, 0]
[ 0, 1-3"k,  37K]
0 1—3F 3k
AF=10 1 0
0 1—3k 3k
(d) >> A=[0,0,0;0,0,-1;-1,1,0]
A= 0 0 0
0 0 -1
-1 1 0
>> p=det (A-txeye(3))
p = -t*x(t72+1)
>> solve(p)
[ ol[ i][ -il
>> B=matvand([0;i;-i],2)
B=[ 0, O, 1]
[ -1, i, 1]
[ -1, -i, 1]
>> escalona([B, [0;i"k;(-1)"k]])
[ 0, 0, 1, 0]
[ -1, i, 1, i"k]
[ -1, -i, 1, (-1)°k]

R =
[1,0,0, -cos(1/2xk*pi)]
[0,1,0, sin(1/2xk*pi)]
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[0,0,1, 0]

>> Ak=simplify(R(1,4)*A~2+R(2,4)*A)

Ak =

[ 0, 0, 0]

[ -cos(1/2xkxpi), cos(1/2*k*pi), -sin(1/2*k*pi)]
[ -sin(1/2%k*pi), sin(1/2xk*pi), cos(1/2*xkx*pi)]

0 0 0
A¥ = | —cos(1/2km) cos(1/2kn) —sen(1/2kn)
—sen(1/2km) sen(1/2km) cos(1/2km)

4.1.6. >> B=randi(2), A=[B-B’,zeros(2,1);zeros(1,2),randi]

B= 5 -1
3 0

A= 0 -4 0
4 0 0
0 0 -3

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = -3*%x"2-x"3-48-16%x
ans = [ -3][ 4x*i][ -4%i]
>> escalona(A+3*eye(3))
ans =[ 1, 0, 0]
[0, 1, 0]
[ 0, 0, 0]

A matriz A ndo é diagonalizavel pois ela s6 tem um autovalor e auto espaco associado a este
autovalor tem dimenséo 2. Assim, ndo é possivel encontrar 3 autovetores L.I.

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



536 Respostas dos Exercicios

4.1.7. >> L=[eye(2),zeros(2,1) ;randi(1,2),0]; A=Lx*L’

A= 1 0 2
0 1 -2
2 -2 8

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = -9*%x+10*x"2-x"3
ans = [ 0]J[ 1][ 9]
>> escalona(A)
ans =[ 1, 0, 2]
[ o0, 1, -2]
[ 0, 0, O]

O autoespaco associado ao autovalor A =0 &
Vo ={(—2a,20, ) | « € R}.

Assim, {V; = (—2,2,1)} & um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.1.
associado a A = 0.

>> escalona(A-eye(3))
ans =[ 1, -1, 0]

[ 0, O, 1]

[ o, 0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =1 &

Vi ={(o,2,0) | « € R}.
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Assim, {V, = (1,1,0)} & um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.I. associ-
adoa \ = 1.

>> escalona(A-9*eye(3))

ans =[ 1, 0, -1/4]
[ 0, 1, 1/4]
[ 0, 0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =9 é
Vo = {(c, —cv,4x) | o € R}.

Assim, {V3 = (1,—1,4)} € um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.1.
associadoa A = 9.

>> V1=[-2,2,1]1;V2=[1,1,0];V3=[1,-1,4];
>> P=[V1’,V2’,V3’], D=diag([0,1,9])

P=- 1 1
2 1 -1
1 0 4
D= 0 0 0
0 1 0
0 0 9

>> inv(P) *A*P
ans = 0 0 0
0 1 0
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0 0 9
>> [P,D]=eig(sym(A))
P=[-1, -2, 1]

[ 1, 2, 1]

[ -4, 1, 0]
[ 9, 0, 0]

[ 0, 0, 0]

[ 0, 0, 1]

D =

Os elementos da diagonal da matriz D tém que ser os autovalores de A. As matrizes D
podem diferir na ordem com que os autovalores aparecem. As colunas de P sao autovetores
associados aos autovalores que aparecem nas colunas correspondentes de D. Assim, fazendo
uma reordenacao das colunas das matrizes P e D de forma que as matrizes D sejam iguais, as

colunas de uma matriz P sdo multiplos escalares das colunas correspondentes da outra matriz
P.

4.2. Operadores Auto-adjuntos e Normais (pagina 363)

4.2.1.

(@) >> A=[2,2;2,2];
>> B=A-xxeye(2)
[2-x, 2]

[ 2, 2-x]
>> p=det(B)
p =—4*x+x"2
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>> solve(p)

(0] [4]

>> BO=subs(B,x,0) >> B4=subs(B,x,4)
[2, 2] [-2, 2]

[2, 2] [ 2, -2]

>> escalona(B0) >> escalona(B4)
[1, 1] [1, -1]

[0, 0] [0, 0]

Vo = {(—a,a) | @« € R}. {Vi = (—1,1)} é base para V,, pois gera Vy ((—a, ) =
a(—1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W, = (1/||[Vi|)Vi = (=1/v/2,1/3/2). {W, =
(—1/v/2,1/4/2)} & base ortonormal de V.

Vy = {(a,a) | @ € R}, {Va = (1,1)} é base para V,, pois gera V, ((a, ) =
a(1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W, = (1/[|Val)Va = (1/v/2,1/3/2). {W, =
(1/v/2,1/+/2)} & base ortonormal de V.

SR BN T

(b) >> A=[2,1;1,2];
>> B=A-x*eye(2)
[2-x, 1]

[ 1, 2-x]
>> p=det (B)
p =3-4*x+x"2
>> solve(p)
(3] [1]
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()

>> Bl=subs(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
[1, 1] -1, 1]

[1, 1] [ 1, -1]

>> escalona(numeric(B1)) >> escalona(B3)
[1, 1] [1, -1]

[0, 0] [0, 0]

Vi = {(—a,a) | @« € R}. {Vi = (—1,1)} é base para V,, pois gera V; ((—a, ) =
a(—1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W, = (1/||Vi|)Vi = (=1/v/2,1/3/2). {W, =
(—1/v/2,1/4/2)} & base ortonormal de V.

Vg = {(o,a) | « € R}. {Va = (1,1)} é base para V3, pois gera V; ((a, ) =
a(1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W, = (1/||Va|[)Va = (1/v2,1/3/2). {W, =
(1 /\/_ 1/4/2)} & base ortonormal de V.

SRS

>> A=[0,0,1;0,0,0;1,0,0];

>> BO=subs(B,x,0
>> B=A-x*eye(3) subs (B, x,0)

1

[_X, 0, 1] Eg, 8’ 0%

[0, -x, 0] 1, 0, 0]

[1, 0, -x] >> escalona(B0)
>> p=det (B) [1, 0, 0]

p =—x"3+x [0’ o’ 1]

>> solve(p) [0’ O’ 0]

[ 01[-11[ 1] S
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>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)

[1, 0, 1] (-1, o0, 1]

[0, 1, 0] [0, -1, 0]

(1, 0, 1] (1, 0, -1] V. —
>> escalona(Bml) >> escalona(B1) 0~
[1, 0, 1] [1, 0, -1]

[0, 1, 0] [0, 1, 0]

[0, 0, O] (0, 0, 0]

{(0,0,0) | @« € R}. {V} = (0,1,0)} & base para V, pois gera V, ((0, v, 0) = «(0, 1,0))
e um vetor ndo nulo é L.I. {V; = (0,1,0)} é base ortonormal de Vy, pois ||V1]| = 1.

Vo, = {(—o,0,a) | « € R}. {V, = (-1,0,1)} é base para V_;, pois gera V_;
(—a,0,a0) = «(—1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Wy = (1/||V2||)Va =
(—1/v/2,0,1/v/2). {Wy = (—1/4/2,0,1/+/2)} & base ortonormal de V_;.

Vi = {(a,0,c) | &« € R}. {V3 = (1,0,1)} é base para Vy, pois gera V; ((a, 0, «)

(1,0,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W5 = (1/||Vs||)Vs = (1/3/2,0,1/v/2). {W5 =
(1/+/2,0,1/4/2)} é base ortonormal de V.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo orto-
gonais (Proposicéo 4.10 na pagina 352). Portanto, {1V, W5, W3} € uma base ortonormal
de autovetores de A.

0 —1/vV2 1/V2 0 00
P=|1 0 0 e D=0 —-10
0 1/vV2 1/V2 0 01
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(d) >> A=[0,0,0;0,2,2;0,2,2];

>>
>> B=A-x*eye(3) escalona(B0)

[_X, O, O] [O, 1, 1]
[0, 0, 0]
[ 0, 2-x, 2]
o Y [0, 0, 0]
> > >> B4=subs(B,x,4)
>> p=det (B)
A [-4, 0, 0]
p =—X*(—4*X+X 2)
[ 0, -2, 2]
>> solve(p)
[0, 2, -2]
(0] [0] [4] >> escalona(B4)
>> BO=subs (B, x,0)
[1, 0, O]
(0, 0, 0]
[0, 1, -1]
[0, 2, 2] [0, 0, 0]
[0, 2, 2] S

Vo = {(a,=8,8) | o, € R}. {V1 = (1,0,0),V2 = (0,—1,1)} & base para Vy, pois
gera Vo (o, —3,3) = a(1,0,0) + B(0,—1,1)) e é L.I. (zV; + yV> = 0 se, e somente
se, (z,—y,y) = (0,0,0) ouz = 0 ey = 0). Sejam Wy = Vi, Wy = V5 — projy, Va =

va —0= ‘/2 Sejam U1 = (1/||W1||)W1 = W1 = ‘/1 = (1,0,0) e U2 = (1/||W2||)W2 =
(0, —1/+/2,1/v/2). {U; = (1,0,0),Us = ((0,—-1/+/2,1/+/2)} & base ortonormal de V.

Vy ={(0,0,c) | @ € R}. {V53 =(0,1,1)} é base para Vy, pois gera V, (0, o, cx) =
«(0,1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja Us = (1/||Vs])Vs = (0,1/v/2,1/V/2).
{Us = (0,1/v/2,1/4/2)} & base ortonormal de V,. Como a matriz A é simétrica, au-
tovetores associados a autovalores diferentes séo ortogonais (Proposi¢céao 4.10 na pagina
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352). Portanto, {Uy, Us, U3} € uma base ortonormal de autovetores de A.

1 0 0 00 0
P=|0 —1/vV2 1/V2 e D=|000
0 1/vV2 1/V2 00 4

(e) > A=[1,1,0;1,1,0;0,0,11;

>> BO=subs(B,x,0
>> B=A-x*eye(3) subs (B,x,0)

1, 1, 0
[ 1, 1-x, 0] o o 1]
[ 0, O, 1-x] 2

>> escalona(B0)
>> p=det (B) (1. 1. 0]
p =-2*x+3*x"2-x"3 N

[0, 0, 1]
>> solve(p) 0. 0. 0]
[oJr1l1r2] T
>> Bl=subs(B,x,1) >> B2=subs(B,x,2)
[0, 1, 0] [-1, 1, 0]
[1, 0, 0] [ 1, -1, 0]
[0, 0, O] [ 0O, 0, -1]
>> escalona(B1) >> escalona(B2)
[1, 0, 0] [1, -1, 0]
[0, 1, 0] [o, o0, 1]
[0, 0, 0] [0, 0, 0]

Vo = {(—,,0) | « € R}. {V; = (—=1,1,0)} é base para V,, pois gera V,
(—a,a,0) = a(—1,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja U; = (1/||\||)Vi =

(=1/v/2,1/3/2,0). {U; = (—1/+/2,1/+/2,0)} & base ortonormal de V.
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(f)

Vi ={(0,0,c) | @« € R}. {V5 = (0,0,1)} é base para V;, pois gera V; ((0,0,«) =
«(0,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Wy = (1/||V4]]|)Va = (0,0,1). {Wy = (0,0,1)}
€ base ortonormal de V.

Vy = {(a,,0) | @ € R} {V3 = (1,1,0)} é base para Vy, pois gera V; ((a, ,0) =
a(1,1,0)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja W5 = (1/||Vs|[)Vs = (1/3/2,1/1/2,0). {W5 =
(1/v/2,1/4/2,0)} é base ortonormal de V.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo orto-

gonais (Proposicéo 4.10 na pagina 352). Portanto, {1V, W5, W3} € uma base ortonormal
de autovetores de A.

~1/vV2 0 1/V2 00 0
P = 1/v/2 0 1/V2 e D=|010
0 1 0 00 2

>> A=[2,1,1;1,2,1;1,1,2];

>>
>> B=A-x¥eye(3) escalona(B1)

S 1, 1, 1

[ 1, 2-x, 1] [O: O: 0]

>[> ;;detil’%)Q_X] >> B4=subst(B,x,4)
p =4-9%x+6%x"2-X"3 E_f _;’ ﬂ

>> solve(p) [ 1’ 1’ 9]

(4] [1]1[1] ’ ’

>> Bi=subs(B,x,1) >> escalona(B4)
1, 1, 1] [1, 0, -1]

1. 1. 1] [0, 1, -1]

[1, 1, 1] [0, 0, 0
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Vi = {(—a - B,a,8) | o, € R}, {V; = (-1,1,0),V, = (—1,0,1)} é base
para Vi, pois gera Vo ((—a — 5,a,0) = a(—1,1,0) + 3(—1,0,1)) e & L.I.(um ve-
tor ndo & midltiplo escalar do outro). Sejam W; = Vi, Wy = V, — projy, Vo =
Va—(=1/2,1/2,0) = (=1/2,-1/2,1). Sejam Uy = (1/||W1|)W; = (=1/v/2,1/v/2,0)

e Uy = (1/|[[Wa|)W2 = (=7, — . 5). {U,Us} & base ortonormal de V.

Vy ={(o,,«0) | @ € R} {V3 = (1,1,1)} é base para V, pois gera V, (o, v, ) =
a(1,1,1)) e um vetor ndo nulo & L.I. Seja Us = (1/||V5|[)Vs = (1/v/3,1/v/3,1//3).
{Us = (1/+/3,1/4/3,1//3)} é base ortonormal de V,. Como a matriz A & simétrica, au-
tovetores associados a autovalores diferentes séo ortogonais (Proposicéo 4.10 na pagina
352). Portanto, {Uy, Us, Us} € uma base ortonormal de autovetores de A.

—V2/2 —V6/6 V3/3
P=| v2/2 —V6/6 v3/3 e D
0 +6/3 V3/3

1
0
0

o = O
- O O

(@) >> A=[1,2,0,0;2,1,0,0;0,0,1,2;0,0,2,1];
>> B=A-x*eye(4)
[1-x, 2, 0, 0]

[ 2, 1-x, 0, 0]
[ O, 0, 1-x, 2]
[ O, 0, 2, 1-x]
>> p=det (B)

p =9+12%x-2%x"2-4%x"3+x"4
>> solve(p)
(-11(-11C 3][ 3]
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>> Bml=subs(B,x,-1) >> B3=subs(B,x,3)
[2, 2, 0, 0] -2, 2, 0, 0]
[2, 2, 0, 0] [2, -2, 0, 0]
[0, 0, 2, 2] (o, 0, -2, 2]
[0, 0, 2, 2] [0, 0, 2, -2]
>> escalona(Bml) >> escalona(B3)
[1, 1, 0, O] [1, -1, 0, o0l
[0, o, 1, 1] [0, 0, 1, -1]
(0, 0, 0, 0] (0, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]

V'71 = {(_Oéaaa _Baﬁ) ‘ Oé,ﬁ € R} {Vl = (—1,1,0,0),‘/2 = (0707_171)} é base
para V_y, pois gera V_; ((—a, o, —f3,3) = a(—1,1,0,0) + 3(0,0,—1,1)) e & L.L.(um
vetor ndo & mdltiplo escalar do outro). Sejam Wy = Vi, Wy = V3 — projy, Vo = Vo —
0 = Vu. Sejam U; = (1/||[Wy]|)W; = (—1/\/5, 1/\/5,0,0) e Uy = (1/||Ws]|)Wy =
(0,0, —1/v/2,1/4/2). {U;, U,} & base ortonormal de V_;.

Vs = {(o,, 5,08) | o, 8 € R} {V3 = (1,1,0,0),V, = (0,0,1,1)} é base para V3,
poisgeraV_; ((o, 0, 3, 3) = «(1,1,0,0) + (0,0, 1,1)) e & L.I.(um vetor ndo & multiplo
escalar do outro). Sejam W3 = V3, Wy = V) — projy, Vi = V4 — 0 = V4. Sejam
Us = (1/]|Ws]|)Ws = (1/v/2,1/3/2,0,0) e Uy = (1/[|[Wa][)Wy = (0,0,1/v/2,1/V2).
{U1,Us} € base ortonormal de V3. Como a matriz A é simétrica, autovetores associa-
dos a autovalores diferentes sao ortogonais (Proposicao 4.10 na pagina 352). Portanto,
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{U1,Us, Us, Uy} € uma base ortonormal de autovetores de A.

—1/v2 0 1/v2 0 -1 000
P 1/v2 0 1/v2 0 e p_| 0 -100
B 0 —1/V2 0 1/v2 | 0 030
0 1/V2 0 1/V2 0 00 3
(h) >> A=[0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,1;0,0,1,0]; >> BO=subs (B, x,0)

>> B=A-x*eye(4) (0, 0, 0, 0]
[-x, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]
[0, -x, 0, 0] [0, 0, 0, 1]
[0, 0, -x, 1] [0, 0, 1, 0]

Lo, 0, 1, -x] >> escalona(B0)
>> p=det (B) [0, 0, 1, 0]
p =x"2%(x"2-1) [0, 0, 0, 1]
>> solve(p) [0, 0, 0, O]
(olCfoll 11[-1] (0, 0, 0, 0]
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>> Bil= B 1
>> Bml=subs(B,x,-1) subs(B,x,1)

(1, 0,0, 0] ?i1_ 0, 0, 0]
[0, 1, 0, ol [ 0, —1’ o’ 0]
[0, 0, 1, 1] [ o’ o’ _1’ 1]
[0, 0, 1, 1] [ o’ o’ 1’ -1]
>> escalona(Bm1) s ;scaionaEBl)
L1, 0,0, 0] [1, 0, 0, O]
[0, 1, 0, 0] [o’ 1’ o, 0]
[0, 0, 1, 1] [o’ o’ 1’ 1]
[0, 0, 0, 0] [o: o: o’ o]

Vo = {(a,3,0,0) | o, 8 € R}. {V} = (1,0,0,0),V, = (0,1,0,0)} é base para V,
pois gera V_; ((a, 3,0,0) = «(1,0,0,0) + 3(0,1,0,0)) e & L.I.(um vetor ndo & multiplo
escalar do outro). Claramente V; - V5, = 0 e possuem normaigual a 1. Sejam U; = V; e
Uy = V,. {Uy, Uy} € base ortonormal de V.

Vi = {(0,0, -, ) | «
(0,0, —a,a) = (0,0, —
(0,0, -1/v/2,1/3/2). {Us

R}. {V3 = (0,0,—1,1)} é base para V;, pois gera V;
1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Us = (1/||V3]|)Vs =
(0,0,—1/+/2,1/1/2)} & base ortonormal de V.

I = m

Vo, = {(0,0,0,c0) | @« € R}y {Vy = (0,0,1,1)} é base para V_;, pois gera
V_1 ((0,0,cr,c) = «(0,0,1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja Uy = (1/||V4]|)Vy =
(0,0,1/v2,1/3/2). {Uy = (0,0,1/v/2,1/+/2)} & base ortonormal de V_;. Como a
matriz A €& simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais
(Proposicéo 4.10 na pagina 352). Portanto, {U;, Uy, Us, U,} € uma base ortonormal de
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autovetores de A.

10 0 0
p_|01 0 0
00 —1/vV2 1/V2

00 1/vV2 1/V2

4.3. Aplicacao ao Estudo de Conicas (pagina 380)

4.3.1. >> A=[9,-2;-2,6]; K=[-10,-20];
>> syms x y; X=[x;y];
>> expr=simplify(X.’*A*X+K*X-5)

922 —4ay+6y> —10x — 20y — 5
>> [P,D]=diagonal (A)

p_ V5/5 —2v5/5
[ 2vB/5 VB/5

D=[5, 0]

[0,10]
>> syms x1 y1; Xi=[x1;y1];
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

5212+ 1012 — 105z — 5

o O OO

o O OO

o= OO
_— o O O
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>> syms x2 y2; X2=[x2;y2]; X0=[5"(1/2);0];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

519% — 30 + 10 yo?
>> expr=expr/30

297 /6 + 2% /3 — 1

>> elipse(sqrt(6),sqrt(3),P,X0)
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y
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4.3.2. >> A=[3,-4;-4,-12];
>> K=[-30,-64];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X)

322 —8axy —12y?> — 302 — 64y
>> [P,D]=diagonal (A)

[ V71T 41717
| avaT/ir 1T/

D=[-13,0]
[ 0,4]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—13 212 + 4y, ? — 286172, /17 + 56 /17y, /17

>> X0=[-286/(2x13*17"(1/2)) ;-56/(2*4x17"(1/2))]
[-11%17°(1/2)/17]

[- 7%17°(1/2)/17]

>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

P

—13 292 + 81 + 4152
>> expr=expr/81
—g w1+ gy’

>> hiperbx(9/sqrt(13),9/2,P,X0)
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8
yA
s
ar X
2ty
0
X
—th
4 \
6
-8
-8 -6 4 2 0 2 4 6 8
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4.3.3. >> A=[2,-2;-2,-1];
>> K=[-4,-8];
>> expr=simplify (X.’*xA*xX+K*X+14)

222 —4ay —y? —4r—8y+ 14

>> [P,D]=diagonal (A)

b [ VB/5 255
| 2v5/5  1v/5/5
D =[-2, 0]
[ 0, 3]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
222+ 32 — 45, + 14

>> X0=[-57(1/2);0];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—219% 4 24 + 3 y,°
>> expr=expr/24
212+ g2 8+ 1

>> hiperbx(sqrt(12),sqrt(8),P,X0)
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4.3.4. >> A=[21,3;3,13];
>> K=[-114,34];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X+73)

2122 4+ 62y +13y? — 1140 + 34y + 73
>> [P,D]=diagonal (A)

P 3v/10/10 —14/10/10
| 1/10/10  34/10/10

D=[22, 0]
[ 0,12]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

22217 + 121> — 22 /102, + 12 /10y, + 73

>> X0=[154%10"(1/2)/(5%x2%22) ; -108%10~ (1/2) / (5%x2%12)] ;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

22192 — 132 + 12352
>> expr=expr/132
122 /6 + 22 /11 — 1

>> elipse(sqrt(6),sqrt(11),P,X0)
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4.35. >> A=[4,-10;-10,25];
>> K=[-15,-6];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X)

422 —20xy + 259> — 152 — 6y
>> [P,D]=diagonal (A)

p_ V29 —2/29
L 5V29 V29

D =[0, 0]
[0, 29]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)
29 y12 -3 A 291’1
>> expr=expr/29

?J12 - 2% \/2_9$1

>> parabx(3/(4*sqrt(29)),P)
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Y y A
151
ir X
05
0
X
-05r
b
-15r
2 .
-1 0.5 0 0.5 1 15 2 25 3
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4.3.6. >> A=[9,3;3,1]; K=[-10%x10"(1/2),10%10"(1/2)];
>> expr=simplify(X.’*A*xX+K*X+90)

922 + 62y + y> — 1010z + 10 10y + 90
>> [P,D]=diagonal (A)

[ 3V/10/10 —+/10/10

P= V10/10  33/10/10
D =[10, 0]

[ 0, 0]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

10212 — 202, + 40y, + 90

>> X0=[154%10"(1/2)/(5%2*22) ;-108*x10"(1/2)/ (5x2x12)];
>> expr=subst (expr,x1,x2+1)

10 292 + 80 + 401,

>> expr=subst (expr,yl,y2-2)
10 292 + 40 5

>> expr=expr/10

T9% 4+ 4y,

>> paraby(-1,P,[1;-2])
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4 v A
2 y
0 el

Y

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



562 Respostas dos Exercicios

4.3.7. >> A=[5,-3;-3,5];
>> K=[-30%(2)"(1/2),18%(2)"(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X+82)

522 —6zy + 5y2 — 302z + 18 v2y + 82
>> [P,D]=diagonal (A)
o[

V2/2 V2/2

D =[2, 0]
(0, 8]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

2x12+8y12 - 121‘1 +48y1 + 82

>> X0=[3;-3];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2]322 —8+8y22
>> expr=expr/8
29® /4 — 14 yp°

>> elipse(2,1,P,X0)
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4.3.8. >> A=[5,6;6,0];
>> K=[-12%(13)"(1/2),0];
>> expr=simplify(X.’*A*xX+K*X-36)

522+ 12xy — 12132 — 36
>> [P,D]=diagonal (A)

b 2/V13  3/V13
_[—WE 2N1‘3]

D =[-4, 0]
[ 0, 9]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

—4£12+9y12 — 241’1 — 36y1 — 36

>> X0=[-3;2];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—4 292 — 36 + 9 yp?
>> expr=expr/36
—2? /9 — 1+ 1,7 /4

>> hiperby(2,3,P,X0)
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4.3.9. >> A=[6,-2;-2,9];
>> K=[-4%5"(1/2),-18*5"(1/2)];
>> expr=simplify(X.’*A*xX+K*X-5)

6x2—4my+9y2—4\/5x—18\/5y—5
>> [P,D]=diagonal (A)
p_ | VB —UVE
| 1vE 25

D =[5, 0]
[0, 10]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

5x12+10y12 —26ZL’1 —32y1 -5

>> X0=[26/10;32/20];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

59> — 22 +10y,°

>> expr=expr*5/322
25 .2 25, 2
s 2" — 1+ 5700

>> elipse(sqrt(322)/5,sqrt(161)/5,P,X0)
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4.3.10. >> A=[1,3"(1/2);3°(1/2),-1];
>> K=[6,0];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X)

xQ%—Qxyvgﬁ—y2+—6x

>> [P,D]=diagonal (A)

» V3/2 —1/2
12 VB2

D =[ 2, 0]
[ 0,-2]
>> expr=subst (expr,X,PxX1)

2112 = 2y,2 + 33z, — 3y,

>> X0=[-3+3"(1/2)/4;-3/41;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

21’22 —9/4—2y22

>> expr=expr*4/9

8

2 8. 2
g Ta" — 1 =5y

>> hiperbx(3/sqrt(8),3/sqrt(8),P,X0)
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4.3.11. >> A=[8,-8;-8,8];
>> K=[33%2"(1/2),-31*%2"(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X+70)

8x2 — 16 xy 4+ 8y + 332z — 312y + 70
>> [P,D]=diagonal (A)

V2/2 —V2/2
iy

D =[0, O]
[0, 16]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

161,12 + 22 — 64y, + 70

>> expr=subst (expr,yl,y2+2)
16 y22 +6+2x;

>> expr=subst (expr,x1,x2-3)
16 y2* + 2 29

>> expr=expr/16

Yo? + x9/8

>> parabx(-1/32,P, [-3;2])

Algebra Linear e Aplicacdes Marco 2006



Capitulo 4. Diagonalizacao 571

x

Marco 2006 Reginaldo J. Santos



572 Respostas dos Exercicios

4.3.12. >> A=[1,-3;-3,-7];
>> K=[10,2];
>> expr=simplify (X.’*A*xX+K*X+9)

22 —6ay —Ty? +10x+2y+9
>> [P,D]=diagonal (A)
b 1/v/10 —3//10

a 3/V/10 1/4/10

D =[-8, 0]
[ 0, 2]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

=812 4 2y% + £V10z; — 2 V10y, +9

>> X0=[1/10"(1/2);7/10"(1/2)]1;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—83322 + 2y22
>> hiperby(4,1,P,X0,’d’)

12

Esta & uma conica degenerada. A equagdo representa as duas retas y”?> = 4a"?, ou ¢y =

+22".
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Respostas dos Exercicios

4.4. Forma Candnica de Jordan (pagina 419)

4.4.1. As matrizes dos itens (a) e (b) estao na forma canotnica de Jordan.

4.4.2. (a) O polindmio caracteristico de A é claramente p(\) = —(\ — 2)%(\ + 1)3. Assim, os

autovalores da matriz sdo Ay = 2e Ay = —1.
>> A=[2,5,0,0,0;0,2,0,0,0;0,0,-1,0,-1;

0,0,0,-1,0;0,0,0,0,-1]; A=sym(A);
>> N21=null (A-2*eye(5))

N21 = -1
0
0
0
0
>> N22=null ((A-2xeye(5))~2)
N22 =1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
>> P1=[(A-2*eye(5))*N22(:,2) ,N22(:,2)]
P1 =5 0
0 1
0 0
0 0
0 0

Algebra Linear e Aplicacdes
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>> Nm11=null(A+eye(5))

Nmi11 =0 0
0 0
-1 0
0 1
0 0
>> Nm12=null((A+eye(5))"2)
Nm12 =0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
>> P2=[(A+eye(5))*Nm12(:,3) ,Nm12(:,3)]
P2 =0 0
0 0
-1 0
0 0
0 1

>> P3=Nm11(:,2);
>> P=[P1,P2,P3]

P= 56 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 -1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
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>> inv(P)*AxP

ans =2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 -1 1 0
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 -1

(b) O polindmio caracteristico de A é claramente p(\) = (A — 2)°(\ + 1). Assim, os autova-
lores da matrizsao \; = 2e \y = —1.

>> A=[2,0,0,0,0,0;1,2,0,0,0,0;
-1,0,2,0,0,0;0,1,0,2,0,0;
1,1,1,1,2,0;0,0,0,0,1,-1]; A=sym(A);
>> N21=null (A-2*eye(6))

N21 =[ 0, O]

[ 0, 0]
[ o, -1]
[ o, 1]
[ 3, 0]
[ 1, 0]

>> N22=null ((A-2*eye(6))"2)
N22 =[ 0, 0, 0]

[ 0, 0, 0]
[ -9, -1, 3]
[ 0, 1, O]
[ o, 0, 1]
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[ 1, 0, 0]

>> N23=null((A-2xeye(6))~3)

[ 0, 0, 0, 0]

[ -3/2, -27/2, -3/2, 9/2]

[ 0, 0, 1, 0]

[ 1, 0, 0, 0]

[ 0, 0, 0, 1]

[ 0, 1, 0, 0]

>> N24=null ((A-2xeye(6))~4)

N24 =[ 1, 0, 0, 0, 0]
[ -5/3, 9/2, -27/2, -3/2, -3/2]
[ 0, 0, 0, 0, 1]
[ 0, 0, 0, 1, 0]
[ 0, 1, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 1, 0, 0]

>> (A-2%eye(6)) "3*N24

[ o, o0, O, 0, O]
[ o, o0, o0, 0, 0]
[ o, o0, o0, 0, 0]
[ o, 0, 0, 0, O]
[ 1, o0, o0, 0, 0]

[ 1/3, 0, 0, 0, 0]

>> P1=[(A-2%eye(6)) "3*N24(:,1),
(A-2xeye(6)) "2%N24(:,1),
(A-2xeye(6))*N24(:,1),N24(:,1)]
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P1 =[ 0, 0, 0, 1]
[ 0, 0, 1, -5/3]
[ 0, 0, -1, 0]
[ 0, 1, -5/3, 0]
[ 1, -5/3, -2/3, 0]
[ 1/3, -2/3, 0, 0]

Como a dimensédo de N(A — 21¢) € igual a 2, a dimenséo de K, éigualabe P, tem 4
colunas, devemos encontrar apenas mais um ciclo de comprimento igual a 1.

>> P2=N21(:,2);
>> Nm11=null(A+eye(6))

Nmi1 =[ 0]
[ 0]
[ 0]
[ 0]
[ 0]
[ 1]
>> P=[P1,P2,Nm11]
P =[ 0, 0, 0, 1, 0, 0]
[ 0, 0, 1, -5/3, 0, 0]
[ 0, 0, -1, 0, -1, 0]
[ 0, 1, -5/3, 0, 1, 0]
[ 1, -5/3, -2/3, 0, 0, 0]
[ 1/3, -2/3, 0, 0, 0, 1]

>> inv(P) *xA*P
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e

-

b

O O O O N+

>

-

b

O OO N = O

b

-

-

2

O O N+~ OO

J

0]
0]
0]
0]
0]
-1]

(c) O polindmio caracteristico de A é claramente p(\) = (A + 1)°(\ + 4). Assim, os autova-

lores da matrizsao \; = —1e Ay = —4.

>> A=[-1,1,-1,-3,-1,7;0,-1,1,2,3,2;
0,0,-1,0,-2,1;0,0,0,-1,1,-2;
0,0,0,0,-1,3;0,0,0,0,0,-4]; A=sym(A);
>> Nm11=null (A+eye(6))

[ 0, 1]
[ 1, O]
[ -2, 0]
[ 1, O]
[ 0, O]
[ 0, O]
>> N

[ 0, 1,
L 0, O,
(-2, 0,
[ 1, O,
[ 0, O,

0]
0]
-2]
0]
1]

m12=null ((A+eye(6))"2)
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[ O) O, O) O]
>> Nm13=null ((A+eye(6))"3)

[0, 0, 0, 0, 1]
[0, 0, 1, 0, 0]
[0, 1, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 1, 0]
[1, 0, 0, O, O]
[0, O, 0, 0, O]
>> (A+eye(6))"2+Nm13
[ 2,1, 0, 2, 0]
[0, 0, 0, 0, 0]
[ 0, 0, 0, 0, 0]
[0, O, 0, 0, O]
[ 0, 0, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 0, 0]

>> P1=[(A+teye(6)) " 2xNm13(:,1),
(A+eye(6))*Nm13(:,1) ,Nm13(:,1)]

[ 2, -1, 0]
[ 0, 3, 0]
[ 0, -2, 0]
[ o, 1, 0]
[ o, 0, 1]
[ 0, 0, O]

Como a dimensdo N(A+ Is) éigual a 2, a dimensédo de K_; éigual 5 e P, tem 3 colunas,
devemaos encontrar mais um ciclo de comprimento igual a 2. Para isso, vamos descobrir
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um vetor da base de N(A + I5)? tal que (A + Ig) aplicado a ele ndo seja mltiplo escalar

do autovetor do ciclo ja determinado.

>> rref ([(A+eye(6)) "2*¥Nm13(:,1), (A+eye(6))*Nm12])

>> P2=[(A+eye(6))*Nm12(:,4) ,Nm12(:,4)]

0,

b
b

0
0,
0
0

3

0,

1/2,

>
J
3

b

O O O O O

3

[ 1, -1/2,
[ 0, 0,
[ 0, 0,
[ 0, 0,
[ 0, 0,
[ 0, 0,
[ 1, 0]

[ 1, 0]

[ -2, -2]

[ 1, 0]

[ 0, 1]

[ 0, O]

>> Nm41=null (A+4xeye(6))
[ -2]

[ o]

[ -1]

[ 1]

[ -1]

[ 1]

>> P=[P1,P2,Nm41]
[ 2,-1, 0, 1,

0, -2]

0]
1]
0]
0]
0]
0]
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0, -2, -2, -1]

[ o, -2,

>> inv(P)*AxP

[ o, -1,

(d) O polinémio caracteristico de A é claramente p(\) = (A — 1)7(\ — 3). Assim, os autova-

lores da matrizsao \; = 1 e \y = 3.

>> A=[1,1,0,0,-1,0,4,0;
0,1,1,-1,-1,-3,3,-4;

0,0,1,0,1,1,-2,1;
0,0,0,1,1,1,-4,-5;
0,0,0,0,1,0,-1,-5;
0,0,0,0,0,1,1,-1;
0,0,0,0,0,0,1,-2;

sym(A) ;

0,0,0,0,0,0,0,3];A

>> N1i=null(A-eye(8))
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0, -1]

null((A-eye(8))"2)

>> N12

>> N13=null((A-eye(8))~3)

[0, 0, 0,1, 0, 0, 0]
(o, 1, 0, 0, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 0, 0, 1, 0]
[0, 0, 0, 0, 1, 0, 0]
[1, 0, 0, 0, 0, 0, O]
[0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]
[0, 0,1, 0, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 0, 0, 0, O]
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>> (A-eye(8))"2%N13

-1, O,
L o, O,
[ 0, O,
[ 0, O,
L 0, O,
L 0, O,
L o, O,
[ 0, O,

>> P1=[(A-eye(8)) "2xN13(:,1),...

0, -1,
0, O,
0, O,
0, O,
0, O,
0, O,
0, O,
0, O,

-3]
0]
0]
0]
0]
0]
0]
0]

(A-eye(8))*N13(:,1),N13(:,1)]

(-1, -1,
L o0, -1,

L B e B e T s B e W s |
O O O O O O
O OO O - -

0]
0]
0]
0]
1]
0]
0]
0]

O proximo bloco ndo pode ser iniciado por nenhuma coluna de N13, pois (A — Ig)? multi-
plicado pelas colunas de N13 sdo L.D. com a primeira coluna de P1.

>> (A-eye(8))*N12

(-1, O,
[ o, O,

0,
0,

1,
0,

0,

4]

0, -1]
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[ 1
[ 1
[ o,
[ O
[ O
[

>> P2=[(A-eye(8))*N12(:,1),N12(:,1)]

(-1,
L

D

>

3

3

3

O O O O O

>

0,

0]
0]
1]
0]
1]
0]
0]
0]

b

b

3

b

O O O O O

b

0,

-

b

3

O O O O O

>

0,

3

b

O O O - =

b

0,

-2]
-4]
-1]
1]
0]
0]

Precisamos saber quais colunas de N12 geram ciclos que sédo L.l. com os ciclos P1 e P2.

Para isso basta que os (ltimos vetores dos ciclos sejam L.1.

>> rref ([P1(:,1),P2

L B e B e T s W s M |
O O O O O

0,

>
3
3

3

O O O O+

3

b

b

O O O O~ O

-

)

0,
0,
0,
0,
0,
0

b

b

b

(

0, -1, -1,
0, 0, 1,
0, 0, O,
0, 0, O,
0, 0, O,
0, 0, 0

b

:,1), (A-eye(8))*N12])

0]
0]
1]
0]
0]
0]
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0,
0,

O,
0,
>> P3=[(A-eye(8))*N12(:,6) ,N12(:,6)]

0,
0,

0,
0,

>> N31=null (A-3*eye(8))

>> P=[P1,P2,P3,N31]

586
L 0, O,
L 0, O,
[ 4, O]
[ -1, O]
[ -2, -4]
[ -4, 0]
[ -1, 0]
[ 1, O]
[ 0, 1]
[ 0, 0]
[ 1]
[ o]
[ o]
[ 2]
[ 2]
[ 1]
[ 1]
[ -1]
-1, -1,
L o0, -1,
L o0, 1,
[ 0, 1,

0, -1,
0, O
0, 1
0, 1

0,
0,

0]
0]

1]
0]
0]
2]
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>> inv(P)*A*xP

[1, 1, 0, 0, O, 0, 0, 0]
[o, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0]
(o, 0, 1, 0, 0, 0, 0, O]
[0, 0, 0,1, 1, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 0,1, 0, 0, 0]

L0, 0,0,0,0,1, 1, 0]

(o, 0,0,0,0,0,1, 0]

(o, 0, 0, 0, O, O, O, 3]
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