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Resumo.

Este é um livro-texto de célculo diferencial e integral em uma varidvel
real, abordando toda a teoria acerca de limites, derivadas e integrais de
funcoes reais, com demonstragdes e intuicao de resultados. A obra tam-
bém totaliza 150 exercicios selecionados entre os mais instrutivos presen-
tes nas principais bibliografias de célculo e andlise matematica utilizadas
em todo o mundo. Todas as questdes possuem gabarito e resolucdo deta-
lhada no final do livro. O livro também conta com dezenas de exemplos
ao longo dos capitulos para auxiliar o aluno no seu processo de aprendi-
zagem, além de animacdes que ajudam na visualiza¢do dos conceitos e
na fixacao do que estd sendo estudado (as animacdes podem ser visuali-
zadas escaneando o QR Code respectivo e devidamente destacado). Ha
ainda quatro apéndices com contetidos de matematica para apoio do es-
tudante.
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Prefacio

Resolver questdes é a parte mais importante do processo de aprendiza-
gem. Exige que vocé pense no contetido que leu na bibliografia, desen-
volva ideias que conduzam até a solucdo dos problemas, reflita e inter-
prete a respeito dos resultados, questione se fazem sentido, entre outros
processos ativos. Essas etapas sdo responsdveis por fixar na sua memoria
o contetido lido, porque fornecem significado ao que se ¢, forcam a cri-
acdo e recombinacdo de caminhos neurais para o desenvolvimento das
novas ideias. Contudo, resolver questdes leva tempo e o nosso tempo é
finito, nosso mais valioso e escasso recurso. Isso significa que precisamos
escolher muito bem quais e quantas questdes vamos resolver, para utili-
zar o nosso tempo da forma mais eficaz o possivel. Acontece que quando
estamos estudando os assuntos pela primeira vez, ainda nao temos ex-
periéncia o suficiente para realizar esse filtro corretamente. Além disso,
é comum que estudantes de matemadtica se queixem da abstragao envol-
vidanateoria. Recursos didaticos como ilustracdes, animacoes e uma lin-
guagem fluida, convidativa mas sem perder rigor, sdo escassos na maior
parte da literatura. Esses fatores dificultam o processo de aprendizagem
e desestimulam os estudantes.

Tendo em vista essas falhas e auséncia de boa solucao na literatura,
escrevi este livro, com o intuito de resolvé-las a minha maneira. Selecio-
nei minuciosamente as 150 questées de Cédlculo Diferencial e Integral em
uma variavel real mais instrutivas que consegui encontrar consultando
diversas bibliografias. Por “instrutivas”, entenda que se tratam de ques-
toes que vao explorar o maximo possivel do contetido, uma gama de ha-
bilidades e técnicas tteis que estimulardo sua criatividade e intuicdo ma-
temadtica. Estou certo de que o estudante que se propor a resolver todas
as questoes presentes nesse livro possa se convencer que possui uma for-
macdo adequada em Célculo Diferencial e Integral em uma variavel real
e estard apto a resolver qualquer exame que aborde este contetido. Todos
os capitulos contam com teoria completa e detalhada, demonstracoes,
ilustracdes e animacdes de apoio. Sugiro que leia todos os apéndices para
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um melhor proveito da obra. Bons estudos! Precisando de alguma ajuda
ou tendo alguma sugestdo de melhoria no material, me contate no Insta-
gram (@vhslins) ou envie um email em vhslins@gmail.com.

Como usar este livro e o que esperar dele?

O objetivo dessa obra é servir como uma fonte confidvel de teoria e ques-
toes, autocontida e suficiente para o seu aprendizado no Célculo I, com
linguagem leve mas sem perder rigor. A maioria das questdes que estdo
nesse livro ndo sdo faceis, algumas podem te custar boas horas e outras
talvez dias — mas te garanto que serdo todas muito instrutivas. Gostaria
de te pedir para ndo olhar as resolucdes antes de ter tentado bastante.
Por “bastante” entenda pelo menos algumas horas, com alguns dias de in-
tervalo, depois de procurar rever a teoria, assistir videos, conversar com
amigos a respeito, tirar diividas com professor... se mesmo assim a reso-
lucdo nio sair, sinta-se a vontade para falar “eu desisto” e ver as minhas
resolucoes. Essa é a melhor forma de passar pelo processo de aprendiza-
gem em matemadtica, sem estar se enganando.

Digo isso porque é muito simples ver uma resolucdo e acompanhar o
que estd escrito ali. Vocé diz: “ah, faz muito sentido essa resolucado, agora
eu entendi o assunto”. Nao é tao simples assim. Se vocé estiver minima-
mente contextualizado com o assunto e for dotado de um cérebro, a parte
mais ficil é conseguir acompanhar uma resolucao bem redigida e enxer-
gar sentido nela. Outra coisa completamente diferente é estar com o seu
cérebro treinado na tentativa e erro, procurado vérios caminhos de resol-
ver e falhado, criado repertério e experiéncia. Consegue ver como essas
duas coisas sdo brutalmente distintas? E por isso que vocé nao pode ficar
viciado em ver resolugdes. Embora esta obra tenha as resolucées para to-
das as questées, elas devem ser o seu tltimo recurso. Confira o gabarito,
na pagina de gabaritos, quando quiser ver se vocé fez certo. As paginas
de resolucdo s6 devem ser utilizadas quando vocé disser “eu desisto”. Eu
também recomendo olhar a resolu¢do de uma questdo que vocé acertou,
porque a minha forma de resolver pode ter sido diferente da sua.
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Limites

“A natureza estd escrita em linguagem matemdtica.”

— GALILEU GALILEI

1.1 W O formalismo €/0 para definicao de limites

Limites sdo operacdes matematicas que investigam o comportamento de
func¢des em torno de pontos especificos, tendéncias. Sao fundamentais
no célculo e na andlise matematica, pois sao eles que constroem os con-
ceitos de derivada e de integral de Riemann.

Seja f(x) uma funcado definida em um intervalo aberto em torno
de p, exceto possivelmente em p mesmo. Dizemos que o limite de
f(x) quando x se aproxima de p € L, e escrtevemos

lim f(x)=1L,

X—=p

se, para qualquer € > 0, existir um 6 > 0 tal que, para todo x,

0<|x—pl<déd = |f(x)—L|<e.

Na prética, pense que o € escolhido caracteriza uma vizinhanca em
torno do ponto L — o “tamanho” dessa vizinhanca € justamente o €. Se
pudermos mostrar que para qualquer € > 0 escolhido (ndo importa quédo
pequeno) é possivel formar uma vizinhanca em torno de p, determinando
um tamanho 6 para ela, de tal forma que quando fazemos x percorrer
essa vizinhanca em torno de p a funcdo f(x) ainda fica dentro da vizi-
nhanca respectiva em torno de L, entdo a funcéo possui limite L em p.
Observe a figura a seguir para visualizar esse cendrio.
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Leia quantas vezes for necessario o pardgrafo anterior e se convenca
que essa é uma excelente definicdo para limite, pois considera bem as
tendéncias em torno dos pontos e “quebra” nos casos anémalos em que
temos saltos ou pontos em que a funcao diverge (vai ao infinito), efetiva-
mente indicando pontos onde o limite intuitivamente néo existe.

Uma observacao sutil: o fato de que na definicdo de limite dizemos
“[...] definida em um intervalo aberto em torno de p, exceto possivelmente
em p mesmo” e o fato de que aparece a anélise da proximidade dos pontos
se dd na forma 0 < |x — p| < 0, isto é, com |x — p| estritamente maior do
que zero (indicando que x ndo coincide com p na nossa andlise), retrata
o fato notavel de que o limite pode existir mesmo que a funcao nao esteja
definida no ponto p em questao.

A seguir, elenco as principais propriedades e regras a respeito dos limi-
tes, teoremas importantes envolvendo limites e informacées adicionais
que vocé pode precisar para resolver as questdes do capitulo.
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PROPRIEDADES DOS LIMITES

Sejam f e g funcdes, e ¢, L, e M constantes. Suponha que
lim,_,, f(x)=Lelim,_, g(x)=M, entdo:

1. O limite de uma constante é a propria constante

limc=c
xX—a

2. Olimite de um produto por uma constante é a constante ve-
zes o limite da funcao

lim[c- f(x)]=c-L

X—a
3. O limite da adigdo € a adi¢do dos limites

hm[f x)|=L+tM

4. O limite do produto é o produto dos limites

lim[£(x)- g(x)] = L- M
5. O limite do quociente é o quociente dos limites

x_)agg %, se M #0

6. O limite de uma funcao elevada a um expoente racional é a
poténcia do limite

lim[f(x)]P/9 =LP/9, se L/ éreale com p,q €Z
X—a

7. O limite de uma raiz é a raiz do limite

lim y/ f(x)= V'L, imposto que L >0 quando 7 é par.
X—a
8. Em uma composicdo de fungées, o limite vai a mais interna

lim (g(x)) = f(lim g(x)) = (M)

Xx—a
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Demonstragdo. Paracada propriedade, usaremos a definicao de li-
mite.

1. Limite de uma constante: Seja ¢ uma constante. Para qual-
quer € > 0, note que [c — c| = 0 < ¢, independentemente do
valor de x ou de sua proximidade a a. Logo, lim,_,, c = c.

2. Limite do produto por uma constante: Dado lim,_,, f(x) =
L, queremos mostrar que lim,_,,[c - f(x)]=c - L. Seja € > 0.
Como lim,_,, f(x)= L, existe 6 >0 tal que,se 0 < [x —a| <0,
entdo |f(x)—L|< |67| para c # 0. Logo,

|C'f(x)—C'L|=|C|-|f(X)—LI<ICI-li—|=e.

Assim, lim,_,,[c- f(x)]=c L.

3. Limite da adicdo: Queremos mostrar que lim,_,[f(x) *
g(x)] = L+ M. Sejae > 0. Como lim, ,, f(x) = L e
lim,_,, g(x)= M, existem 0; >0 e 0, > 0 tais que | f(x)—L| <
$elg(x)—M| < § quando 0 <|x—a| < § =min(d,, d,). Entdo,

£+~ (L £ M) < If(0)—LI+|glx)—M| <5 +5 =€.

Portanto, lim,_,,[f(x) £ g(x)]=L+ M.

Usando técnicas similares e manipulacdes, podemos mostrar os
demais pela definicado — espero que a essa altura vocé tenha conse-
guido a intui¢cdo da coisa. Sao escolhas convenientes de 6’s a partir
de €’s dados. O

1.2 W Limites laterais

Quando definimos os limites, utilizamos os médulos para expressar dis-
tancias, mas isso significa que realizamos a andlise nos aproximando de
um ponto p por numeros maiores do que p e também menores do que p,
ja que a distancia é simétrica. Porém, em alguns casos, estamos interessa-
dos em avaliar o comportamento das fun¢ées quando nos aproximamos

licensed to ANTONIO R S S|l VA - e52h849n@anonaddyv me - HP2839900606



de determinados pontos exclusivamente pela direita ou exclusivamente
pela esquerda, o que motiva a defini¢do de limites laterais. Como vocé ja
teve que enfrentar a definicdo rigorosa de limite no inicio desse capitulo,
vou poupé-lo do preciosismo de fazer a mesma coisa aqui para limites la-
terais, mas a essa altura vocé ja possui a intuicao correta. Para expressar
limites laterais, colocamos um indice acima do ponto de tendéncia:

lim f(x)
x—pt

que indica que estamos estudando o comportamento de f(x)quando
nos aproximamos de p por pontos maiores do que p, ou seja, a sua direita
na reta real. Jd quando escrevemos

o analogo ocorre, mas aqui estamos nos aproximando por pontos me-
nores do que p, ou seja, a sua esquerda na reta real. A principio talvez
possa parecer uma formalizacdo inttil mas, muito pelo contrario, usamos
isso para garantir que um limite sequer existe e também para verificar a
continuidade de uma funcdo em um ponto dado. Vamos explorar essas
duas coisas.

PROPOSICAO.

Seja L, = lim,_,,- f(x) e L, = lim,_,,- f(x). O limite L de f(x)
quando x se aproxima de p existird se, e somente se, L, = L, e te-
remos que

L=Ilim f(x)=L, =1L,

xX—p

Vocé pode se perguntar: “ok, eu entendo que os limites laterais preci-
sam existir e serem iguais para o limite existir e que, nesse caso, o limite
serd identicamente igual a essas limites laterais, mas em que casos isso
ndo aconteceria?”. A resposta para a sua pergunta é: sempre que a funcao
apresentar anomalias como saltos ou comportamentos opostos em seu
grafico. Observe o gréfico a seguir, da fungdo f(x)=1/x, que ilustra isso
muito bem.
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<

lim f(x)=+0c0

x—0+

A 4
=

lim f(x)=—00

Os limites laterais ndo s6 sdo distintos nesse exemplo, mas também
sdo infinitos! Aproveito o ensejo para te contar que quando existem esses
limites infinitos, dizemos que a funcéo diverge no ponto em questdo. Eles
aparecerdao sempre que ocorrer a razao de uma funcao finita e ndo-nula
no ponto por uma funcdo infinitésima (isto é, que tende a zero) conforme
nos aproximamos do ponto. Ndo s6 isso, mas também podemos avaliar
limites no infinito, no sentido de que podemos fazer x — +o00. Estudare-
mos isso em mais detalhes em breve.

1.3 W Continuidade

CONTINUIDADE

Dizemos que uma fungao f(x) é continua em um ponto p quando
ela “continua a ser o que €” em uma vizinhanca em torno de p.
Isto é, nao apresenta saltos, ndo diverge em p, estd definida em
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p e f(p)=lim,_, f(x). Quando uma funcdo f(x) é continua em
todos os pontos do seu dominio, diremos simplesmente que f é
continua.

Se qualquer uma dessas condi¢oes nao for satisfeita, ou seja, se f(x)
apresentar um salto em p, divergir em p, ndo estar definida em p ou o
limite em p ndo existir, diremos que a funcdo é descontinua em p. Fun-
¢des que apresentam saltos sdo as chamadas fun¢ées definidas por par-
tes: aquelas que possuem diferentes expressdes para diferentes intervalos
de seu dominio. Para analisar a continuidade nos pontos dessas funcoes
em que elas trocam de expressao, precisamos calcular os limites laterais.

EXEMPLO 1
Considere a funcao f(x)dada por:
x2, x<0
20 =

f {x -+ 1555l
Para verificar a continuidade em x =0, calculamos os limites late-
rais:

lim KR mc—0

x—0— x—0-

Tim f(x)= lim (x+1)=1

Como lim,_,y- f(x) # lim,_ f(x), dizemos que f(x) é desconti-

nuaem x =0.

Vocé deve ter lido.vérias vezes a expressao “a fungao apresenta salto
em p” mas ainda nao visualizou-o que quero dizer por “salto”. Observe a
figura a seguir para entender esse tipo de descontinuidade, a respeito da
funcdo g(x) definida por casos:

(x) 0, 0<sx<1
X)=
& 1, x=1

Note que no ponto x =1 hd um saltode y =1 para y = 2. Assim, podemos
dizer que g(x) é descontinua em x =1.
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Pensando no exemplo que vimos anteriormente, poderiamos dizer
que a funcdo f(x)=1/x é descontinua em x = 0, porque diverge nesse
ponto e também o limite ndo existe nele. Além disso, eu enfatizo uma
caracteristica importante que acabamos de ver na definicdo de continui-
dade:

Uma funcgao f(x) é continua em p se, e somente se, vale

f(p)= lim f(x)

Isso € particularmente ttil para calcular o limite de funcoes continuas —
nesses casos, basta avaliar a fun¢do no ponto em que x esta tendendo.

1.4 H Teorema de Bolzano e Valor Intermediario

Vamos agora estudar alguns teoremas muito importantes no célculo, que
auxilia na deducdo de outros resultados. Recomendo que estude os enun-
ciados e as demonstracdes com calma, caso tenha interesse em apren-
der célculo de verdade. Caso seja sua primeira vez estudando célculo,
pode deixar para analisar esses teoremas com mais calma depois. Antes
de elencar os teoremas, gostaria de relembrar os conceitos de supremo e
infimo.
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LEMBRETE DE SUPREMO E INFIMO

Seja f(x) uma funcdo definida em um conjunto A CR.

e Dizemos que M € R é o supremo de f em A (denotado por
M =sup f(x) para x € A) se:

1. f(x)< M paratodo x € A (ou seja, M é um limite supe-
rior de f em A),

2. Para qualquer ¢ > 0, existe x € A tal que f(x) > M —¢
(ou seja, M é o menor dos limites superiores).

* Dizemos que m €R é o infimo de f em A (denotado por m =
inf f(x) para x € A) se:

1. f(x)= m paratodo x € A (ou seja, m é um limite infe-
rior de f em A),

2. Para qualquer ¢ > 0, existe x € A tal que f(x) < m+e¢
(ou seja, m é o maior dos limites inferiores).

Em resumo, o supremo de f(x) em A é o menor valor que é maior ou
igual a todos os valores de f(x) em A, e o infimo é o maior valor que é
menor ou igual a todos os valores de f(x) em A. Agora sim, vamos atacar

0s teoremas.

TEOREMA DE BOLZANO

Seja f(x) uma funcao continua em um intervalo fechado [a, b]. Se
f(a) e f(b) tém sinais opostos, ou seja, f(a)- f(b) <0, entao existe
pelo menos um ponto ¢ €(a, b) tal que

Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) <0
e f(b) > 0. Como f é continua em [a, b], sabemos que ela ndo
“salta” de um valor para outro; qualquer valor intermedidrio entre
f(a)e f(b) sera assumido por f em algum ponto de [a, b]. Vamos
usar um processo de subdivisdo para encontrar um ponto onde f
seja igual a zero. Dividimos o intervalo [a, b] a0 meio, obtendo o

ponto médio m = 452
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10

e Se f(m) =0, encontramos o ponto ¢ = m tal que f(c) =0,
como desejado.

* Se f(m)#0, entdo f(m) é positivo ou negativo. Se f(m)> 0,
entdo f(a)<0e f(m)>0, indicando que f muda de sinal no
intervalo [a, m]. Neste caso, substituimos o intervalo origi-
nal [a, b] por [a, m].

e Se f(m) < 0, entdo f(m) < 0 e f(b)> 0, indicando que f
muda de sinal no intervalo [m, b]. Neste caso, substituimos
o intervalo original [a, b] por [m, b].

Repetimos esse processo de subdivisdo: a cada passo, dividimos o
intervalo atual em dois e escolhemos a metade onde f ainda muda
de sinal nas extremidades. Assim, o novo intervalo selecionado
continua contendo um ponto onde f é negativa e outro onde f é
positiva. Esse processo garante que o comprimento do intervalo
se reduz pela metade a cada passo, formando uma sequéncia de
intervalos [a,, b,] onde f(a,)<0e f(b,)> 0 para todos n.

Como o comprimento dos intervalos [a,, b,] tende a zero con-
forme n — oo, esses intervalos convergem para um tnico ponto
¢ € [a,b]. Ou seja, lim,,_,, a, = lim,_,., b, = c. Pela continui-
dade de f, o limite dos valores de f nos pontos a,, e b,, ao longo
dessa sequéncia também deve coincidir com f(c). Como f(a,) <0
e f(b,) > 0 para todos n, temos que f(c) ndo pode ser nem posi-
tiva nem negativa. Portanto, deve ser f(c) = 0, como queriamos
demonstrar.

O

TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO (TVI)

Seja f uma fungao continua em um intervalo fechado [a, b] e seja
N um valor entre f(a)e f(b). Entao, existe pelo menos um ponto
c €(a, b) tal que

flc)=N.

Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) <
N < f(b). Definimos a funcao g(x)= f(x)— N, que é continua em
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[a,b] pois f é continua. Note que g(a) = f(a)—N < 0e g(b) =
f(b)— N > 0. Pelo Teorema de Bolzano, como g(x) é continua em
[a, b] e muda de sinal entre a e b, deve existir um ponto ¢ €(a, b)
tal que

g(c)=0,

ouseja, f(c)=N. O

1.5 H Limites no infinito, limites infinitos e assintotas

Podemos estudar também os chamados limites no infinito, que nos in-
formam sobre o comportamento da funcao a medida que x — oo ou
x — —oo. Em tais casos, a funcao pode tender a um valor especifico, o
que indicaa presen¢a de uma assintota! horizontal.
Dizemos que

lim f(x)=L

lim f(x)
indica que f(x) se aproxima do valor L conforme x — oo. Para enxergar
. . ~ 2 .
isso melhor, considere a fun¢ao f(x) = 2 cujo comportamento para

tr2ae|
Xx — 00 nos revela a assintota horizontal y =2 (veja a figura a seguir).

Func¢des como a do exemplo anterior sdo chamadas de racionais: expres-
soes do tipo %, onde P e Q sdo polinémios. O comportamento de uma
funcao racional para x — oo é determinado pelos termos de maior grau

'Uma reta guia que indica tendéncia.
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em P(x) e Q(x), porque os demais vao a zero conforme x — co. Consi-
~ 2_ . . 21
dere a fungéo f(x)= 22 podemos simplificar a andlise observando

apenas os termos de maior grau no numerador e no denominador:

3x2—x+2  3x%(l—gr+3%m) 3%
m —=Ilim ——————~=
x—o00  x245 X—00 x2(1+i) x—00 x2

Assim, concluimos que a func¢ao f(x) possui uma assintota horizontal em
y = 3. Esse raciocinio pode ser aplicado a outras funcdes racionais, le-
vando em conta os graus relativos dos polinémios P(x) e Q(x). Se o grau
de P(x) é maior que o grau de Q(x), o ato de colocar os termos de maior
grau em evidéncia vai simplificar a expressao de modo que no numera-
dor vai sobrar alguma poténcia de x, e assim o limite é infinito. Quando
o grau de Q(x) for maior que o de P(x), o inverso ocorre: sobra poténcias
de x apenas no denominador, e assim o limite é zero.

Alguns limites, quando avaliados em torno de um ponto, tendem ao
infinito. Chamamos esses de “limites infinitos” e eles indicam que existe
ali naquele ponto uma assintota vertical (a funcdo “explode” para cima
ou para baixo, indicando co ou—00). H4d ainda mais um tipo de assintota,
chamada de obliqua, que ocorre quando avaliamos um limite conforme
x — o0 eafuncgao simplifica paraaforma f(x)=ax+b (que claramente
diverge, no sentido de resultar em + conforme x — £00, no entanto esse
comportamento geometricamente significa que a divergéncia ocorre ali-
nhada a uma reta obliqua). As assintotas obliquas geralmente ocorrerdao
quando avaliamos limites no infinito de funcées racionais onde P(x) tem
grau maior que Q(x) em exatamente uma unidade, situacdo na qual po-
demos dividir um polinémio pelo outro e avaliar o limite. Explicitamente,
a condigdo para existéncia de assintota obliqua é a seguinte:

lim (f(x)—(mx+b))=0 < assintotaobliqua y=mx+b (1.1)

xX—+00

EXEMPLO 2

~ 2 . z z
Mostremos que a fungdo f(x)= 5 possui uma assintota obli-

qua. Para encontra-la, dividimos o numerador pelo denominador:

x> +x+1

3 3
=x4+24+ — = f(x)=x+24+——
x—1 x—1

x—1

Observe que o termo % tende a zero quando x — co. Portanto,
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conforme x — o0, a funcéo f(x) se aproxima da reta:
y=x+2

que € a assintota procurada. A figura a seguir ilustra esta assintota.
Vocé consegue determinar alguma outra?
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ANIMAGAO: ENCONTRANDO ASSINTOTAS

Escaneie o QR code para assistir a animacao sobre a determinacao
de assintotas e eleve o seu conhecimento, visualizando melhor
esse conceito!

S ' ' Y,

1.6 B Limites trigonométricos

Visando expandir nosso conhecimento acerca de limites, vamos estudar
um teorema muito util que vai nos ajudar, em particular, na determinagao
de limites trigonomeétricos.

TEOREMA DO CONFRONTO

Sejam f, g, e h funcdes definidas em uma vizinhanca de c (ex-
ceto possivelmente em ¢ mesmo), isto é, os pontos x em que
0 <|x—c| < r para algum r > 0. Se, para todo x nessa vizinhanca
de ¢, temos

f(x)<g(x) < h(x),
ese
)lcillg flx)= }5133 h(x)=1L,

entdo, g(x) também se aproxima de L quando x se aproxima de c,
ou seja,

lim g(x)=L.

X—=C

Demonstragdo. Por hipétese, lim,_,. f(x)=1lim,_,. h(x)= L, por-
tanto para qualquer € > 0 dado, existem §; >0 e 0, > 0 tais que
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0<|x—p|<8; = L—e< f(x)<L+e (1.2)

0<|x—p|<6, = L—e<h(x)<L+e (1.3)

o que vem da prépria definicao de limite. Agora, tomando con-
venientemente 6 = min{d,0,, r}, isto € o menor entre esses trés
nameros, podemos escrever o seguinte:

0<|x—p|<6 = L—e< f(x)<g(x)<h(x)<L+e

A desigualdade f(x) < g(x) < h(x) vem da hip6tese, enquanto que
as cotas inferior e superior L —e€ e L + €, respectivamente, sdo uma
consequéncia das equacoes (1.2) e (1.3) valerem para 0; e para 6,
portanto também valem para 6 = min{d,,0,, r} (um 6 potencial-
mente menor ou igual a qualquer um dos &, ou &,). E de se es-
perar que se vale para um ¢ grande, valerd para um 6 pequeno,
certo? Quero dizer, se vocé ja garantiu que vale em todo um inter-
valo grande, restringir esse intervalo para um menor (centrado no
mesmo ponto) ndo muda a implicagdo. Portanto, concluimos que

0<{x—p|<5 — L—e<g(x)<L+e
o que significa, pela definicao, que

limg(x)=L

X—C

15
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Também conhecido como teorema do sanduiche, pois esta efetiva-
mente “sanduichando” a fun¢do do meio a partir das funcoes que a li-
mitam por cima e por baixo. Particularmente ttil para calcular uma série
de limites complicados, mas que sdo simplificados quando encurralamos
a funcao entre duas fun¢des que possuem limites simples. A seguir, gos-
taria de mostrar para vocé alguns limites particularmente tteis e impor-
tantes no célculo.

ANIMAGAO: TEOREMA DO CONFRONTO

Escaneie o QR code para assistir a animacao sobre o teorema do
confronto e eleve o seu conhecimento, visualizando melhor esse
conceito!

licensed to ANTONIO R S S|l VA - e52h849n@anonaddyv me - HP2839900606


https://www.instagram.com/reel/C7t6jC0OjtP/?igsh=MXI3Z2hnamMwOXE1NQ==

17

LIMITES TRIGONOMETRICOS FUNDAMENTAIS

. sinx . (1
lim —— = lim ¢sin| — |=1
x—0 X t—00 t

. l—cosx

lim—— =0

x—0 X

O que envolve o seno pode ser demonstrado (faca!) pelo teorema do
confronto, encurralando x entre sin x inferiormente e tan x superiormente
(interprete geometricamente, veja a figura que forneco a seguir), dividindo
todos oslados da desigualdade por sin x e depois invertendo-a, enquanto
que o do cosseno pode ser demonstrado a partir do limite fundamental
do seno.

-~
X ue)

sin x

NUMERO DE EULER

O namero e, conhecido como ntimero de Euler, é definido pelo
limite

1 n
e= lim (1 + —)
n—0oQ0 n
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Mais geralmente, podemos mostrar a partir disso que a funcao ex-
ponencial e* pode ser definida pelo limite
X\
e = lim (1 + —)
n—oo n

onde e é a base da funcao logaritmica natural e é aproximada-
mente igual a 2,71828.

Antes de vocé partir para os exercicios, gostaria de compilar aqui uma
série de informacgdes tteis, formulas e identidades que vocé pode vir a
usar na resolucao das questdes. Use como uma fonte de consulta. Caso
queira estudar esses assuntos, que compreendem o pré-célculo, vocé pode
usar a minha apostila gratuita de fundamentos matemdticos — basta me
procurar no Instagram (@vhslins).

TRIGONOMETRIA

e Funcoes Reciprocas

1
cot(x)= fan(x)
csclx) = sin(x)

1
sec(x)= cos(x)

* Identidades Pitagoricas
sin?(x)+cos?(x)=1
1 + tan?(x) = sec*(x)

1+ cot’(x) = csc®(x)

¢ Identidades de soma e diferenca de arcos

sin(x % ) =sin(x)cos(y ) % cos(x)sin(y)
cos(x EE y) = cos(x)cos(y) EE sin(x)sin(y)
tan(x) < tan(y)

tan(x + J’) 1T tan(x)tan(J’)
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¢ Identidades de arco duplo

sin(2x)=2sin(x)cos(x)

cos(2x) = cos?(x)—sin?(x)

tan(2x) =

¢ Identidades de arco metade

sin(x)+sin( y
sin(x)—sin(y)=2co

cos(x)+cos(y

sm( ) i\ 1—cos(x)

cos( ) i\ 1+ cos(x)

2tan(x)
1—tan?(x)

2

tan( )=\ T eonts)

e Formulas de Prostaférese

(v)=
(v)
(v)=
(v)

(2]

» Funcoes Trigonométricas Hiperbdlicas

cosh?

coshx =

x—sinh? x =

e‘+e *

1

. e
, sinhx =

19
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1.7 W Exercicios de limites

Questao 1. Calculo das Funcdes de uma Variavel - G. Avila (2003)
Encontre o limite a seguir, se existir.

ox2-1
im
x—1+ | x —1|

Questdo 2. Instituto de Matematica e Estatistica - USP (2010)

Calcule, caso exista, o limite a seguir.

Lo Vxe=1+4/x-1
lim —————

xol+ x—1

Questdo 3. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

. 3x+4
lim ——
X—+00 /2Xx2—5

Questao 4. Instituto de Matematica e Estatistica - USP (2010)

Encontre, caso exista, o limite abaixo.

lin(1) tan(3x)csc(6x)
X

Questao 5. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)
Determine o limite a seguir, caso exista.

csc36
im
6—0 cotd
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Questao 6. Calculus - M. Spivak (2003)

Considere o limite a seguir:
tan?) + 21
im —————
Y=o YP+p?

Determine o valor de L, caso o limite exista.

Questao 7. Calculo das Funcdes de uma Variavel - G. Avila (2003)

Encontre o limite a seguir, se existir.

x(3x +sinx)

x—00 2x2—5xsinx+1

Questdo 8. Instituto de Fisica - USP (2021)

Mostre que

. x?
lim ( —x):—l
x—+oo\ x+1

Questao 9. Instituto de Matematica e Estatistica - USP (2010)

Considere o limite no infinito a seguir:
L=lim (Vx+1—¥x)
X—00

Determine o valor de L, caso o limite exista.

Questdo 10. Instituto de Matematica e Estatistica - USP (2010)

Calcule, caso exista, o limite a seguir.

(x?—2x)sin(x?—4)

x=2 Y x2+4—v4x

lim
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Questao 11. O Céalculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Encontre o limite abaixo, se existir.

o VTV
1m

x—0 x2

Questao 12. Instituto de Matematica e Estatistica - USP (2010)

Encontre, caso exista, o limite no infinito abaixo.

lirgo\/x—i-ﬁ—ﬁ
X—

Questdo 13. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Considere o limite no infinito a seguir:

Determine o valor de L, caso o limite exista.

Questdo 14. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Calcule, caso exista, o limite a seguir.

sinx —cosx
im ——
x—n/4 l—tanx

Questdo 15. Problemas Selecionados de Calculo - V. H. S. Lins (2024)

Mostre que
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Questao 16. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Encontre, caso exista, o limite abaixo.

xhl& x[In(x +1)—In(x)]

Questdo 17. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Determine o limite abaixo, caso exista.

lim tanh(x)
X—00
onde tanh(x) = £% ¢ a tangente hiperbélica.

Questio 18. Célculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Calcule o limite seguinte, caso exista:

lim

X
x—0+ y/1—cosx

Questao 19. Calculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)
Encontre o limite abaixo, caso exista.
2arcsin x

lim
x—0 3x

Questio 20. Célculo das Fun¢ées de uma Varidvel - G. Avila (2003)

Determine o limite abaixo, caso exista, admitindo que a é uma
constante real.

. n*+(l—a)n—a
lim ——M——
noa n—a
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Questao 21. Calculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Determine o limite a seguir, caso exista.

)3 secx

lim(1+cosx

X—z

Questiao 22. Calculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Dados ¢, € R, mostre que

eax_eﬁx
x—0| sinax —sin B x

Questao 23. Calculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Encontre, caso exista, o limite abaixo.

tim 1]
N\ J

Questao 24. Instituto de Fisica - USP (2021)

Calcule, caso exista, o limite a seguir.

lim [(m—x)sin(l)

X——00 X

Este provavelmente é o mais dificil do capitulo. Tome cuidado com
os sinais e atente-se as implicagoes de x estar tendendo a —o0 em
vez de +00 Lembre-se que v x2 =|x|.
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Questao 25. Calculus - M. Spivak (2003)

Encontre o limite abaixo, caso exista.

1 3
. 2 3 .
pm = Sm(zp—l)

Atengdo: quem estd elevado ao cubo é o argumento do seno, néo o
seno em si.

Questdo 26. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Usando o teorema do confronto, ache

1
lim | (k—1)?sin ]
k=1 [( ) Vk—1

. J

Questdo 27. Instituto de Fisica - USP (2021)

Determine o limite, caso exista:

Lo Vx+1+x2-1
lim ——
x—0 X
N\ J

Questdo 28. Instituto de Fisica - USP (2021)

Encontre o limite abaixo, caso exista.

vn+l+n2—1 |
m —_—— .
Jn

sin —
n

Questiao 29. Calculus - M. Spivak (2003)

Encontre o limite abaixo, caso exista.

i ¢*(1+sin’ ¢)
9—0 (¢ +sing)?
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Questao 30. Instituto de Fisica - USP (2021)

Determine n €N tal que o limite seguinte seja finito e ndo nulo:

.osin” x(V1+x2—1)
lim

x—0 x3+ x4

Questao 31. Calculus - M. Spivak (2003)

Encontre a expressdo para o perimetro P(n) de um poligono regu-
lar inscrito em uma circunferéncia de raio r, em funcao da quan-
tidade de lados (n) do poligono. Apos isso, calcule lim,,_,, P(n) e
interprete geometricamente.

Questao 32. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

x?>—2x+3
im ————
x—00 3x24+x+1

Questao 33. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Questdo 34. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Supondo 0 < a < 1, mostre que

n
lim
n—oQo
k=1
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Questao 35. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Sejaa >0, a # 1. Mostre que
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Derivadas

“A verdadeira matemdtica deve ser justificada como arte, se é que pode ser
Jjustificada de alguma forma.”

— G. H. HARDY

2.1 H Definicao e propriedades da derivada

Derivadas sdo operacdes matemadticas que investigam como as funcdes
mudam em torno de pontos especificos, representam taxas de variacao.
Elas sao definidas a partir de um limite que descreve a inclinacao (ou co-
eficiente angular) da reta tangente ao ponto em que se avalia a derivada.
Vejamos a defini¢do rigorosa:

Seja f(x) uma funcdo real. A derivada de f em um ponto x, do seu

.. d , .
dominio, denotada por f(x,) ou d—§ |x_x , € definida como
—A0

flxo+h)— f(x)
h

se este limite existir. Tomando & = x — X, torna-se equivalente
escrever

f/(xo) = }}{%

) fim L= 10)

X=X X— Xy

Questionar a existéncia desse limite é fundamental; se o limite nao
existir, dizemos que f ndo é diferencidvel em x,. Observe que a expressao

J(x)—f(xo)

X — X
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descreve a taxa de variagdo média de f em um intervalo [x,, x] e é
identicamente igual ao coeficiente angular da reta secante que passa pe-
los pontos (xy, f(xp)) e (x, f(x)). Ao tomarmos o limite x — x,, a reta se-
cante vai se aproximando cada vez mais da reta tangente, até finalmente
se transformar nesta. Nesse limite, dizemos que f’(x,) representa a taxa
de variagdo instantdnea de f. Pensando geometricamente, a inclinacao
dareta tangente ser positiva indica que a func¢ao estd crescendo em torno
do ponto x, e se for negativa indica que a func¢éo estd decrescendo em
torno deste ponto. Observe a figura a seguir para visualizar toda essa des-
crigdo.

f(x) ¥y — flxo) = f(x)x — xo)

Afigurailustra a equacado de uma reta que passa pelo ponto (x, f(xg))
com inclinacao f’(x,) — que é a nossa reta tangente. Entdo, dada uma
curva qualquer que é grafico de funcdo y = f(x), ja temos uma forma
sistematica de obter a reta tangente a um ponto qualquer. Assim como
os limites, as derivadas possuem propriedades e regras que simplificam a
derivagdo de funcdes mais complexas. Apresento algumas das mais im-
portantes em seguida.

PROPRIEDADES DAS DERIVADAS

Sejam f e g funcoes diferencidveis e ¢ uma constante. Entdo:

1. Derivada de uma constante é zero:

d c=0
dx
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2. Derivada da soma é a soma das derivadas:

d / /

T () +8x)]=f(x)+g(x)
3. Derivada do produto por uma constante:
d /
JLlef(@=cf(x)
4. Regra do produto:
d
T (Xgll= f'(x)g(x)+ f(x)g'(x)

5. Regra do quociente:
d [f(x)] f'(x)g(x)— f(x)g'(x)

ax g™ gop 0 o8O

6. Regra da cadeia para composicdo de funcgées:

d / /
;8= (g(x))g(x)

Demonstragdo. Analise cada item com calma.

1. Derivada de uma constante. Pela definicao,

Sl = =

2. Derivada da soma. Pela definicao,

d _ o PG+ )+ g+ )= [£()+ ()]
U@ +g(x)=lim -

Podemos reescrever como

. (fx+h)—f(x) glx+h)—g(x)
‘EE(‘)( n + h )
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Usando a propriedade de limite da soma, temos:

i SEED I
h—0 h

Jim 8 h}z—g(x) = f'(x)+g'(x).

h—0

. Derivada do produto por uma constante. Pela defini¢ao,

=clim
h—0

cflx+h)—cf(x) flx+h)—f(x)
h h

d .
E[Cf(x)]ﬂg(l)

=cf'(x).

. Regra do produto. Pela definicao,

d _ i S+ g+ )= F(x)g(x)
—[fx)g(x)=lim i :

Adicionamos e subtraimos f(x + h)g(x):

=lim

f(x+h)g(x+h)— f(x+h)g(x)+ f(x + h)g(x)— f(x)g(x)

h—0 h

Reorganizando, temos:

flx+h)—f(x)
D=6 g )

Z}E{’J(ﬂ”h) 7

Distribuindo os limites, obtemos:
= f(x)g'(x)+ f'(x)g(x).

f(x)
glx

. Regra do quociente: Seja g(x) = ¢35, com g(x) # 0. Pela de-

finicao de derivada, temos:

feeh 8
/ . 8g(x+ g(x
x)=lim ———
q'(x) h—0 h

Para simplificar essa expressao, colocamos os termos sobre
um denominador comum:

_ i L+ Hg(x)— f(x)g(x + )
T oo h-g(x)-g(x+h) ’
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Em seguida, podemos reorganizar o numerador para separar
os termos envolvendo f(x+ h)e f(x):

i f(x+h)g(x)— f(x)g(x)+ f(x)g(x)— f(x)g(x + h)
=lim o
h—0 h-g(x)-glx+h)

Agora, agrupamos os termos:

[f(x +h)— f(x)]g(x) + f(x)g(x)—g(x + h)]

=lim

h—0 h-g(x)-g(x+h)
. fx+h)—f(x) g(x) . g(x)—g(x+h)
S h g(x)-gx+h) e g(x)-g(x+h)

Como f(x) e g(x) sdo diferencidveis em x, isso simplifica
para:
['(x)g(x)— f(x)g'(x)
(g(x))? '
6. Regra da cadeia para composicdo de funcoes: Seja F(x) =

f(g(x)). Queremos encontrar F’(x). Pela definicao de deri-
vada, temos:

f(g(x+h))—f(g(x))
- :

F'(x)=lim
h—0

Usamos a substituicdo u = g(x+h)—g(x), de modo que u —
0 quando & — 0. Podemos reescrever a expressao como
flg(x)+u)—f(g(x) u

4 = I - —_
Pl T

Note que 3 = g’(x) quando /& — 0. Portanto, temos:
F'(x)=f(g(x))- g'(x).

Assim,

Essas regras, aliadas a definicdo de derivada, nos permitem encontrar
a derivada das principais fungoes elementares. Todas elas sdo demons-
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tradas em livros-texto quaisquer de célculo e ndo costumam ser muito
dificeis de demonstrar, basta aplicar a defini¢do e fazer alguma manipu-
lacdo algébrica conveniente, como fizemos para demonstrar as proprie-
dades da derivada. Aqui, irei elencar cada uma delas para que vocé possa
consultar e referenciar durante a resolucao dos exercicios.

DERIVADAS DE FUNCOES ELEMENTARES

d . . d 1
E( J=nx" dx(ﬁ)_z X
d (1 1 d 1
~Z(Z)l=—=, Zq ——
dx(x) x2 dx(nx) X

d X X d XY — X

E( ) : dx(a )J=a"lna

—(sinx)=cosx, —(cosx)=—sinx
——(sinx)=cosx, ——(cosx)

d
—(tanx)=sec’x, —/(cotx)=—csc’x
dx dx

d
—(secx)=secxtanx, ——(cscx)=—cscxcotx
dx dx

d d
—(sinh x)=coshx, ——(coshx)=sinhx
dx dx

d
—(tanh x) = sech? x

dx

d (arcsin x) = ! d (arccos x) = !
dx - J/1I=x2 dx T J1I—x2
d

a(arctanx)z 1522
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2.2 H Pontos criticos

Um ponto x, no dominio de uma funcao diferenciavel f é chamado de
ponto critico se f’(x,) = 0 ou se f’(x,) ndo existe. Intuitivamente, es-
ses sdo os pontos onde a funcdo muda sua tendéncia de crescimento ou
decrescimento, ou tem um comportamento especial, como atingir um
ponto alto (maximo local) ou um ponto baixo (minimo local) em rela-
¢do aos pontos vizinhos. A esses maximos e minimos locais nos referi-
mos simplesmente por “extremos locais”. Os pontos criticos sdo candida-
tos naturais a serem pontos de méximo ou minimo local, mas nem todo
ponto critico é necessariamente um extremo — para concluir isso, preci-
samos de mais informacdes, como explico a seguir.

EXTREMOS LOCAIS

Seja f(x) uma funcdo definida em um intervalo que contém x;.
Dizemos que:

* f(x,) ¢ um maximo local se existe um intervalo aberto (x,—
0, Xy +0) tal que

f(xp) = f(x) paratodo x €(xy—0, xy+ 0).
* f(x;) ¢ um minimo local se existe um intervalo aberto (x,—
0, Xy + 0) tal que
f(xp) < f(x) paratodo x €(xy—0, xy+ 0).
Graficamente, maximos locais correspondem a “picos” da funcao, en-
quanto minimos locais representam “vales”.

TEOREMA DA DERIVADA NULA EM EXTREMOS LOCAIS

Seja f(x)uma funcao diferencidvel em um ponto x,. Se f(x) possui
um méaximo ou minimo local em x;, entao:

f/(xo)z 0.

Demonstragdo. Suponha que f(x) possui um maximo local em x;.
Entdo, existe um intervalo aberto (x, — 0, Xy + 0) tal que f(x) =
f(x) paratodo x € (xy—0, xy+ 6). Tomando h > 0 suficientemente
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pequeno, temos:

Flo+1)=f(x0) _

f(x0) 2 f(xo+h)= Y

Similarmente, tomando /4 < 0 suficientemente pequeno, obtemos

f o+ )= £

0.
h

Como o limite da taxa de variacao deve ser tnico (dada a diferen-
ciabilidade), concluimos que

o TG0 )= f(x0) _

f/(x0)= S h =0.

O analogo pode ser argumentado para minimo local em x;. O

Esse teorema nos diz que, em pontos onde f(x) atinge um méximo
ou minimo local e é diferencidvel, a derivada de f nesse ponto deve ser
zero. Geometricamente faz sentido, porque num ponto como este a reta
tangente ao gréfico é horizontal (tem inclinagdo nula).

X1

f'(x)=0

f'(x)=0

Portanto, os pontos de méximo e minimo locais de uma funcao dife-
renciavel pertencem sempre ao conjunto dos seus pontos criticos. O teste
da derivada segunda (que geometricamente mede a concavidade do gra-
fico) fornece uma maneira pratica de determinar se um ponto critico é
um méximo local, um minimo local ou nenhum dos dois.
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TESTE DA DERIVADA SEGUNDA

Seja f(x)uma funcao diferenciavel duas vezes em um ponto critico
X de f, ou seja, f’(xy)=0. Entdo:

* Se f”(xy)> 0, entdo f(x) possui um minimo local em x;.
* Se f”(xy) <0, entdo f(x) possui um méximo local em x;.

* Se f”(xy) = 0, o teste é inconclusivo; x, pode ser um ponto
de inflexdo, e é necessdrio um exame adicional, estudando a
derivada primeira e o valor.da funcdo em pontos vizinhos.

EXEMPLO 3

Vamos aplicar o teste da derivada segunda para encontrar os ex-
tremos locais da fung@o f(x)= x3—3x2+2.
Primeiramente, derivamos f(x):

f'(x)=3x>—6x.
Para encontrar os pontos criticos, resolvemos f’(x)=0:
3x°—6x=0= x(3x—6)=0=>x=00u x =2.
Agora, aplicamos a derivada segunda para esses pontos:
f’(x)=6x—6.

Avaliando f”(x) nos pontos criticos:

* f”(0)=6(0)—6=—6 = maximo local em x = 0.

e f”(2)=6(2)—6=6 = minimo local em x =2.

Portanto, x =0 é um ponto de maximo local e x =2 é um ponto de
minimo local.

2.3 W Derivacao Implicita

Em alguns casos trabalharemos por curvas dadas na forma implicita: f(x,y)=
0, situagdes nas quais precisaremos realizar a chamada derivagdo impli-
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. ~ 2 2 2 . . .
cita. Por exemplo, a equagdo x3 + y3 = a3 define implicitamente uma
curva chamada astroéide.

Quando estivermos lidando com curvas descritas implicitamente por
equacoes do tipo f(x, y) =0 e quisermos derivar, realizamos a chamada
derivacdo implicita. Para isso, usamos a regra da cadeia para a composi-
¢do de fungdes. Vejamos na prética o que ocorre quando tentamos derivar
a equacao do astréide:

dr 2 dr 2
el ryi]=gplet]=o

2 1 2 _.dy dy [y
— 3 — 3_:0 —_— —_—
=>3x +3y dx :>dx X

Como y = f(x) mas ele também estd elevado a uma poténciaracional,
aplicamos a regra da cadeia porque isso é uma composicdo de funcdes
(fun¢do poténcia e funcdo f(x)). E dai que surge o termo % no meio da
expressdo — ao derivar a funcao de “dentro” da nossa composicao. Note
que a expressao que encontramos para a derivada ndo € explicita em ter-
mos de x, mas escrita também em termos de y. Durante os problemas,
vocé pode tentar isolar y em f(x, y) =0, dividindo em casos se necessa-
rio, para poder desenvolver o que quer que seja na sua resolucdo. Tudo
isso ficard mais claro quando vocé arregacar as mangas para resolver as
questoes.
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A derivada também é extensivamente utilizada na fisica. Um exemplo
elementar é a representacdo da velocidade, aceleracao, e outras taxas de
mudanca. Por exemplo, se s(¢) descreve a posicdo de um objeto em fun-
¢do do tempo ¢, entdo sua velocidade é a derivada de s em relacédo a ¢, ou
s’(t), e a aceleracao é a derivada da velocidade, ou s”(t).

2.4 H Teoremas de Weierstrass, Rolle, Cauchy e UHopital

TEOREMA DE WEIERSTRASS

Seja f(x) uma funcédo continua em um intervalo fechado [a, b].
Entdo f(x) atinge um valor maximo e um valor minimo em [a, b].
Em outras palavras, existem pontos Xin, Xmax € [@, b] tais que

f(xmin) < f(x) < f(xmax)
para todo x €[a, b].

2

Demonstragdo. Como f(x) é continua em [a,b], sua imagem
f([a, b]) é um conjunto fechado e limitado (pela propriedade de
que a imagem de um intervalo fechado sob uma funcao continua
também é fechada e limitada). Como f([a, b]) € um conjunto fe-
chado e limitado de ntimeros reais, ele contém seu supremo e seu
infimo. Seja M = sup f([a, b]) e m = inf f([a, b]). Pela definicdo
de supremo e infimo, existe pelo menos um ponto X,.x € [a, D]
tal que f(xnax) = M e pelo menos um ponto X, € [a, b] tal que
f(Xmin) = m. Portanto, f(x) atinge um valor maximo e um valor
minimo em [a, b], conforme enunciado. O

TEOREMA DE ROLLE

Seja f(x) uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, b] e
diferencidvel no intervalo aberto (a, b). Se f(a) = f(b), entdo existe
pelo menos um ponto ¢ €(a, b) tal que

fle)=0.
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Demonstragdo. Pelo Teorema de Weierstrass, a funcdo atinge um
valor maximo e um valor minimo em [a, b]. Existem trés possiveis
casos para o comportamento da funcao:

e Caso 1: se f € constante em [a, b], entdo f’(x)=0 para todo
x €(a, b), e o teorema € satisfeito.

e Caso 2: se f ndo é constante e atinge seu maximo em algum
ponto ¢ €(a, b), entdo f’(c)=0 porque ¢ é um ponto critico
(pela condigdo de derivada nula em um maximo local).

¢ Caso 3: se f ndo é constante e atinge seu minimo em algum
ponto ¢ €(a, b), entdo f’(c)=0 porque ¢ é um ponto critico
(pela condigdo de derivada nula em um minimo local).

Em todos os casos, existe um ponto ¢ € (a, b) tal que f'(c) =0,
conforme enunciado. O

TEOREMA DO VALOR MEDIO (TVM)

Seja f uma fung¢do continua no intervalo fechado [a, b] e dife-
renciavel no intervalo aberto (a, b). Entao, existe pelo menos um
ponto ¢ €(a, b) tal que

_fb)=fla)

f(e) > —a

Demonstragdo. Definimos a func¢ao auxiliar

_ f(b)—f(a)
o= -( T2 L -
Essa func¢ao representa f(x) menos a linha reta que conecta os
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), com inclinacao w. Observe que
bh)—
na=f@-L0 D ()= fa)
b)—
()= £(0)- L0 1D 4y a)= )~ fra)= @)
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Assim, temos h(a) = h(b). Como h(x) é continua em [a, b] e dife-
renciavel em (a, b), podemos aplicar o Teorema de Rolle, que ga-
rante a existéncia de um ponto c € (a, b) tal que

W(c)=

Calculando %’(x), obtemos

’ _ gt _ f(b)—f((l)
h(x)=fx)-———
Como h’(c)=0;temos que
1 f(b)=fla)
RO =,
0 que conclui a demonstracao. O

TEOREMA DE CAUCHY PARA O VALOR MEDIO

Suponha que f(x) e g(x) sejam func¢des continuas no intervalo fe-
chado [a, b] e diferenciéveis no intervalo aberto (a, b). Suponha
ainda.que g’(x) # 0 em (a, b). Entao, existe pelo menos um valor

¢ €(a, b) tal que
fle) _ f(b)—-fla)
g/lc) glb)—gla)

Demonstragdo. Primeiro, notamos que g(x) satisfaz as hipodteses
do Teorema do Valor Médio 'padrado no intervalo [a, b} Portanto,
existe r € (a, b) tal que

v 8b)—gla)
g (r)="— "%
Pela suposicao, g’(r)#0, o que implica que g(b)—g(a)# 0. Agora,

assim como na prova do Teorema do Valor Médio padrao construi-
mos uma nova fungao h(x) para aplicar o Teorema de Rolle. Defi-

nimos
f(b)—f(a)

h(x)= f(x)— 2(0)—g(@)

————g(x).
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Como g(b)—g(a)+# 0, ndo estamos dividindo por zero. Além disso,
h(x) é continua em [a, b] e diferenciavel em (a, b), pois f(x)e g(x)
possuem essas propriedades. Calculando h(a) e h(b), obtemos

_ ) )= fl@)
h@)= (@)= = 8@
e
P (R C)
h(b)= fb)~ = 8b)

Simplificando ambas as expressoes, vemos que h(a) = h(b). As-
sim, h(x) satisfaz as hip6teses do Teorema de Rolle, e existe ¢ €
(a, b) tal que

h'(c)=0.
Calculando h’(x), obtemos
’ _ g/ _f(b)_f(a) /
W)= 1= =g@® ™
Como h'(c)=0, temos
/ fb)—f(a) ,
T~ e —g@® ="

o que implica que
f(e) _ flb)—fla)
g'(c) g(b)—gla)

REGRA DE UHOPITAL

Seja f(x) e g(x) funcdes diferencidveis em um intervalo real aberto
I contendo a, exceto possivelmente no préprio a, e suponha que
g'(x)#0em I para x #a. Se

lim f(x)=1limg(x)=0 ou lim f(x)==%00 e lim g(x)==o00,

X—a X—a X—a xX—a

entao

W W
BT by

desde que o limite do lado direito exista ou seja £00.
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Demonstragdo. Provamos aqui o caso em que lim,_ ., f(x) =
lim,_,, g(x)=0. Nesse caso, como f(x)— 0 e g(x)— 0 conforme
x — a, aplicamos o Teorema de Cauchy para o Valor Médio no in-
tervalo [a, x] para cada x préximo de a (com x # a). Pelo teorema,
existe um ponto c € (a, x) tal que

Como f(a)=g(a)=0, essa expressao se simplifica para

fx) _ fe)

g(x) ~ glc)’

Assim, arazdo Jg% é expressa em termos das derivadas de f e g em

um ponto intermedidrio ¢, que se aproxima de a conforme x — a.
Quando x — a, também temos ¢ — a, de modo que

WO
T ) T ()’

desde que o limite do lado direito exista ou seja £00. O

A regra de LHopital ajuda muito a calcular limites em que aparecem
indeterminagdes do tipo 0/0 ou 0o /o0. Depois que vocé ja se debrugou
e aprendeu a resolver os mais variados limites por manipulacdes e cons-
trucodes, se tornando mais inteligente nesse processo, agora és equipado
com essa ferramenta para quando precisar resolver de forma répida tais
limites.

EXEMPLO 4

Vamos calcular o limite

. sin(x)
lim .

x—0 X

Quando tentamos calcular diretamente, obtemos uma forma in-
determinada do tipo %, pois

limsin(x)=0 e limx=0.
x—0 x—0
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Como estamos diante de uma indeterminacao g, podemos aplicar
a Regra de L'Hopital. Derivamos o numerador e o denominador:

f(x)=sin(x)= f’(x)=cos(x),

glx)=x=g'(x)=1
Aplicando a Regra de L'Hopital, obtemos:

. sin(x) . cos(x)
lim =lim .
-0 X x—0 1
Agora, podemos calcular o limite:
cos(x sin(x
lim ( ):cos(O)zl = lim ( ):1.
x—0 1 x—0 X

ANIMAGAO: REGRA DE UHOPITAL

Escaneie o QR code para assistir a animacao sobre a regra de
L'Hopital e eleve o seu conhecimento, visualizando melhor esse
conceito!
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2.5 H Diferencial e taxas relacionadas

Introduzimos agora o conceito de diferencial, que servird para trabalhar
com problemas relacionados a aproximacoes.

DIFERENCIAL

Dada uma fungao y = f(x), diferenciavel em x, definimos o dife-
rencial de y, denotado por dy, como
df
dy =f'(x)dx=—-—d
y=/(x)dx= 3 dx

que representa a variacdo em y decorrente da variagao infinitesi-
mal em x, indicada pelo dx, e fornece a melhor aproximacao linear
para a variacdo de f(x) perto de x.

Uma aplicacdo imediata do diferencial é na aproximacao linear de
fungdes, que é extremamente ttil em célculos numéricos e estimagoes.
Quando temos uma funcdo y = f(x) e queremos estimar o valor de f
em um ponto préximo a x, podemos usar a linearizacdo da funcao, que é
simplesmente a func¢ao do primeiro grau que melhor aproxima f perto de
Xx. Matematicamente, se 6 x ¢ uma pequena mudanca em x, a mudanca
correspondente em y, denotada ¢ y, pode ser aproximada por dy.

EXEMPLO 5

Considere a funcdo f(x) = +/x e suponha que desejamos encon-
trar uma aproximagao para 4/4,01. Tomando x =4 e 6x = 0,01,
podemos calcular 6 y como:

1
oy~dy=f'(x)dx~——=06x
y~dy=fi(x) Wi
Ao substituir x =4 e 6 x = 0,01, obtemos uma boa aproximacao
parad y, que nos dd uma estimativa para 4/ 4,01 sem a necessidade
de célculo exato. Note que y = v/4 = 2 é conhecido, de forma que
v/4,01 %~ 2,00249843945 é aproximado como y + 6y =2,0025.

Além disso, em muitos problemas de célculo estamos interessados em
saber como a taxa de varia¢do de uma quantidade estd relacionada a taxa
de variacdo de outra. Esse tipo de problema é conhecido pelo nome ta-
xas relacionadas, onde as taxas de variacdo de diferentes varidveis estao
conectadas por meio de uma relacdo comum.
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EXEMPLO 6

Um caso cléssico de taxas relacionadas é o problema do balao. Su-
ponha que um baldo esférico esteja sendo inflado de modo que seu
volume aumente a uma taxa constante. Estamos interessados em
saber como a taxa de aumento do raio do baldo esta relacionada
a essa taxa de variacao do volume. Dado que o volume V de uma
esferaé V = %7‘(1’3, podemos relacionar as taxas de variacdo de V e
r derivando:

dv a2 dr

arl o adi
Se f‘i—‘{ é conhecido, podemos encontrar % por meio da relacao
acima, onde ¢ representa o tempo. Nao s6 isso, também podemos
enxergar a relacdo encontrada como uma maneira de representar
quanto uma variacao infinitesimal no raio da esfera influencia no
volume da mesma, a partir dos diferenciais (veja a figura a seguir):

dV =4nr?dr
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ANIMAGAO: TAXAS RELACIONADAS - PROBLEMA DO BALAO

Escaneie o QR code para assistir a animacdo sobre taxas rela-
cionadas no problema do baldo e eleve o seu conhecimento,
visualizando melhor esse conceito!

EXEMPLO 7

Considere um cone de altura fixa 12 cm e um raio da base de 4
cm sendo preenchido com dgua. Estamos interessados em saber a
taxa de variacdo da altura i da d4gua no cone em fung¢do do tempo,
amedida que o volume de 4gua aumenta a uma taxa constante de
4Y =2 cm3/s. A férmula para o volume V de um cone é
1
V= 37 r*h,

onde r é oraio da superficie da dgua e h é a altura da d4gua no cone.
Como o cone mantém uma proporcdo constante entre r e 7 (uma
vez que a altura e o raio da base do cone completo sdo fixos), temos

arelacao
r 4 1 h

=—==-= .
h 12 3 3
Substituimos r = % na férmula do volume:

1 (h)? 1 h?
v:—n(—) h=-mop="p3
373 379 "7 %7

Derivando ambos os lados da equacédo em relacédo ao tempo t, ob-
temos: av ah an
s s
—— =—-3h*—=—h*—.
dt 27 dr 9 dt
Sabemos que 4¥ = 2cm?/s, entdo substituimos para encontrar 4%:

T ,dh
2="n2—.
9 dt

=
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Isolando 4%, temos:

dh _2:9 18

dt  mh?  mh?’
Portanto, a taxa de variacao da altura da dgua h em funcdo do

tempo € dada por

dh 18

dt mh?’
Esse resultado indica que, conforme o nivel de d4gua sobe no cone,
ataxa de variacdo da altura h diminui, pois depende inversamente
do quadrado de k. Intuitivamente faz sentido, porque no inicio
o nivel sobe rapidamente (regido perto do cume do cone, ndo ha
muito espaco para a agua ficar), enquanto que no final é preciso
preencher um grande espaco para elevar alguma unidade de al-
tura.

2.6 H Séries de Taylor e Maclaurin

A série de Taylor é uma forma extremamente poderosa para aproximar
fungdes por polindmios. Ela é especialmente ttil para calcular aproxi-
macaes e resolver problemas que, de outra forma, seriam intrataveis.

SERIE DE TAYLOR

Seja f(x) uma funcao infinitamente diferencidvel em torno de x =
a (no sentido de podermos derivar infinitas vezes). A série de Tay-
lor de f(x) em torno de x = a é:

f"(a)

T (x_a)3+...

f///(a)
(x—a)+ 3

f(x)=fla)+ f(a)(x —a)+

ou, de forma mais compacta, na notagao somatorio:
o
f"(a) n
x)=» ——(x—a)",
fx) 20 ——(x—a)

onde f"(a) denota a n-ésima derivada de f avaliadaem x = a.
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Essa série permite expressar f(x) como uma soma infinita de termos
polinomiais, onde cada termo € proporcional a uma derivada de f em a.
A utilidade da série de Taylor é que, em muitos casos, truncar a série apés
alguns termos (geralmente até o primeiro ou segundo) proporciona uma
boa aproximacao para f(x), especialmente quando x estd préximo de a.

EXEMPLO 8

Queremos encontrar a série de Taylor para f(x)=e™*" em torno de
x =0 até o termo de quarta ordem. Esta funcdo é comum em fisica
para modelar distribui¢des Gaussianas, e sua expansdo em série
pode ser usada para aproximar valores préximos a x = 0. Primeiro,
calculamos as derivadas de f(x) e avaliamos em x =0:

2

flx)=e™, f(0)=1,

flx)=—2xe™, f(0)=0,
flx)=(@x*=2)e™, f"0)=-2,
f(x)=(-8x"+12x)e™™, f"(0)=0,
FOx)=(16x*—48x2+12)e™, f@0)=12.

Assim, a série de Taylor de f(x) em torno de x = 0 até o termo de
quarta ordem é dada por:

f”( )2 f(4)(0)x4

) f0)+ .

Substituindo os valores das derivadas, obtemos:

2 4
2 X 12 X
Nl St =P

1 24 2

. ~ —x2 2
Portanto, uma aproximagao para e * em torno de x =0 é:

4

X
e nl—x2+
2

A série de Maclaurin é um caso especial da série de Taylor em que o
ponto a é zero. Em outras palavras, é a série de Taylor de f(x) em torno
de x =0.
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SERIE DE MACLAURIN

Seja f(x) uma funcao infinitamente diferenciavel em torno de x =
0. A série de Maclaurin de f(x) é:

f”(o) x2 . f///(o) x3 o
2! 3!

f(x)=fO)+ f(0)x +

ou, de forma mais compacta:

X (n)
f(x)=z ! ‘(O)x".

Ordem 4: 1—x%+ %

flx)=e™

Ordem 2: 1 —x?

Essas séries permitem calcular aproximacgoes de funcdes elementa-
res, como a exponencial, o seno, o cosseno e o logaritmo natural. Elas tém
muitas aplicacdes, por exemplo na resolucao de equacdes diferenciais or-
dindrias (equagdes em que aparecem derivadas) via séries de poténcias e
a modelagem de sistemas fisicos. A seguir, listo para vocé algumas das
séries de Maclaurin mais comuns e tteis, que vocé encontrara frequente-
mente na matemadtica e também na fisica. Todas elas sdo determinadas
aplicando a definicao de série de Taylor para cada fungdo dada.
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SERIES DE MACLAURIN COMUNS

= x% x3
X _ r oLz .
e _Z S =lbxt o
n=0
oo
=) 2n+1 ¥ x°
Sln(x)_z(2n+1)! BT
n=0
oo
(—l)" o x2 x4
cos(x) Z(Zn)! T
n=0
(S5 n 2 3
X X2 x
In(l1+x)=» (1) —=x—"—+"—-, |x|<1
nzzl: n 2 3
1 oo
=Zx"=l+x+x2+x3+--~, x| <1
1—x P

Note que, em alguns casos, como na série de In(1+ x) e ﬁ, a série
s6 converge para valores de x em um intervalo especifico. Para que uma
série de Taylor represente uma funcao f(x) exatamente, é necessario que
a série convirjapara f(x)no intervalo de interesse. Em outras palavras, a
soma infinita dos termos da série deve se aproximar de f(x) conforme o
numero de termos aumenta. Nem toda fun¢do possui uma série de Taylor
convergente para todo x mas, para aquelas que possuem, a série fornece
uma maneira eficiente de calcular valores de f(x) usando apenas ope-
racdes polinomiais. A convergéncia de séries é estudada em disciplinas
mais avancadas de célculo, mas vocé ja estd apto a usar essas que estuda-
mos.

Quando utilizamos uma série de Taylor ou Maclaurin para aproximar
uma funcéo truncando-a em um nimero finito de termos, estamos intro-
duzindo um erro, chamado de erro de truncamento. Esse erro é dado pelo
resto de Lagrange da série de Taylor, que estima o quanto a aproximacao
se desvia da funcao original.

RESTO DE LAGRANGE

Se f(x) é n+ 1 vezes diferencidvel em um intervalo contendo a e
X e ¢ é algum ponto entre a e x, entdo o erro R,(x) ao aproximar
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f(x) pela série de Taylor truncada até o termo n-ésimo é dado por:

a f(n+1)(c) el
R, (x)= W(X—d) )

Esse termo de erro nos d4d uma nocdo de quao precisa é a aproximacao
e é especialmente ttil para calcular quantos termos sao necessarios para
obter uma precisdo desejada.
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2.7 B Exercicios de derivada

Questdo 36. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Dadas f(u)=u?+5u+5e g(x)= i—fi, ache a derivadade fo g de
duas maneiras: (i) encontrando primeiro (f o g)(x) e entdo calcu-
lando (f o g)(x); (ii) usando a regra da cadeia.

Questdo 37. Um Curso de Célculo - Guidorizzi (2013)

Seja f a funcao definida a seguir:

x+1
f(x)lenx

obtenha f’(x).

Questao 38. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Calcule ¢’(t), sendo ¢(t) definida por

¢(£)=In(v1+e—1)—In(v1+er +1)

Questio 39. Célculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Obtenha a derivada da funcdo abaixo.

h(x) — atan{nx)

onde n €R.

Questao 40. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Considere a funcdo f(x) =Inx. Encontre a expressdo geral para

f"(x) em funcdo de n e x, que por sua vez representa a n-ésima
derivada de f, sendo n €N.

licensed to ANTONIO R S S|l VA - e52h849n@anonaddyv me - HP2839900606



54

Questao 41. Calculus - M. Spivak (2003)

Se S,,(x)=x" e 0< k < n, mostre que

S¥(x) = k!(Z)x”_k

! z . . 21 . o]
onde (})= i € 0 binomial da andlise combinatéria.

Questiao 42. Calculus - M. Spivak (2003)

Suponha que f"(a) e g"(a) existam. Prove a férmula de Leibniz:

(f-8)"(a)= Z (Z)f(k)(a) g M(q)
k=0

Questdo 43. Um Curso de Célculo - Guidorizzi (2013)

Se y = e~ cos x, verifique que

Questdo 44. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

teZl‘

Sabendo que )(t)= m

, obtenha y”(t).

Questdo 45. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Seja g a funcdo definida a seguir:

1+ +vsinx
=In| ————— |+ 2arctan| v si
g(x)=In [ Venx arc an( smx)
obtenha g’(x).
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Questao 46. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Determine a equacao da reta tangente a elipse:

2 2

XY

PERE T

no pOl’ltO (xOv J/o), Yo 7é 0.

Questdo 47. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Em que ponto da curva y? = 2x3 a tangente é perpendicular a reta
4x—-3y+2=0?

Questiao 48. Célculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Encontre, caso existam, as equacoes das retas tangentes a hipér-
bole 4x2—9y? =36 que sejam perpendiculares areta 2y +5x = 10.

Questdo 49. O Cédlculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Ache uma equacdo da reta tangente a curva /Xy = 14x + y no
ponto (2,—32).

Questdo 50. Um Curso de Célculo - Guidorizzi (2013)

Determine uma reta paralela a x + y = 1 e tangente a curva y3 +

xy + x3=0em um ponto (xo, Jp), com Xy <0 e y, <0.

Questdo 51. Instituto de Fisica - USP (2015)

N

Mostre que qualquer par de retas tangentes a pardbola y =
ax?,(a # 0) tem como interse¢cdo um ponto que estd numa reta
vertical que passa pelo ponto médio do segmento que une os pon-
tos de tangéncia destas retas.
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Questao 52. Instituto de Matematica e Estatistica - USP (2019)

Seja y = f(x) uma funcdo derivavel dada implicitamente pela
equacao

25
(x2+y2)2 — ?(yZ_xZ).

Mostre que a reta tangente ao grafico de f no ponto (—1, 2) é para-
lela areta de equagdo 11x—2y +3=0.

Questao 53. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Um ponto P move-se sobre a pardbola y = 3x>—2x. Suponha
que as coordenadas x(t) e y(¢) de P sao derivaveis e que ?j—f #0.
Pergunta-se: em que ponto da pardbola a velocidade da ordenada

y de P é o triplo da velocidade da abscissa x de P?

Questao 54. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Determine a equacao da tangente e da normal no ponto P(2,2) a
curva I'(t) parametrizada por:
1+1¢
X =
13
3 1

AP YTRIPY

onde r e R*.
- J

Questiao 55. Calculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Considere a funcao )(u, v) dada em forma paramétrica:

u =2In(cot(s)), v =tan(s)+ cot(s)

e mostre que % =tan(2s).
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Questao 56. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Numa determinada vila, a taxa segundo a qual um boato se es-
palha é conjuntamente proporcional ao nimero de pessoas que
ouviram o boato e ao niimero de pessoas que ndo ouviram. Mos-
tre que o boato estd sendo espalhado com velocidade méxima,

quando a metade da populagdo da cidade ja o escutou.
N J

Questao 57. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Enche-se um reservatoério, cuja forma é a de um cone circular reto,
de 4gua a uma taxa de 0,1 m3/s. O vértice estd a 15 m do topo
e o raio é de 10 m. Com que velocidade o nivel h da dgua esta
subindo no instante em que h =5 m?

I5m
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Questao 58. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Num determinado instante, 8 = 7/3 e estd variando, neste ins-
tante, a uma taxa de 0,01 radiano por segundo veja a figura baixo).
A que taxa estard variando o dngulo a neste mesmo instante?

Questdo 59. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Um ponto move-se sobre a espiral de Arquimedes:

r=agp

a =10 c¢m, de tal forma que a velocidade angular de rotacédo de
seu raio polar é constante e igual a 6° por segundo. Determinar a
velocidade com que se alonga o raio polar r, no momento em que
r=25cm.

Questao 60. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Uma barra heterogénea AB tem 12 ¢ m de comprimento. A massa
de sua parte AM cresce proporcionalmente ao quadrado da dis-
tancia do ponto mével M, em relagdo ao extremo A e é igual a 10
g, sendo AM =2 c¢m. Achar a massa de toda a barra AB e a den-
sidade linear em qualquer ponto M da mesma. A que € igual a
densidade linear da barra nos pontos A e B?
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Questao 61. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Demonstrar que um erro relativo em 1%, cometido na determina-
¢do do comprimento do raio, da lugar a um erro relativo de cerca
de 2%, ao calcular-se a drea do circulo e a superficie da esfera.

Questao 62. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Determine a maior area possivel que podemos obter ao torcer um
fio de arame de comprimento / de maneira a formar um retangulo.

Questao 63. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Um cone circular reto deve ser circunscrito numa esfera de raio
dado. Ache a razdo entre a altura e o raio da base do cone com o
menor volume possivel.
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Questao 64. Calculus - M. Spivak (2003)

Entre todos os cilindros de volume fixo V, encontre aquele com
a menor area de superficie (contabilizando as laterais, a base e o
topo, conforme a figura que segue), determinando o raio r e a al-
tura h em funcdo de V.

Questao 65. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Uma barra uniforme AB que pode girar em torno do ponto A, su-
porta uma carga Q kg a distancia de a cm do ponto A e é mantida
em equilibrio por meio de uma forga vertical P, aplicada no seu
extremo livre B. Cada centimetro de comprimento da barra pesa
g kg. Determinar o comprimento x da mesma de tal forma que a
forca P seja a minima possivel e achar P,;,,.

v

O momento realizado por cada for¢a é medido como o produto entre
a forga e a distancia até o pivo A. Construa a relagdo de equilibrio.
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Questao 66. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Calcule f’(x) pela definicao.

1
Cx+1

fx)

Questdo 67. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Calcule g’(x) sendo g dada por
glx)=¥Vx

Ve
o

Questdo 68. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Determine a reta que é tangente ao grafico de f(x)= x? e paralela
aretay =4x+2.

-
.
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Questao 69. Calculus - Apostol (1967)
Determine a derivada f’(x) de

f(x)=sin(cos® x)- cos(sin® x)

Vs
.

Questiao 70. Calculus - Apostol (1967)
Determine a derivada f’(x) de

f(x)=sin" x-cosnx

Questao 71. Calculus - Apostol (1967)

Determine a derivada f’(x) de

1

Jx)= VI+x2(x+V/1+x2)
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Questao 72. Calculus - Apostol (1967)

Uma particula é restrita a se mover ao longo de uma parédbola cuja
equacio é y = x2.

(a) Em que ponto da curva as abcissa e ordenada estdo mu-
dando na mesma taxa?

(b) Determine essa taxa se 0o movimento é tal que, no instante ¢,
temos x =sint e y =sin’ .

V
o

Questao 73. Calculus - Apostol (1967)

Aequacdo x sin(x y)+2x2 =0 define y implicitamente como uma
funcado de x. Assumindo que a derivada y’ existe, mostre que ela
satisfaz a equacao

y'x? cos(xy) +xy cos(xy) + sin(xy)+4x =0

-
.

Questiao 74. Calculus - Apostol (1967)

Prove que, entre todos os retdngulos de uma dada rea, o quadrado
tem o menor perimetro.

Questiao 75. Calculus - Apostol (1967)

Um fazendeiro tem L pés de cerca para cercar um pasto retangular
adjacente a um longo muro de pedra. Quais dimensdes fornecem
a drea maxima do pasto?

Questao 76. Calculus - Apostol (1967)

Dado S > 0. Prove que, entre todos os niimeros positivos x e y com
x+y=S§,asoma x>+ y? é minima quando x = y.
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Questao 77. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Determine a equacido da reta tangente ao grafico de f(x) = e* no
ponto de abscissa 0.

Questao 78. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Seja f(x)=a*, em que a >0 e a # 1 é um real dado. Mostre que
f/(x)=a*Ina. Apés mostrar, calcule a derivada de f(x)=n"*.

Questdo 79. Um Curso de Célculo - Guidorizzi (2013)

Determine a equagao da reta tangente ao grafico de f(x)=tgx no
ponto de abscissa 0.

Questdo 80. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Calcule f’(x) sendo

Questao 81. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Sejam f, g e h funcoes derivéveis. Verifique que

[f(x)g(x)h(x) = f(x)g(x)h(x) + f(x)g (x)h(x)+ f(x)g(x)R'(x)

Questdo 82. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)
Calcule f’(x)sendo

fxX)=1++vx)e*tgx
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Questao 83. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Determine f”, f” e f” de

1
f(x)zz

Questdo 84. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

_t
x+r’

vel. Calcule % sabendo que % |x*1 =4equet=2parax=1.
x=1 -

Considere a funcdo y = na qual ¢ = #(x) é uma funcdo deriva-

(Observe que ¢ estd sendo olhado como funcao de x.)

Questao 85. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Seja x = cos . Verifique que

dx + 0
_ X =
dr2

Questdo 86. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Suponha que x = x(t) seja derivavel até a 22 ordem. Verifique que

d( dx)_(dx)2+ d?x
ar\Fdar )" \ar ) TV ae

Questao 87. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Seja f : R — R derivavel até a 22 ordem e seja g dada por g(x) =

f(e?*). Verifique que

g//(x)=462x [f/(eZX)+ erf//(er)]
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Questao 88. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Determine a de modo que y = e?* verifique a equagao

d’y _dy
—= _3-242y=0
dx2 3dx+ J

Questdo 89. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Sejay = %, em que x = x(¢) é uma funcéo derivavel num intervalo

aberto I. Suponha que, para todo ¢t em I, x(¢) #0 e g—f =4,
constante. Verifique que

d2y 8['}2
dr2 x3
& J

Questao 90. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Sejam f e g derivaveis em A, com f(x)> 0 em A. Verifique que,
para todo x em A,

[F(x)8D] = F(x)8Wg’(x)In f(x)+ g(x) f ()87 /().

1 2

Observe: 1 é a derivada de f(x)$*), supondo f constante; 2 é a
derivada de f(x)8"), supondo g constante.

Vs
(.

Questdo 91. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Determine o polinémio de Taylor de ordem 5 em volta de x; dado.

f(x)=lnx e x=1

Questdo 92. Um Curso de Célculo - Guidorizzi (2013)

Determine o polinémio de Taylor, de ordem 5, de g(x) = arctan x
em volta de 0.
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Questao 93. Calculo - Stewart (2013)

Encontre o limite .
. sinhx—x
lim ———

x—0 x3

Vs

Questdo 94. Calculo - Stewart (2013)

Encontre o limite
lim xtan(1/x)
xX—0Q0

Ve

Questdo 95. Um Curso de Célculo - Guidorizzi (2013)

Seja f(x) = (14 x)%, em que @ # 0 é um real dado. Determine o
polinémio de Taylor, de ordem 7, de f em volta de x, =0 e dé a ex-
pressao do erro em termos da derivada de ordem n + 1. Consulte
também o valor do polinémio para x pequeno (esse resultado é
importantissimo, frequentemente aparece em muitas anadlises fi-
sicas).

o

(.

o
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Integrais

“Ah, se eu tivesse os teoremas! Achar as demonstragoes seria a parte mais fdcil.”

— BERNHARD RIEMANN

3.1 H A integral de Riemann em toda a sua gléria

Integrais sdo operagdes matematicas que nos fornecem a soma continua
de fungdes em intervalos, o que € essencial para calcular areas sob cur-
vas e volumes, além de muitas outras aplicacdes. A chamada integral de
Riemann é uma forma conveniente de atingir esses objetivos:

INTEGRAL DE RIEMANN

Seja f(x) uma func@o definida e limitada em um intervalo fechado
[a, b]. Aintegral de Riemann de f entre a e b é o limite no infinito
da soma de Riemann:

onde x; é um ponto qualquer no subintervalo [;_;,&;], e A € a
largura desse subintervalo. O intervalo [a, b] € dividido em 7 su-
bintervalos, procedimento que chamamos de partigdo:

IP’[a,b] = {50» glr 52» .. ’gn}

com isso, fazemos n tender ao infinito. E convencional particio-
nar o intervalo de tal forma que a largura dos subintervalos seja
a mesma. Se o limite da soma de Riemann existir e for o mesmo
para qualquer escolha de &; nos subintervalos, entdo a fungao f(x)
é dita integravel no intervalo [a, b], sendo o limite o resultado da
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integral de Riemann, que por sua vez representa a drea abaixo do
gréfico de f(x) no intervalo [a, b].

Chamamos a funcdo f(x) de integrando e [a, b] de intervalo de inte-
gragdo, sendo a e b os extremos. Esta definicdo formaliza a ideia de area
sob a curva da funcao f(x) de a até b. Cada subintervalo determina um
retangulo, de altura igual a f(&;) e base A = &; —&;_;. Aumentar o nui-
mero de retdngulos, refinando a particdo, garante uma drea cada vez mais
precisa, de forma que tomando o limite da soma da &rea dos retangulos
encontramos a area exata, esse processo € ilustrado na figura a seguir.

__/ _/

v
v

a a

I
Sy

g
&

ANIMACAO: INTEGRAL DE RIEMANN

Escaneie o QR code para assistir a animacdo sobre a integral de
Riemann e eleve o seu conhecimento, visualizando melhor esse
conceito!

N J

Assim como os limites e as derivadas, as integrais possuem proprie-
dades fundamentais que simplificam a integracdo de fun¢ées mais com-
plexas. As mais importantes sdo apresentadas a seguir.
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PROPRIEDADES DAS INTEGRAIS

Sejam f e g funcoes integraveis e @, B constantes. Entao:

1. Aintegral da soma é a soma das integrais

b
f(af+ﬁg )dx = af flx dx+ﬁf x)dx, a,feR

2. Aditividade com respeito aos intervalos de integracao

@ b b
ff(x)dx+f f(x)dxzf f(x)dx

3. Invariante por translacao do intervalo de integracao

b b+c
J f(x)dx=f f(x—c)dx, ceR

4. Expansao ou contracdo do intervalo de integracdo

kb M b
—|ldx=k (x)dx, keR'
fk f(k) X J;fx X

a

Demonstragdo. Vamos aplicar a defini¢cao a cada caso.

1. Para mostrar que f:(af + Bgldx = af:f(x)dx I

B f; g(x)dx, consideramos a definicdo de integral para
uma funcio h(x)=af(x)+ B g(x) particionando o intervalo
[a, b] em subintervalos e aplicando a linearidade da soma:

Zh Axl—Zaf )+ Bg(x!)Ax;

i=1

—aZf Ax,+ﬂ2g A Xx;
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Tomando o limite das somas de Riemann, obtemos

b b b
J (af—i—ﬂg)dx:aJ f(x)dx-i—ﬂf g(x)dx.

. Para provar que f: f(x)dx + fcb f(x)dx = f: f(x)dx, va-

mos entender que a integral de f(x) em [a, b] pode ser divi-
dida em duas integrais que correspondem as partes [a, c] e
[c,b].

Pelo conceito de integral definida, sabemos que a integral de
f(x)no intervalo [a, b] é dada pelo limite das somas de Rie-

mann: 5
n
|| = m > rpas,
a i=1

onde dividimos [a, b] em n subintervalos de comprimento
Ax;. Quando escolhemos um ponto ¢ € (a, b), podemos di-
vidir o intervalo [a, b] em dois intervalos menores: [a,c] e
[c, b]. Assim, a soma de Riemann original se separa em duas
partes, uma para [a, c] e outra para [c, b]:

b c b
f f(x)dx=f f(x)dx+f f(x)dx.

b b
. Para provar que fa f(x)d f :CC f(x—c)dx, vamos usar

a substituicao u=x—c.

e Com essa substituicao, temos g—z =1 = du=dx,de
modo que avariagao de x se transfere diretamente para
u.

¢ Ao substituir os limites de integracdo, quando x = a+c,
obtemos u = a; e quando x = b + ¢, obtemos u = b.

e Isso transforma a integral de f(x — ¢) no intervalo [a +
¢, b+ c]para a integral de f(u) no intervalo [a, b]:

f flx— cdx—f f(u)du.

licensed to ANTONIO R S S|l VA - e52h849n@anonaddyv me - HP2839900606



71

Como a letra u é arbitréaria, obtemos que

b+c b
J f(x—C)dX=f f(x)dx,

4. Para provar que f::f(%)dx = kfab f(x)dx, fazemos a
substituicdo u = %, que implica que x = ku e, portanto,
dx=kdu.

* Com essa substituicado, os limites de integracdo se ajus-
tam: quando x = ka, obtemos u = a; e quando x = kb,
obtemos u = b.

¢ Ao aplicar essa substituicdo na integral, temos:

kb 5 b
La f(E)dxzfa flw)-kdu.

e Como k é uma constante, ela pode ser fatorada para
fora da integral e usamos mais uma vez do fato de que
aletra u é arbitrdria:

kb b b
—|ldx=k (u)d =kf (x)dx.
fka f(k) X qu u ) f(x)dx

O

ANIMAGAO: INTEGRAIS DE FUNCOES IMPARES E PARES

Escaneie o QR code para assistir a animacao sobre a integral de
funcoes impares e pares e eleve o seu conhecimento, visualizando
melhor esse conceito!
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3.2 H Teorema Fundamental do Calculo

Um fato extraordindrio no cédlculo é a relagdo da integral com a derivada.
Antes de enuncié-los, precisamos primeiro de alguns resultados que se-
rdo uteis para demonstra-los.

TEOREMA DE COMPARACAO

1. Se f(x)>0paraa < x < b, entdo

b
f f(x)dx>0.

2. Se f(x)>g(x)paraa < x < b, entdo

b b
f f(x)dxzf g(x)dx.

3. Se m e M sdo constantes tais que m < f(x)< M paraa < x <
b, entao

Demonstragdo. Se convenga geometricamente — pense nas areas
abaixos dos gréficos! O

TEOREMA DO VALOR MEDIO PARA INTEGRAIS

Se f(x) é continua em um intervalo [a, b], entdo existe pelo menos
um ponto ¢ €[a, b] tal que

1 b
f(e)= b_aL fx)dx.

Essa formula também pode ser expressa como

b
f fx)dx = f(c)b—a).
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Demonstragdo. Como f(x) é continua no intervalo fechado [a, b],
o teorema de Weierstrass garante que ela atinge seus valores mi-
nimo m e maximo M nesse intervalo. Assim, para todo x € [a, b],
temos:

b
m<f(x)<M = m(b—a)SJ f(x)dx<M(b—a)

a

Dividindo ambos os lados por b — a, resulta em:

1

m<
b—a

b
f flx)dx <M.

b p p
Agora, observe que ﬁ fa f(x)dx é um namero que se encontra
entre m e M, os valores minimo e maximo de f(x)em [a, b]. Como
f(x) é continua em [a, b], pelo Teorema do Valor Intermediario,
existe um ponto ¢ €[a, b] tal que

1 b
fle)= EJ fx)dx.

Assim, mostramos que existe um ponto ¢ no intervalo [a, b] que
satisfaz a condicdao do Teorema do Valor Médio para Integrais, con-
cluindo a demonstragio. O

Agora sim, vamos aos teoremas fundamentais. Vocé estd preparado?

TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO I (TFCI)

Se f é uma funcao continua no intervalo fechado [a, b] e F é a fun-
¢ao integral definida por

F(X)=f f(e)de

para x em [a, b], entdo F é diferenciavel em [a, b] e sua derivada
é f, ou seja, F'(x) = f(x) para todo x € [a, b]. Frequentemente, a
conclusao deste teorema € escrita equivalentemente como

73

licensed to ANTONIO R S S|l VA - e52h849n@anonaddyv me - HP2839900606



74

d X
_xJ; f()de =

O teorema nao s estabelece uma relacdo intima entre a integracao
e aderivagdo, como também garante que qualquer func¢ao integra-
vel tem uma antiderivada, também chamada de primitiva, isto €,
uma func¢do que quando derivada fornece a fungdo original. Em
particular, o teorema garante que qualquer funcao continua pos-
sui uma antiderivada.

Demonstragdo. Parademonstrar que F/(x)= f(x), aplicamosade-
finicao de derivada a fungao F(x)= fax f(r)de:
F'(x)=lim M
h—0 h ’

Substituindo a defini¢ao de F, temos

—_

]
IU f(t)dt+f ft)dt)
[0

h o

Agora, observe que % f ;+ f(t)dt representa o valor médio de f(t)
no intervalo [x, x + h]. Como f é continua, pelo Teorema do Valor
Médio para integrais, existe um ponto ¢ €[x, x + h] tal que

1 x+h
EL f(n)de = fc).

Quando & — 0, o ponto ¢ se aproxima de x. Assim, pelo fato de f
ser continua, temos
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lim £(c)= f(x).

h—0
Portanto,
1 x+h
F’(x)zlim—f fr)dr = f(x),
h—0 h X
0 que conclui a prova. O
EXEMPLO 9

Suponha que desejamos encontrar a derivada de

S|

Pelo TFC1, a derivada é dada por

eon 1
g(x)—x3+1

TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO II (TFC II)

Seja f uma fungao continua no intervalo fechado [a, b] e F uma
funcao tal que F’(x) = f(x) em todo o intervalo [a, b], isto €, uma
primitivade f. Entao,
b b
f f(x)dx =j F’(x)dx = F(b)—F(a).
a a
Este teorema conecta a integral definida de f no intervalo [a, b]
com as diferencas dos valores de uma antiderivada de f, nos ex-

tremos do intervalo. Isso significa que a integral definida de f ao
longo de [a, b] é igual ao acréscimo de F ao passar de a para b.

Demonstragdo. Para demonstrar o TFCII, consideremos uma par-
ticdo regular do intervalo [a, b] com P = {x;}!_, onde x, = a,
X,=b,ex;—x;_;=Axparai=1,...,n. Podemos escrever

F(b)—F(a)=F(x,)—F(x).
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Construindo uma soma telescépica, temos
F(b)—F(a)=[F(x,)—F (xp_1)H[F(x,-1)—F(x,-2)]+ - -+[F (x)—F (x)]

Escrito em notacao somatorio:
n
F(b)—F(a)= ) [F(x)—F(xi1)]-
i=1

Ja que F é uma antiderivada de f em [a, b], usemos o Teorema do
Valor Médio para derivadas, de forma que para cada subintervalo
[x;_1, X;] existe um ponto ¢; € [x;_;, X;] tal que

F(x;)—F(x;)= F/(Ci)(xi —Xxi1)= flc))Ax.

Substituindo essa expressao na soma anterior, obtemos

F(b)—F(a)=Y_flc)Ax
i=1

Ao tomarmos o limite conforme n — co (e, consequentemente,
Ax — 0), essa soma de Riemann converge para a integral de f no
intervalo [a, b]:

F(b)— —nlgroltocl Ax—f flx

Assim, concluimos que

b
f f(x)dx =F(b)—F(a),

completando a prova. O

OTFCIeo TFCII exibem em conjunto de forma surpreendente o fato
de que a a derivada e a integral sdo operagdes inversas uma da outra, no
sentido de que se aplicamos uma apés a outra voltamos para a funcao
original.

Por vezes, ndao estamos interessados em calcular a drea abaixo de uma
curva em um intervalo especifico, mas tdo somente em determinar uma
primitiva de f (afinal, pelo TFC II, saber a primitiva nos fornece a inte-
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gral definida em qualquer intervalo que seja). Nesses casos, calculamos
integrais indefinidas, onde ndo é especificado um intervalo de integracao.

Esse cdlculo geralmente é feito a partir do nosso conhecimento das
primitivas de funcdes elementares em conjunto com técnicas de integra-
¢do, que aprenderemos em breve. Contudo, note que se F(x) é uma pri-
mitiva de f(x), entdo F(x)+ C, sendo C um numero real qualquer, tam-
bém é primitiva de f(x), uma vez que 3 [F(x)+ Cl= I; +0=f(x), lem-
brando que a derivada de uma constante é sempre zero. Por isso, quando
calculamos integrais indefinidas a fim de determinar primitivas de fun-
¢des, sempre precisamos incluir um termo constante adicional na res-
posta. Te apresento, a seguir, uma lista que elenca as primitivas das prin-
cipais funcoes elementares. Como exercicio, mostre por derivacao que as
funcdes realmente sdo primitivas.

PRIMITIVAS DE FUNCOES ELEMENTARES

(‘ xn+1
x"dx =
J n+1

1
+C (n#-1), f;dx=1n|x|+C
X

Ina

f‘
e*dx=e*+C, a*dx = +C (a>0,a#1)

e
)

cosxdx—sinx+C, fsinxdxz—cosx—i—c
sec?xdx =tanx+C, Jcsczxdx:—cotx+C
secxtanxdx =secx +C, fcscxcotxdxz—cscx+C

dx =arcsinx + C, dx =arccosx + C

—1
J V1—x?

7’_.
=
Y

dx =arctanx + C

1+ x2

f
J
J o=
Jw
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3.3 W Técnicas de integracao

Ao nos depararmos com integrais que ndo sdo imediatamente resolvidas
pela aplicacdo direta das férmulas de integragdo bdsicas para as funcoes
elementares que acabamos de ver, recorremos a técnicas de integracao.
Estas técnicas expandem nosso repertério para abordar o problema de
encontrar a primitiva de uma variedade mais ampla de func¢ées integra-
veis. No fim, todas as técnicas sdo manipulacdes permitidas que ndo alte-
ram a primitiva que estivermos tentando encontrar mas facilitam a redu-
¢do de uma integral aparentemente complicada a integral de uma funcao
elementar, que conhecemos a primitiva diretamente.

Nao existe forma sistemadtica para olhar para uma integral e ja saber
qual técnica usar, mas a experiéncia com a resolucdo de questdes e o re-
conhecimento de alguns padroes vai te ajudando, com o tempo, a pegar
o jeito. Vamos estudar cada uma das técnicas agora.

3.3.1 W Substituicdo

SUBSTITUIGCAO

Também conhecida como mudanca de variavel, envolve substituir
uma parte da func¢do no integrando por uma nova variavel. Se f
é continua em [a, b] e g é diferenciadvel e sua derivada é continua
em [c,d], onde g([c,d]) C[a, b], entdo podemos chamar u = g(x)
de tal forma que d u = g’(x)d x e transformar a integral:

g(d)

b
J f(g(x)g'(x)dx = fu)du,

g(c)

E um pouco dificil de entender a dinamica dessa técnica lendo apenas
a definicao, entdo observemos o seu uso na pratica.
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EXEMPLO 10

J cos(2x)dx

Fazendo a substitui¢do u = 2x, temos du = 2dx, oudx = 4. A
integral torna-se

1 1 1
— | cos(u)du = —sin(u)+ C = -sin(2x)+ C
2 2 2

Quando trabalhamos com integrais definidas, precisamos tomar um
cuidado adicional com os intervalos de integracao ao realizar mudangas
de variavel, porque em geral eles ndo se manterdo os mesmos apoés rea-
lizarmos a substituicdo. Ao chamar u = g(x) em uma integral definida
em um intervalo [a, b], os novos extremos de integracdo sao obtidos ao
avaliar u = g(x) em a e em b, como foi mostrado na definicao.

ANIMACAO: INTEGRAL COM EXPONENCIAL DE ARCSIN

Escaneie o QR code para assistir o meu video de resolugdo de
earcsinx

Vv1—x2

esse conceito!

dx e eleve o seu conhecimento, visualizando melhor

ANIMAGAO: INTEGRAL DO PROBLEMA DE KEPLER

Escaneie o QR code para assistir a animacdo sobre a integral
que aparece no problema de Kepler e eleve o seu conhecimento,
visualizando melhor esse conceito!
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3.3.2 H Integracao por partes

INTEGRACAO POR PARTES

Essa técnica é obtida a partir da regra do produto das derivadas
e costuma ser utilizada quando o integrando é o produto de duas
funcoes entre as quais uma é facilmente derivavel e a outra é facil-
mente integravel. Se u(x) e v(x) sdo funcoes diferenciaveis em um
intervalo [a, b], entdo:

b

b
j u(x)v'(x)dx = u(x)v(x)ls—f v(x)u'(x)dx,

onde u(x)v(x)| Z representa a avaliacao de u(x)v(x)nos limites su-
perior e inferior do intervalo, calculando sua diferenca: u(b)v(b)—

u(a)v(a).

EXEMPLO 11

Usemos integracado por partes para resolver a integral abaixo:

fxexdx

Escolhendo u(x)= x e v/(x) = e*dx, obtemos u/(x)=1e v(x)=
e” por integracao direta®. Assim, a integral torna-se

Jxexdxzxex—fe"dx:xex—ex+(3

Note que, nesse caso, calculamos uma integral indefinida, entao
nao foi necessdrio avaliar as funcoes nos extremos. A técnica pode
ser usada para obter tanto integrais definidas quanto indefinidas,
assim como a substituicao.

licensed to ANTONIO R S S|l VA - e52h849n@anonaddyv me - HP2839900606


https://www.instagram.com/reel/C4N-vsMr3ld/?igsh=c3g5aTdzemlwcTdn

“Geralmente incluiriamos uma constante de integracdo aqui, mas no fim s6
queremos achar v(x), uma primitiva de v’(x), entdo podemos tomar essa constante
como sendo zero.

ANIMAGAO: DEDUGAO DA FORMULA DA INTEGRAGAO POR PARTES

Escaneie o QR code para assistir a animacao sobre a integracao
por partes e eleve o seu conhecimento, visualizando melhor esse
conceito!
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3.3.3 W Fracoes parciais

FRAGCOES PARCIAIS

Essa é uma técnica aplicada quando temos um integrando que é
uma fungao racional, isto é, quocientes de polindmios. Ela con-
siste em expressar uma funcdo racional complexa como a soma
de termos mais simples, que podem ser facilmente integrados.
Uma func¢ao racional ggg, onde P e Q sao polindmios e o grau de
P é menor que o grau de Q, pode ser decomposta em uma soma
de termos de polindmios e fracdes mais simples cujos denomina-
dores sao fatores de Q(x). Primeiro, fatora-se o denominador Q(x)
completamente. Entao, para cada fator do denominador, atribui-
se uma constante ou um polinémio no numerador, dependendo se
o fator € linear ou quadrético, respectivamente. Apds a atribuicao,
determina-se os coeficientes desconhecidos através da igualdade
com a fungao original.
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EXEMPLO 12

Vamos usar fracdes parciais para resolver a integral a seguir:

2x+3
—dx
x2+x—2

onde podemos fatorar o denominador: x2+ x —2 = (x +2)(x —1).

: 2043 _ A, B
Em seguida, expressamos 12 T =7 e resolvemos para A

X24+x—2
e B, realizando essa ultima soma de fragdes e igualando os coefi-
cientes dos polindmios no numerador do lado esquerdo e direito.
Obtemos um sistema de equacdes onde as incégnitas a serem de-
terminadas sdo A e B. Obtidas essas duas constantes, a integral

fica a soma de duas integrais simples:

2x+3 dx dx
———dx=A +B
x2+x—2 x+2 x—1

que podem ser resolvidas por substituicdo u = x+2e u = x —
1, obtendo integrais do tipo du /u, que por sua vez resultam em
termos da forma In|u«|. No final, encontramos:

2x+3 1
————dx==-(5In|1—x|+In|x+2))+C
xX2+x—-2 3

ANIMACAO: FRAGOES PARCIAIS

Escaneie o QR code para assistir a minha animacdo sobre fracdes
parciais e eleve o seu conhecimento, visualizando melhor esse
conceito!
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3.3.4 W Técnica de Feynman

TECNICA DE FEYNMAN

A técnica de Feynman é um método poderoso para avaliar inte-
grais paramétricas complexas. Ela consiste em introduzir um pa-
rametro auxiliar na integral e, em seguida, diferencia-la em relacao
a esse parametro, o que costuma simplificar o processo de inte-
gracdo. O método é especialmente ttil quando o integrando tem
uma forma que pode ser tratada por diferenciacdo em relagao ao
parametro — reconhecer isso vai envolver um pouco de prética e
experiéncial Dada uma integral I(a) = f f(x,a)dx, onde a é um
parametro, diferenciamos ambos os lados em relacao a a:

dI 2
@—f %f(x,a) dx.

Ap6s calcular essa derivada, integramos em relacdo a ¢ para en-
contrar o valor da integral original. Esse processo permite simplifi-
car muitos problemas complexos de integracao, transformando-os
em integracdes mais simples ap6s a diferenciacao.

ANIMAGAO: A INTEGRAL MAIS DIFICIL QUE EU JA VI

Escaneie o QR code para assistir a minha animacao que mostra a
técnica de Feynman em acgao!

3.4 W Area entre funcoes

Quando desejamos calcular a drea delimitada entre duas funcoes, f(x)e
g(x), sobre um intervalo [a, b], podemos atingir esse objetivo integrando
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a diferenca entre as funcées da forma seguinte:

b
A=J |f(x)—g(x)ldx

onde a e b sao as abscissas dos pontos de interse¢do entre as funcoes. O
modulo serve para garantir que a drea delimitada seja positiva, mas pode
ser ignorado se vocé estudar o grafico das fungdes e colocar a ordem da
diferenca de tal forma que a funcdo que estd “por cima” venha primeiro
do que a funcdo que esta “por baixo”.

N

4

Em alguns casos, serd necessdrio particionar o intervalo em dois ou
mais subintervalos se as funcdes se alternarem em quem estd por cima ou
por baixo, ou seja, se tiverem vdrias interse¢oes no intervalo dado. Dessa
forma, separamos as integrais para cada subintervalo e colocamos a or-
dem da diferenca no integrando de forma apropriada para manter a area
positiva.

EXEMPLO 13

Considere as fungoes f(x) = x2+1 e g(x) = 2x + 1. Queremos
calcular a drea delimitada entre f(x) e g(x) no intervalo [0, 2].

1. Primeiro, determinamos os pontos de intersecdo entre f(x)
e g(x) resolvendo a equagéo f(x)=g(x):

xX2+1=2x+1.
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Simplificando, obtemos:
x> —2x=0=x(x—2)=0.

Portanto, as fungées se interceptam em x =0 e x = 2, que
sdo os limites do intervalo dado.

Z N

. Verificamos qual fung@o esta "por cima"em cada ponto do
intervalo. Observamos que para x € [0,2], g(x) = 2x + 1
¢ maior que f(x) = x?+1. Logo, podemos escrever a drea
como:

2
=f [g(x)—f(x)]dx.
0
. Substituimos as funcdes e integramos:
2
A:f [(2x+1)—(x*+1)]dx
0

Simplificando o integrando:

2
:f (2x —x*)dx.
0

. Calculamos a integral:

J(Zx xHdx = [x —-—

Avaliando nos limites de integracao:
, 28 , 0° 8 12—-8 4
A=|2"—— || 0" —— =4——=—=§.

. Portanto, a drea delimitada entre as funcées f(x) e g(x) no
intervalo [0,2] é 3 unidades quadradas.
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3.5 H Comprimento de arco

O comprimento infinitesimal dS de um arco descrito pela curva de uma
funcdo continua e diferencidvel y = f(x) é dado pelo teorema de Pitago-

ras:
d 2
ds=y/dx? +dy?=1 1+(£) dx,

portanto, o comprimento do arco de descrito pelo grafico de f(x), de x =
a até x = b, em coordenadas cartesianas, € a integral (soma dos arcos

infinitesimais):
b b
Szf dS:f 1+[f/(x)2dx.
a a

Este cdlculo também pode ser estendido para coordenadas polares, onde
afuncao é dada por r = f(0), e o comprimento doarcode 8 =a até § = b

b
S =f VIf(0)2+1f(0)]do.

e:

-

A\ 4

\
|
\

a b

EXEMPLO 14

Considere a fungdo f(x) = x%/?> e queremos calcular o compri-
mento do arco de x =0 até x =1.
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. Primeiro, encontramos a derivada de f(x):

f'(x)=gx1/2.

. Substituimos f’(x) na férmula para o comprimento de arco:

S:f 1+(—x1/2) dx.
0 2

Simplificando a expressao dentro da raiz:

1
\ 9

Szf 1+—xdx.
0 4

. Usamos a substituicdo u =1+ %x, o que implicadu = %dx
oudx =j3du.

. Quando x =0, u=1; equando x =1, u =%} Assim, a inte-

gral torna-se:
13/4

S= —du.
1 ‘/_9 ¢

. Simplificamos e integramos:

13/4
4 2 13/4
S=- u?du = S=—--=u%"?
) 9 3

1

. Avaliamos a integral nos limites:

-2((2)")

. Assim, o comprimento do arco de f(x) = x*? de x = 0 até
x =1 é aproximadamente S ~ 0.590 unidades.
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3.6 ® Volume do sélido de revolucao

O método dos discos é uma técnica para determinar o volume de um s6-
lido de revolucao, que é a forma tridimensional resultante da rotacao de
uma func¢do y = f(x) em torno de um eixo. Esse método é baseado na
ideia de somar os volumes de discos infinitesimais que compdem o s6-
lido. Considere a fun¢do y = f(x), definida no intervalo fechado [a, b],
sendo girada em torno do eixo x. Ao girar a funcdo, cada ponto (x, f(x))
traga um circulo cujo raio é dado pelo valor de f(x) nesse ponto.

A drea de cada circulo é 71[ f(x)]?> (lembre-se da férmula da area do cir-
culo). Quando tomamos um pequeno segmento d x, o volume infinite-
simal que esse disco representa é 7[f(x)]?d x. Integrando essa drea do
disco ao longo do intervalo de x de a a b, obtemos o volume V do sélido
de revolucao:

b
V=7'L'f [f(x)Pdx.

Aintegral soma todos os pequenos volumes de discos ao longo do eixo
x, resultando no volume total do sélido.

b
v

Para a representacdo em coordenadas polares, onde temos r = f(8),
o volume do sélido gerado pela rotagdo da curva em torno do eixo po-
lar é calculado de maneira semelhante, mas levando em consideracao a
distancia radial r e o angulo 0. A rotacdo em torno do eixo polar significa
que o volume de cada fatia é influenciado pela funcdo f(8) e sua derivada
f/(0), assim como pelo seno do 4ngulo 6, que determina a altura de cada
fatia circular do sélido de revolucdo. Portanto, o volume em coordenadas
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polares é dado por:

b
V= Zﬂj f(0)sin(0)[f'(6)1d6 .

ANIMAGAO: VOLUME DO SOLIDO DE REVOLUCAO

Escaneie o QR code para assistir a animacao sobre o cédlculo do
volume de um sélido de revolucao e eleve o seu conhecimento,
visualizando melhor esse conceito!

EXEMPLO 15

Vamos encontrar o volume do s6lido gerado pela rotacdo da fun-
¢do f(x)= x? ao redor do eixo x, no intervalo x €[0,1].

1. Aplicando a férmula diretamente:
1
1% :nf [f(x)?dx.
0

2. Substituimos f(x)= x? na integral:

1 1
V:nf (xz)zdx:ﬂf x*dx.
0 0

3. Calculamos a integral:

%7 1 =«
V=n|—| =n-—=—.
5, 5 5

4. Portanto, o volume do sélido gerado pela rotacdo da curva
y = x? no intervalo x € [0,1] ao redor do eixo x é V = %
unidades cubicas.

Pergunta: que sélido é formado pela revolucdo que fizemos?
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3.7 W Area superficial do sé6lido de revolucéo

Quando calculamos a 4rea da superficie de um sélido de revolucao, es-
tamos interessados em quantificar o “tecido” que revestiria esse sélido.
Consideremos que este “tecido” é constituido por uma colecdo de faixas
infinitesimais que, juntas, recriam a superficie do sélido.

Para uma funcédo y = f(x), definida de [a, b], que é girada em torno
do eixo x, a drea d A de cada faixa é igual ao comprimento de arco infi-
nitesimal de f sobre o intervalo diferencial d x, vezes a circunferéncia do
sélido neste ponto, que é 27 f(x). Estamos aproximando a espessura do
cilindro pelo comprimento infinitesimal de arco. Com efeito,

dA=02nf(x))dS =2nf(x)y/1+(f"(x))2dx

b b
=>A=f dA=27'cf FOV1+(f(x) dx.

v

as
| |
| | |
anll |
il
I

Esse célculo, muitas vezes chamado de método dos cilindros ou mé-
todo dos anéis, nos dé a area da superficie do sélido de revolucao em co-
ordenadas cartesianas. Para coordenadas polares, com a fun¢ao dada por
r = f(0), alégica é a mesma, mas agora o comprimento de arco € influen-
ciado pela variacdo de 6 e a largura de cada faixa é ainda 27t f(0). A 4rea
superficial para a revolucdo em torno do eixo polar é dada por:

b
. f FOWLFOR+(£10)]d6.
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EXEMPLO 16

Vamos calcular a drea da superficie do sélido gerado pela rotacdo
da funcdo f(x)= x em torno do eixo x, no intervalo x €[1,3].

1. Aférmula para a area superficial de revolucao é:

3
A=27Tf FOOV1+(f(x) dx.
1
2. Substituimos f(x)= x e calculamos f’(x):
fl(x)=1.

3. Substituindo na férmula da drea, temos:
3
AzZﬂf x4/ 1+(1)2dx.
1
4. Simplificamos a expressao dentro da raiz:

3
A=27‘L’f xV2dx.
1

5. Podemos simplificar ainda mais, fatorando 2 para fora da
integral:

3
A=2n«/§f xdx.
1

6. Agora, integramos x em relacao a x:

3
A=2m/§[x—2] )
2

1

7. Substituindo os limites, obtemos:

32 12
A=2nv2| =———|.
2 2
8. Calculando cada termo, temos:
9 1 8
A=27‘c«/§(§—§)=2n\/_-5=877:«/§.
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9. Portanto, a area da superficie do s6lido gerado pela rotacdo
de y = x nointervalo x €[1,3]em torno do eixo x é A= 8m+/2
unidades quadradas.

Pergunta: que sélido é formado pela revolugdo que fizemos?
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3.8 M Exercicios de integrais

Questao 96. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Calcule a integral definida a seguir.

%
f cos® x dx
0

93

Questao 97. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Encontre o resultado para a seguinte integral definida:

1.3
x°+1
dx
0 x+1

Questdo 98. Problemas Selecionados de Célculo - V. H. S. Lins (2024)

Calcule

Jxe_xzdx

Questio 99. Célculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Determine

f Vsinxcosxdx

Questao 100. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Calcule a drea do conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x2 <

y<V/x.
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Questao 101. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Ache a 4drea da regido limitada pelas curvas y =sin x, pelareta y =
1, e pelo eixo das ordenadas, considerando a regido a direita do
eixo y.

Questdo 102. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Calcular a 4rea do segmento de pardbola y = x2, que corta a reta
y=3-2x.

Questdo 103. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Determine f secxdx.

Questdo 104. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Calcule f tan® xd x.

Questiao 105. Célculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Encontre

dx
2x24+8x+20

Questdo 106. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Demonstre que para todo n > 1 natural vale

1 n—2
sec" xdx = sec"?xtanx + —— | sec" ?xdx
n—1 n—1
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Questao 107. Problemas Selecionados de Calculo - V. H. S. Lins (2024)

Questdo 108. Instituto de Fisica - USP (2024)

A seguinte integral aparece na resolucdo do problema de Kepler:

dr

I=
ry2Er2+2r—p;

sendo E < 0 e py > 0 constantes reais. Sabendo que I = p_19 f de,
determine r(0) resolvendo a integral e isolando r em fungao de 6.
Mostre que r(6) descreve a equagdo de uma elipse em coordena-
das polares.

Questdo 109. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Sejam a # 0 e f constantes. Determine a integral abaixo.

1
Ja2+(x+/5)2dx

Questdo 110. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Calcule

dx
(x=D(x+2)(x+3)

Questdo 111. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Encontre

dx
xX3—2x24+x"
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Questao 112. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Obtenha o resultado para a integral indefinida abaixo.

1
f S N
1—cosx+sinx

Questiao 113. Célculo das Func6es de uma Variével - G. Avila (2003)

Ache

1+sinhx
——dx
1+coshx

Questao 114. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Encontre
Ind(w)

—d
wvlnz(w)—4 v

Questao 115. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Calcule f xsinxcosxdx.

Questdo 116. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Obtenha o resultado para a integral indefinida abaixo.

J In(ln x) I
X

Questdo 117. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Determine a integral abaixo e verifique sua resposta através da de-
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rivagdo.

21
f vV1+cosxdx
0

Questdo 118. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Obtenha o resultado da seguinte integral indefinida

V24 x2—+/2—x2

4

Questao 119. Célculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)
i3
sin” x
——dx
2+cosx

Questao 120. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Encontre

Encontre ¢, 8 € R de modo que sin6x cosx = %(sinax +sin B x).
Sugestdo: use sinacosb = %(sin(a + b)+sin(a — b). Depois disso,
calcule f sin6x cosxd x.

Questiao 121. Célculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Determine

dx
/bt arx?

Questao 122. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Calcule

2
f In(x +2)d x

-1
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Questao 123. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Ache
f arctan(v/x)d x

Questao 124. Célculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Mostre, por integracdo, que

ax Dsin(bx)+acos(b x)
az+ bz

J e cos(bx)dx=e

Questdo 125. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Mostre que

Dica: use o teorema do valor médio.

Questdo 126. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Calcule )
d sin x 1

— dt
dx 3 1—1¢2

Questdo 127. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Determine

dx

earctanx xln(l + x2)+ 1
14 x2
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Questao 128. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

Ache .
1
J seci(In x) dx
x

Questao 129. Célculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Calcule

f X arctan(\/ x2— l)dx

Questdo 130. O Calculo com Geometria Analitica - L. Leithold (1994)

A catendria é a curva formada por um cabo flexivel com densidade
uniforme, pendurado entre dois pontos, sob a acdo de seu préprio
peso. Alguns cabos de suspensdo de pontes e fios de telefone pre-
sos a dois postes apresentam essa forma. Se o ponto mais baixo da
catenaria for (0, a), podemos mostrar que a equacao dela é

y=acosh(2), a>0

Ache o comprimento do arco da catendria definida pela equacdo
anterior, entre os pontos (0, a) e (x;, y1), onde x; > 0.

Questao 131. Célculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Determinar a drea interior a lemniscata p = a+/'cos26.

Questao 132. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Achar a area limitada pelo astréide, definido através da equacao
seguinte:
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Questao 133. Célculo Diferencial e Integral - N. Piskunov (1988)

Encontrar o comprimento da cardidide p =a+'1+cos6.

Questdo 134. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-
dovitch (1987)

Determine o comprimento do astréide definido através da equa-
cao

Questdo 135. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Considere um tridngulo isésceles situado no semiplano y > 0 e
com base paralela ao eixo x. Mostre que o volume do s6lido obtido
pela rotacao deste tridngulo, em torno do eixo x, é igual ao pro-
duto da érea deste tridngulo pelo comprimento da circunferéncia
gerada, na rotacgdo, pelo baricentro do triangulo.

Questdo 136. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Achar o volume do toro, formado pela rotagéo do circulo x2+(y —
b)> =a?,dado que b > a > 0, em torno do eixo O x.

Questao 137. Problemas e Exercicios de Andlise Matematica - B. Demi-

dovitch (1987)

Encontrar a drea da superficie formada ao girar um arco da cicl6ide
x=a(t—sint), y =a(l—cost), em torno do seu eixo de simetria.

Questdo 138. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Calcule a 4rea da superficie gerada pela rotacdo, em torno do eixo
x, do grafico da fungdo f(x) = coshx, considerando que x €
[—1,1].
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Questao 139. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Calcule

2
J x3(x—2)"%x
1

Questdo 140. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Suponha f continua em [—1,1]. Calcule fol f(2x—1)d x sabendo
que f_ll fu)du=5.

Questdo 141. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Seja f uma funcao par e continua em [—r, r], r > 0. (Lembre-se: f

par & f(—x)= f(x).)
0 r
f f(x)dxzf f(x)dx.
—r 0

(b) Concluade (a) que

(a) Mostre que

f(x)dszf f(x)dx.
—r 0

Interprete graficamente.

Questao 142. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

J sin(nx)cos(mx)dx

—T

sendo m e n naturais nao nulos.
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Questao 143. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Calcule -
f sin(nx)sin(mx)dx
—T

sendo m e n naturais nao nulos.

-
g

Questdo 144. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Calcule

f cos®(5x)dx

-
.

Questdo 145. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Calcule

f cos® (x)(l + v/ sin x)dx

Vs
.

Questao 146. Um Curso de Calculo - Guidorizzi (2013)

Calcule o comprimento do grafico da funcao dada

4
y=§x+3 , 0<x<L2

-
.

Questdo 147. Célculo - Stewart (2013)

xZ
f (xZ + a2)3/2 dx

Por substituicdo trigonométrica.

Calcule

-~
o
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Questdo 148. Calculo - Stewart (2013)

Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo em torno do eixo
x da regido delimitada pelas curvas y = o5, y =0, x =0 e x =3.

Vs
.




Questao 149. Calculus - Apostol (1967)

Resolva usando integracao por partes

szsinzxdx

103

Questiao 150. Calculus - Apostol (1967)

Calcule

f xM1+x%)P°dx
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Somatorio e Produtorio

Neste apéndice, exploraremos as notacdes de somatério e produtoério, que
aparecem em diversos momentos ao longo do livro. A notacdo de soma-
tério é uma maneira compacta de representar a soma de uma sequéncia
de termos. Ela é expressa pelo simbolo Y, seguido de uma variavel de in-
dice, que indica o termo da sequéncia que estamos somando. Ela possui
a seguinte forma geral:

n
Zai =amt+am tappt+--t+ay
i=m
onde:
e | é avariavel de indice
¢ m é o valor inicial do indice;
¢ n é o valor final do indice;

* a; é o termo geral da sequéncia que estamos somando.

EXEMPLO 17

Para ilustrar, considere a soma dos cinco primeiros nimeros intei-
ros positivos. Usando a notagao de somatoério, temos:

5
Zi=1+2+3+4+5=15
i=1

Algumas propriedades tteis da notacdo de somatério incluem:
1. Distributividade: > (a;+b;)=>1_ a;+>.. b

2. Fatoragdo de Constantes: >, c-a;=c-y.. a; onde ¢ é uma
constante.
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3. Somatério de uma Constante: Zl":m c=c-(n—m+1)

Essas propriedades permitem simplificar somas complexas e sdo frequen-
temente usadas em manipulacdes algébricas. Alguns somatérios apare-
cem com frequéncia e tém resultados conhecidos, como:

* Asoma dos primeiros 7 ntimeros inteiros: 3, i = 2%+

. . . 1)(2 1
* Asoma dos primeiros n quadrados: 3 2 = “1entl)

A notacdo de produtério, expressa pelo simbolo [ [, é uma maneira com-
pacta de representar o produto de uma sequéncia de termos. Assim como
a notacdo de somatorio, ela também possui uma varidvel de indice. Ela
tem a forma geral:

n
l_[ ;i =0 Ayl A2 00 ay
i=m
onde:
e | é avariavel de indice
e m é o valor inicial do indice;
¢ 1 é o valor final do indice;

* a; é o termo geral da sequéncia que estamos multiplicando.

EXEMPLO 18

Parailustrar, considere o produto dos cinco primeiros niimeros in-
teiros positivos. Usando a notacao de produtério, temos:

5
l_[i:1~2-3-4-5:120

i=1

Algumas propriedades tteis da notacdo de produtério incluem:

e Distributividade da Multiplicacdo sobre Produtos: ]—[n (a; - b;) =

n n i=m
ni=m ai- Hi:m bi

¢ Produtério de uma Constante: Se a; = ¢ para todos os i, entao

n — ~n—m+l
Hi:m c=c
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Essas propriedades permitem simplificar produtos complexos e sdo tteis
em manipulacdes algébricas. Em alguns casos, somatorios e produtérios
podem aparecer combinados. Por exemplo:

n m
2
i=1 j=1
Essa expressdo representa uma soma de produtos, onde cada produto é
tomado em relacdo ao indice j e a soma em relacdo ao indice i. Essas

combinagdes sdo comuns em dreas como dlgebra linear e andlise combi-
natoria.
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Conteudo de apoio: animacoes!

Talvez vocé saiba que no meu Instagram (@vhslins) eu produzo contetido
de fisica e matemaética por meio de animacdes criadas em Python, através

dabiblioteca Manim (criada pelo Grant Sanderson do canal 3Bluel Brown).

As animag6es sao um poderoso recurso didatico e podem ser peca-chave
para vocé conseguir entender um conceito. Resolvi incluir nesse livro de
célculo algo inédito: um link para uma playlist que serd atualizada com
o tempo, onde eu irei subir animacdes adicionais as que ja estdo dispo-
niveis no livro e que servirdo de apoio para o seu estudo. Se certifique
de consulta-la periodicamente e nao perder as animacoes exclusivas que
vocé terd acesso por ter investido neste livro. Para acessar, basta escanear
0 QR Code a seguir.

ANIMAGAO: CONHECA A PLAYLIST COMPLETA!

Escaneie o QR code e salve a playlist onde estarei subindo anima-
¢Oes constantemente para servir de apoio ao seu estudo!
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Bibliografias recomendadas

Quase todas as questdes desta obra foram selecionadas e extraidas das
principais bibliografias de Célculo utilizadas no mundo todo: Spivak, Pis-
kunov, Demidovitch, Leithold, Guidorizzi... fora as questdes que eu pe-
guei de provas e listas anteriores do Instituto de Matemadtica e Estatistica
e do Instituto de Fisica da USP. Algumas eu mesmo criei, porque achei
que cabiam bem para te ensinar algo novo e te deixar mais inteligente.
Além disso, toda a teoria presente nesta obra é fundamentada no con-
teudo dessas literaturas. Procurei trazer aqui a minha abordagem e pro-
posta didatica, minhas explicacdes, ilustragdes, animacoes e resolucoes
para te ajudar no seu processo de aprendizagem.

Porém, é evidente que essa ndo pode ser a sua tnica fonte de estudo
se quiser ter uma formac¢do completa em Cdlculo. Com efeito, vocé nao
deve se ater nunca a um livro sé6 durante a sua formacdo — cada autor
explora os assuntos de forma diferente e uma perspectiva nova pode ser
tudo que vocé precisa para entender algo que outrora estava impossivel.
Nesse cendrio, eu gostaria de enfatizar minhas recomendacdes de livros
de Célculo, de acordo com o meu julgamento dos seus niveis de dificul-
dade (para que vocé tenha alguma referéncia e acabe ndo pegando um
livro muito dificil e levando um choque).

¢ Introducao (pode ser usado até por quem estd no ensino médio):
Cdlculo em Quadrinhos, Larry Gonick (de Harvard). Nao subestime
esse livro, apesar de ser em quadrinhos ele ensina muito.

¢ Nivel I: Cdlculo, Volume 1, Stewart. Bom se vocé vai comecar do
zero e nao tem uma base forte em matematica.

e Nivel II: Um Curso de Cdlculo, Volume 1, Guidorizzi; Cdlculo com
Geometria Analitica, Leithold. Livros com explicacoes sélidas, sdo
completos, possuem bons exercicios, mas a linguagem néo é facil.
Necessario se debrucar sob vérias passagens e estudar com afinco.
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 Nivel III: Differential And Integral Calculus, Volume 1, Piskunov; Pro-
blemas e Exercicios de Andlise Matemdtica, Demidovitch. O primeiro
é excelente, bem detalhado e explora bastante os exemplos, possui
6timos exercicios, é o pacote completo. O segundo é um livro de
questdes e possui milhares delas. A maioria das questdes do De-
midovitch nao sdo faceis, mas é uma 6tima referéncia para quando
vocé estiver querendo praticar, caso vocé ja tenha terminado todas
as questdes do meu livro.

* Nivel IV: Calculus, Spivak. E o livro de Célculo mais técnico que co-
nheco, preciso, bem humorado e detalhista. Fenomenal, mas exige
uma maturidade razodvel em matemadtica para conseguir acompa-
nhar em sua inteireza.

Todos os que citei sdo livros-texto e possuem a minha recomendacao
de leitura em paralelo ao que vocé consumir neste livro aqui. Aprovei-
tando o ensejo, se vocé acessar o link da minha bio no Instagram (@vhs-
lins) poderd baixar o meu guia de estudos gratuito onde h4 todas as mi-
nhas indicagdes de livros e playlists de estudo, ndo s6 de cdlculo mas das
principais disciplinas dos cursos de exatas.
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Orientacoes para estudar matematica

D.1 H Como saber se tenho boa base em matematica?

Como saber se consigo pilotar bem um jato? Ora, eu devo me testar com
alguns conhecimentos teéricos sobre pilotagem e também me testar vo-
ando e avaliando o desempenho do voo. Como saber se sou um bom jo-
gador de xadrez? Ora, eu devo resolver alguns puzzles para avaliar mi-
nha capacidade de reconhecer bons movimentos e também jogar algu-
mas partidas de xadrez para ver como me saio na pratica contra um ad-
versdrio. No fim, faco a revisdo da partida e revejo meus erros. Ou seja, a
Unica forma de saber se vocé tem uma boa base é resolvendo uma bateria
de questdes de matematica basica e avaliando o seu desempenho. Vendo
forcas e fraquezas.

Nao sei se vocé sabe, mas eu escrevi um livro sobre matematica ba-
sica. Acesse o Instagram da minha editora (@mobiuseditora) para mais
informacades.

D.2 W Existe forma certa de estudar matematica?

A resposta é que ndo. Cada um se identifica com uma abordagem di-
ferente para estudar e contanto que vocé passe a sentir sua abordagem
funcionando, estard no caminho certo. Porém, h4 alguns principios que
é consenso para a maioria dos que estudam matemdtica com sucesso,
como: estudar por livros, anotar suas ideias durante uma leitura, escre-
ver definicoes e demonstracdes com suas proprias palavras e do seu jeito,
analisar exemplos resolvidos e procurar por padrées, orientar o seu es-
tudo a resolucdo de exercicios e aprender com 0s seus erros.

Se vocé seguir esses principios e adaptar a metodologia geral para algo
que funcione para vocé, no seu ritmo e rotina, tenho certeza que sua for-
macao serd brilhante.
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D.3 B Matematica € dificil, o que fazer?

Com toda a humildade possivel, vocé deve aceitar esse mundo novo, que
vocé vai ter que engatinhar para aprender, que haverd dificuldade, que
vocé vai ter que aprender o idioma abstrato da matematica para sequer
conseguir ler o que estd nos livros... que serd um processo. Viva esse pro-
cesso, enquanto o meio académico fizer sentido para vocé, porque ele
estd cheio disso. A dificuldade ndo é s6 sua, mas de todo mundo que es-
tuda matematica. Sinta-se acolhido pela comunidade e respeite o pro-
cesso. Nao tente se livrar das dificuldades, mas aprender a conviver com
elas e entender que, depois de um tempo, o que era dificil vai se tornar
mais facil e outros desafios virao.

D.4 B Como saber se eu aprendi algo e avancar?

Vamos supor que vocé estd estudando sobre polindomios. No primeiro
contato, vocé estuda e resolve questdes a nivel de vestibular. Serd que
isso vai ser suficiente para o que vocé vai precisar de polinémios na fa-
culdade? Provavelmente nao. Dai vocé estuda polindmios na faculdade e
resolve questdes a nivel superior. Serd que isso vai ser suficiente para dar
uma aula a nivel superior sobre polindmios? O mais provavel é que ndo. O
que vocé deduzimos disso é que vocé precisa de um objetivo com aquele
estudo, um parametro para saber quando estd bom. Estabelecendo o pa-
rametro, vocé se testa por meio de questdes e com um grau de acerto vocé
pode seguir em frente para outros assuntos. A hora de avangar para um
novo contetido é aquela em que o seu parametro de avanco foi atingido.
A definicao do parametro de avanco depende do seu objetivo. Se for um
vestibular, por exemplo, um bom pardmetro de avanco é conseguir resol-
ver uma série de questdes anteriores daquele assunto no vestibular, que
toquem em todos os pontos da teoria estudada.
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Resolucoes Comentadas

Enfatizo: s6 olhe essas resolucées quando tiver admitido “eu desisto”. O
mundo real ndo tem soluciondrio, procure aprender a resolver os proble-
mas sozinho.

SoLuGAo 1

Como estamos avaliando o limite pela direita do 1, ou seja, nime-
ros estritamente maiores do que 1, temos que |x —1|= x—1 e, por-
tanto, podemos reescrever o limite como

x2—1 x+1)(x—1
lim =limw=limx+l=1+l=2
x—1t x—1 x—1+ (x—l) x—1+

SOLUGAO 2

Primeiramente, reescrevemos v x2—1 como +/(x +1)(x —1) e dis-
tribuimos o denominador v x —1:

: (\/(x+1)(x—1) ‘/x—l)
lim 4
vx—1 vx—1
O primeiro termo se simplifica para v x + 1. Para o segundo termo,

fatoramos o numerador multiplicando por J@:} e aplicando a di-
ferenca de dois quadrados, resultando em:

x—1+

x—1
Vx—1(/x+1)
Em seguida, multiplicamos o numerador e o denominador por
v/ x —1 para racionalizar e obtemos, ap6s realizar a devida simpli-

ficacdo do numerador com o denominador (pois aparece um fator
x—1 em cima e em baixo):

116
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x—1
Jx+1

Aplicando o limite a cada termo separadamente:

vx—1
lim vV x+1+ =v2+0=+2
x—1+ vx+1

SOLUGAO 3

Para encontrar o limite quando x tende a infinito, podemos dividir
o numerador e o denominador por x (note que no denominador
podemos colocé-lo para dentro da raiz na forma de x?:

. 3x+4 , 42
Iim ——= lim ————
X—+00 1/2x2_5 X—+00 %_i
x2 x2

Simplificando, obtemos:

3+4
li+ x5
—+00

X 2_?

A medida que x tende a infinito, % e % tendem a 0, simplificando
ainda mais a expressao:

Portanto, o limite é

-

SOLUGAO 4

Podemos reescrever a expressao usando identidades trigonométri-
cas:

sin(3x 1
limtan(3x)csc(6x)=lim L - —
x—0 x—0 cos(3x) sin(6x)

Observe que cos(3x) tende a 1 quando x tende a 0. Portanto, a ex-
pressao pode ser simplificada como:
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sin(3x)

im —
x—0 sin(6.x)

Usando o limite trigonométrico fundamental lim,,_, $24%) “x)

demos reescrever a expressao como:

_]_ po-

3x sin(3x) 6x

x—0 6X 3x sin(6x)

Simplificando, obtemos:

1 . sin(3x) 6x 1 1
—-lim -lim =—-1-1=—
2 x—=0 3x x—0sin(6x) 2 2

Portanto, o limite é 1.

SOLUGAO 5

Reescrevendo a expressao usando identidades trigonométricas, te-
mos:

i csc36 i 1 sin 6
im im
9—0 cotd 6-0sin30 cosf

Amedida que 0 tende a0, cos 0 tende a 1. Assim, a expressdo pode
ser simplificada para:

sin @

im —
0—0 sin36

Utilizando mais uma vez o limite trigonométrico fundamental

limg_,o =5 S‘““G =1, podemos reescrever a expressao como:

m 0 sinf 30
6—-030 6 sin360
Apés simplificar, obtemos:
1 . sinf . 30 1 1

—.lim dJm—m2—m=—-:1:-1=—
3 650 0 6—-0sin30 3 3

Portanto, o limite é %
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SOLUGAO 6

Vamos primeiramente dividir o numerador e o denominador por
Y, o que nos da:

—‘ar{;w +2
lim ——
-0 1+
Sabemos que lim,,_, tazw 1 (do limite trigonométrico funda-

mental), entdo podemos reescrever a expressao acima, utilizando

o fato de que m:p Y = tany - tamp , 0 que nos da:

tany - tanw +2
lim ———
-0 1+ lp
Como tany — 0 quando i — 0, a expressao pode ser simplificada
para:

0 1+2 2
z/)—>0 14+0 1

Portanto, o valor do limite € 2.

SOLUGAO 7
Para resolver lim,_,q, yoeitSi0 _hodemos dividir numerador e
denominador por x2, o termo de maior grau:

3+ sin x
xhjgo 2 SSinxx+ 1
X e

sin x

Quando x — oo, —0e - — 0, entdo o limite se torna:

3+0 3

2—0+0 2

Portanto, o limite é 5.

SoLUGAO 8

== x), podemos simplificar a expressao:

. xz
Pararesolver lim,_, , o ( —
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) x?—x(x+1) ) x2—x%2—x . —X
Iim ([ ——— |= lim | ——— |= lim ( )
x—+00 x+1 x—+00 x+1 x—+oo\ x +1

Dividindo o numerador e o denominador por x, obtemos:

. —1 —1
im (77)= 175
x—+ 1+x 1+0

SOoLUGA0 9

Para resolver o limite, podemos multiplicar e dividir pelo termo
V(x+12+ i/ x(x +1)+ ¥x2, que faz aparecer uma diferenca de
dois cubos no numerador — lembre-se que a®— b® = (a — b)(a® +
ab + b?):

- (Vx+1-¥x) 3/ (x+12+ 3V x(x+1)+ ¥ x2)
=0 Vix+12+ YV x(x+1)+ Vx2

O numerador se torna x +1—x =1, e 0 denominador é uma soma
de termos que divergem (vdo ao infinito). Portanto, o limite é a
razdo entre 1 e infinito, que é zero.

SOLUGAO 10

Vamos inicialmente focar na simplificacdo do numerador e na
(x2—2x)sin(x2—4)

racionaliza¢ao do denominador de lim,_,, —=—=—"7=

O numerador (x? — 2x)sin(x2 —4) pode ser reescrito como x(x —
2)sin((x —2)(x +2)). Para racionalizar o denominador, multiplica-
mos e dividimos por sua conjugada v x2+4+ +4x, obtendo:

lim x(x—2)sin((x —2)(x +2))(v x2+4+ +/4x)
x—2 (VX2 +4—Vax)(vVx2+4+ V4x)
O denominador simplifica para x% +4—4x, que pode ser reescrito

como (x —2)?. Portanto, a expressdo se torna (apos cancelar o x - 2
do numerador com um dos que estdo no denominador):
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. xsin((x —2)(x +2)(VxZ+4+ +/4x)
o x—2)

Fazendo a substituicdo u = x —2, encontramos:

. (u+2)sin(u(u+4)(v(u+22+4+/4(u+2)
u—0 u

Multiplicando em cima e em baixo por (u +4), poderemos aplicar
o limite trigonométrico fundamental ao termo

sin(u(u +4))
im————=
u—0  u(u+4)

e o restante da expressao no numerador poderd ser avaliada dire-
tamente substituindo u por 0, resultando em:

(0+2)(0+4)(\/(0+2)2 Fa+ \/4(0+2))=32«/E

SoLUGgAo 11

.. . A X F1—vx2 . e ..
Para encontrar o limite lim,_,, Y2+ ‘myltiplicamos e divi-

dimos pela expressdo conjugada do numerador:

i VXt +1—vx2+1 Vxt+1+/x2+1
1im °
X0 x2 Vxi+1+4/x2+1

Isso resulta em:

xt+1—(x2+1) . x*—x?

lim lim
=0 x2(V x4+ 1+vx2+1) 20 x2(Vxd+1++/x2+1)

Simplificando, temos:

x?(x%—=1) 5 x?—1

lim lim
=0 x2(Vxd+1+v/x2+1) =0 Yxd+1++/x2+1

Como x — 0, o limite se torna:

0°—1 -1 1
VOr+1+4/02+1 141 2

Portanto, o valor do limite é —%.
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SOLUGAO 12

Para calcular o limite lim,_,, v/ x + 4/ X—+/X, racionalizamos o nu-
merador:

i Vat+V/x+/x
AR ey

Isso nos da:

X+Vx—x lim VX
\/x+f+f 120V x+ /X + VX

Dividindo em cima e em baixo por +/x:

. 1
lim
= 14+ —= = +1
Como x — 00, ‘F—>0 resultando em:
11
VIF0+1 2

Assim, o valor do limite é %

SoLucgAo 13
Para resolver lim, _,, ff;%, dividimos o numerador e o denomi-
nador por x:

2x | 3 3

Tty _ o 2+%

lim = lim

X

3 . .
Conforme x — 00,2 —0e @ =4/ —0, entdo o limite torna-se:

2+0

1+0
Portanto, o valor do limite é 2.
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SOLUGAO 14
__ COs x—sinx _ sinx

Notemos que 1 —tanx = === a0 usarmos tanx = ;==. Isso
nos permite reescrever o limite como:

. (sinx—cosx)cosx ) V2

lim - = lim —cosx=——

x—/4 COS X —SIn x x—7/4
SOLUCGAO 15
P li 0+ — 1, pod definigdo d
ara mostrar que lim,_,, = = 1, podemos usar a defini¢do do

numero e, que é o limite de (1+ %)" quando 7 tende ao infinito.
Substituindo x por %, o limite que ia x — 0 passa a ser n — 0.
Assim, temos:

In(1+ 1 1\"
limu: lim nln(1+—): lim ln(l—i——) =In(e)=1
x—0 X n—oQ n n—oQo n

SOLUCAO 16

Utilizemos a propriedade dos logaritmos que nos permite combi-
nar a diferenca entre os logaritmos como o logaritmo da razao:

X x+1
lim xln(—)
X—00 X

Simplificando a fracdao dentro do logaritmo:

1 1)\*
lim xln(l—k—)z lim ln(l—i——) =In(e)=1
X—00 X X—00 X

SOLUGAO 17

Da definicdao da tangente hiperbdlica, temos

. e¥—e™* _e*l—e™ 1-lim, e%
lim —— = lim — = - =1
1-00 gX =X x—ocoeX 1+e2X  1+4lim, o 5

visto que lim,_, e%x — 0.
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SOLUCGAO 18

Para calcular lim,,_,4« ?, utilizamos a identidade trigonomé-

trica 1 —cos x =2sin*(%), o que nos leva a:
e
x—0+ 8 X
28in (5)

Simplificando a expressao, temos:

x
lim ——
20+ /2 |sin(3)]
Considerando que x estd se aproximando de 0 pelo lado positivo,
podemos remover o valor absoluto, resultando em:

I x
im ———

x—0t ‘/_ Sln( )

Para utilizarmos a propriedade do limite fundamental
lim, o ¥2% = 1, fazemos aparecer x /2 multiplicando o numerador
eo denomlnador por 2:

n 2x 2 1
im ————— = —
=0 24/2-sin(%) a V2 sin

N
2

—
N\x
—

SoLUGAO 19

Seja y = arcsinx = x =siny. Quando x — 0, temos também
y — 0. Reescrevendo o limite,
2arcsinx . 2
m | Y

=lim —
x—0  3x y—03siny

Aplicando o limite trigonométrico fundamental,

2 1
e sin y
y

2
3

3 lim,_,
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SOLUGAO 20

Para determinar lim,,_,, %, comecamos por simplificar a
expressdo. Observe que o numerador é um polindmio quadratico
que pode ser fatorado. Buscamos fatores de forma que n? + (1 —
a)n—a =(n—a)(n+b), onde b é uma constante a ser determinada.

Aplicando a fatoracao, temos:

n*+(1—ajn—a=n*—an+bn—ab

Igualando os coeficientes, obtemos b =1 e ab = a, o que € satis-
feito para b = 1. Portanto, o numerador pode ser reescrito como
(n—a)(n+1). A expressao original do limite se torna:

. (n—a)n+1)
11m —————
n—a n—a
Podemos cancelar o termo (7 — @) no numerador e no denomina-
dor, desde que n # a. Isso nos deixa com:

lim(n+1)=a+1
n—a

Portanto, o valor do limite é a + 1.

SOLUGAO 21

Vamos escrever o limite da forma seguinte:

=%

3
lim (14 cos x)*%°* = lim (1 + cos x )&=
x—»% 72r

Facamos a mudanca de variavel u = cos x de forma que quando
X — /2 temos u — 0. Assim,

3
lim (1 + cos x)mssx =lim(1+ u)% = (lim(l + u)%) =e3
X% u—0 u—0

onde usamos o limite que define o niimero de Euler.

SOLUGAO 22

eaxieﬁx

Para mostrar que lim,_,, [m] = 1, vamos manipular a ex-

pressao dentro do limite.
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eax_e/jx ellx_eﬂx

sinax—sinBx .y Sinax _ p..sinfx
Px  aqxdnex_ gyl

No limite x — 0, as razoes dos senos com 0s termos polinomiais
dé 1, pelo limite trigonométrico fundamental. Com essa simplifi-
cacdo, a expressao dentro do limite se torna
edx _ eﬁx
ax—fx
Somando e subtraindo 1 no numerador e distribuindo o denomi-
nador pelos pares que passam a constituir o numerador, temos
e?*—1 efr—1
x(@a—p) x(a—p)

Aplicando agora o limite na expressao resultante, encontramos

1 [, e”—1  efr—1
lim —lim
(a—ﬂ) x—0 X x—0 X

Porém, os limites em questao constituem um dos limites exponen-
ciais fundamentais, que diz que

kx

]
IimS—— =k, VkeR
x—0 X

Por essa razao, a expressao simplifica para

1
(a—p)=1
(a—p)
SOLUCGAO 23
Queremos resolver
o 1
lim na% 1]

Facamos a mudanca de varidvel y = a'/", de tal forma que ln( y) =

%ln(a) ou ainda n = 11:((;)) Isso implica que conforme n — oo te-

mos y — 1. Com essa mudanca, o limite passa a ser escrito da
forma seguinte:
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limn[a%—]—l ln(a)(y 1)=In(a)-

n—oo

1
- . 1
y=11n(y) lim,_,; %
Fazendo mais uma mudanca de variavel de modo que u = y —1,

temos que quando y — 1 a varidvel u — 0 e entdo o limite passa a
ser escrito como

In(a)- !

In| (u+1)
lim,_,,——

onde este ultimo é um dos limites logaritmicos fundamentais que

tende a 1 conforme u — 0. Assim, concluimos que

lim n[a% —1] =In(a)

n—o0Q

SOLUGAO 24

Vamos reescrever o limite, multiplicando em cima e em baixo por
x, para fazer aparecer o limite trigonométrico fundamental:

lim [(\/W—x)sin(%)] 5 %

|t T i (2]

O segundo colchetes vai a 1 no limite, porque constitui o limite tri-
gonométrico fundamental. Nos resta analisar o limite no primeiro
colchetes:

VxIti— 2(1+%)— ,/1
lim (x2+ ) _ lim—x( ")xzh Y1+

X——00 x—>—oo X X——00

Como estamos trabalhando com x — —oo, temos que |x| =—x e,
portanto, a expressao simplifica para

. \/1+——x . 1
Iim — = lim —\|1+——-1=-2
X——00 X X——00 x2

umavez quelim, , 4/1+ % =1.
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SOLUCGAO 25
3
O termo sin (ﬁ) oscilaentre -1 e 1 para qualquer valor real do seu

argumento. Entdo, podemos usar o Teorema do Confronto para
estabelecer duas funcoes que limitam a nossa funcao original:

1 3
—1 <sin <1
(7=)

Multiplicando cada parte da desigualdade por (y?>—1)3, temos:

_(wz _ 1)3 < (¢2 _ 1)3 sin ((ﬁ)g) < (1/)2 _ 1)3

Quando v tende a 1, tanto —()? —1)* quanto (x> —1)® tendem a 0.
Assim, pelo Teorema do Confronto, temos:

: 213 1y _
Ill}l_llq(l/) —1) sm((w_l) =0.

SOLUGAO 26

Para calcular o limite
lim | (k—1)*sin !
k-1 Vk—1/
utilizamos o Teorema do Confronto. Sabendo que —1 < sin(x) <

1 para todo x, multiplicamos essa desigualdade por (k —1)?, que
tende a 0 quando k tende a 1, portanto

—(k—1)* < (k—1)*sin <(k—1)%

3

ﬁH
—_

e pelo Teorema do Confronto, o limite é 0.
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SOLUGAO 27

Podemos racionalizar o numerador multiplicando e dividindo pelo
conjugado:

lim(«/x+1+x2—1)(1/x+1+x2+1)
x—0 x(Vx+1+x2+1)

Expandindo o numerador, temos:

) x+1+x2—1 ) x(1+x)
lim =lim
=0 x(vVx+14+x2+1) =0x(vx+1+x2+1)

Simplificando x e calculando o limite, obtemos:

1+x 1

Jc—*(l\/m+1 2

Portanto, o valor do limite é 3.

SOLUCGAO 28

Primeiro fatoramos o numerador como de costume (multipli-
cando em cima e em baixo pelo conjugado) e simplificamos:

n(l+n)

-sin
n~0 Jnlvn+1+n2+1) n

Separando o limite, temos:

lim n(l+n) snl
im in—
=0 /n(vn+1+n2+1) n—>0 n
vn (1+n) 1

=lim -lim sin —

n—'0(1/n+1+n +1) n=0 n

O primeiro limite da 0 e sin% estd entre —1 e 1. Assim, o limite do
produto € 0.
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SOLUCGAO 29

Avaliemos o limite ) )
1+sin
fim 92 sin” 9)
¢—0 (¢ +sing)?
Observe a expressdao no denominador (¢ + sin¢g)?>. Podemos
expandi-la para ¢ +2¢ sin¢ + sin® ¢. Feito isso, podemos divi-
dir por ¢? em cima e em baixo,

1+ sin?
lim ¢

901 4 oS0  si’Q
1+2 % aF 9

. 2
Sabendo que lim_, % =1lelimy_, 51;1]_2(]) =1, substituimos esses

valores na expressao para encontrar o limite:

1+0 1

1+2-1+1 4

SOLUGAO 30

Consideremos o limite

. sin” x(vV1+x2—1)
lim .
x—0 x3+ x4
Para que o limite seja finito e ndo nulo, precisamos que o numera-
dor e o denominador tenham o mesmo “grau” quando x — 0.

Observamos que o termo v 1+ x2—1 se aproxima de 0 mais rapida-
mente do que uma funcéo linear, mas menos rapidamente do que
x2. Isso pode ser visto ao racionalizar o termo:

2

X
Vitx2—1=——,
Vv1i+x2+1

que se comporta como x? para x pequeno (pois o denominador vai
a2 no limtite). O denominador x3+ x* é dominado por x* quando
x — 0 (pois x* cai mais rdpido). Portanto, precisamos ajustar o nu-
merador para que ele também seja dominado por x3. Isso significa
que o termo sin” x deve contribuir com um fator de x ao nume-

rador, tornando n = 1 a escolha adequada, ja que lim,_,, *3* =1
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e para esse limite aparecer precisamos multiplicar em cima e em
baixo por x, de forma que o que aparecera em baixo entra no li-
mite fundamental e 0 que aparece em cima se junta ao x> para se
tornar x3, como desejado. Assim, para n = 1, ao racionalizar en-
contramos

. sinx(¥/1+x2—1) . sinx x3 1
lim =lim . =_
x—0 X3+ x4 =0 X x3(1+x)(VI+x2+1) 2

Portanto, n = 1 é o valor que faz o limite ser finito e ndo nulo, com
o valor do limite sendo 1.

SOLUGAO 31

Para determinar o perimetro P(n) de um poligono regular inscrito
em uma circunferéncia de raio r, consideramos o triangulo for-
mado por dois vértices consecutivos e o centro do circulo.

O angulo no centro é 27” e o lado do poligono é 2r sin(%) — trace
a bissetriz do angulo central, que também serd mediatriz do lado
do poligono, por trigonometria o lado do poligono serd a soma das
duas metades e cada uma delas é r sin(7r/n). Assim, o perimetro é

P(n):n-erin(%).

O limite do perimetro quando o nimero de lados tende ao infinito
é
n i sin(Z
lim P(n)= lim 27rr—sin(—)=27rr lim (")
i n

n—oo n—oo n—oo =

Usando o limite trigonométrico fundamental, encontramos a cir-
cunferéncia:

lim P(n)=2nr
n—oo
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SOLUGAO 32

Para calcular o limite, primeiramente fatoremos x? de ambos os
polindmios, o do numerador e do denominador:

. ox2—2x+3 . x*(1-%+3)

x-00 3x2+ x+1 ¥-00 x2(3414 1)
Com isso, podemos simplificar x? e teremos ao tirar o limite de
cada termo:

lim, o (1—%+%) 1-0+0

lim,_e(3+1+2) 3+0+0

Portanto:

x?—2x+3 1

im ————=
x—o03x2+x+1 3

SoLUGAO 33

Primeiramente, fatoremos x do numerador e do denominador:
- x+2y o [x(1+3)T
lim = lim —
x—oo\ x+1 X—00 x(l‘i‘;)
Simplificando x e separando em duas poténcias de x:

C [x(1+2)] limy e (1+2)°
lim S| == T
x(1+;) l1mx_,oo(1+;)

X—00

Notemos que aparecem os limites fundamentais de e tanto no nu-
merador quanto no denominador, assim, temos:

limx_,oo(1+%)x e?
1) e
X

lim, o (1 +

Portanto:

. (x+2)x
lim =e
x—oo\ x+1
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SOLUGAO 34

Temos para uma soma infinita dos termos de uma PG qualquer e
de razao a:

dn+1 —1

n
Zak=1+a+a2+a3+---+a"= .
a—

k=0

Entdo, para a somatéria partindo de 1, teremos:

n n
Zak=a+a2+a3+--~+a"=2ak—
k=0

k=1
Assim:
n " dn+1—1 an+l_1 a—1 an+l_a
2.at= 1= 1 a—1_ 1
= a— a— a— a—
Logo
n n+l
. .oa" —a
lim a® = lim
n—»ook_1 n—oco qg—1

Aplicando a condicdo de 0 < a < 1, entdo a elevado ao infinito ird
convergir para zero:

—a 0—a —a a
limz k—hm = = =

n—oo

Assim, provamos o que foi pedido:

n

lim a T
n—oo —
k=1 a

k a

SoLUGAO 35

Consideremos a seguinte propriedade das funcées exponenciais e
logaritmicas:

AB — eln(AB) _ eBln(A)

I .
Dessa forma, podemos reescrever a' como e™(¢") = ¢/1n@) Asgim,

a expressao a ser tomada o limite pode ser escrita como:
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. ah—l ) ehln(a)_l . ehln(a)_l
lim =lim =lim
h—0 h h—0 h h—0

Para simplificar o célculo desse limite, consideramos a substitui-
cao:

— ehln(a) hln(a)

u —1 = e =u+1

Ao tomarmos o logaritmo natural dos dois lados dessa tltima ex-
pressao, obtemos:

hin(a)=In(u+1)
0 que nos permite isolar 4 em termos de u:

_In(u+1)
" In(a)

Substituindo & e a” na expressao original do limite, obtemos:
a"—1  u _ uln(a)

T In(u+l)
h ILHL‘T In(u+1)

Dividindo o numerador e o denominador por u e usando a propri-
edade dos logaritmos, chegamos a:

uln(a) _ In(a)
In(u+1)  In((u+1)x)

Finalmente, observando que, quando & — 0, temos u — 0 tam-
bém, podemos avaliar o limite de interesse:

. a"—1 In(a)
im———=lim————

h—0 h u—0 In((u + 1)1/«)

Esse limite do denominador é um caso fundamental, pois reconhe-
cemos que:

Lig(l)ln((u + l)ﬂ) =In(e)=1
Assim, temos finalmente:

h
—1
lim a =In(a)
h=0
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SoLUGAO 36

Temos f(u)=u?+5u+5e g(x)= ;—ﬂ Usando a regra da cadeia,
temos que

(fog)(x)=f(g(x))-g'(x)

onde f'(u)=2u+5e g'(x)= ﬁ (este dltimo, pela regra do quo-
ciente). Assim,

et -2 )02

SoLuUGAo 37

x+1
, ) /xlnx’
quociente, que é dadapor (%) = 24 onde u=x+lev=xInx.

Primeiro, derivamos u e v separadamente:

Para encontrar a derivada de f(x) =

utilizamos a regra do

1. Derivada de u:
u' = i(x +1)=1
T =

2. Derivada de v: Para v = xInx, usamos a regra do produto,
(fg)=f'g+fg onde f=xeg=Inux:
/7

d d d 1
vV=—>Ixlnx)=—(x)Inx+x-—(nx)=1-Inx+x-—=Ilnx+1
dx dx dx X

Agora, aplicamos a regra do quociente:

f/(x): uv—uv’ _ 1'(xlnx)_(x+1)(lnx+1)

V2 (xInx)?

Simplificando:

Fla)= xInx—xlnx—Inx—x—1 —Ilnx—x—1
- x2(In x)2 ~ x2(lnx)2

Assim, a derivada de f(x) é:

sy —Inx—x—1
fix)= x2(In x)2
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SOLUGAO 38

A funcdo ¢(¢) é composta por duas fungdes logaritmicas. Vamos
derivar cada uma separadamente, aplicando a regra da cadeia.

Parao termo In(vI+ef—1), deﬁnimos u=+1+et—1. Aderivada
de v1+elemrelacdoat € ; m -e! (onde aqui também aplica-
mos a regra da cadeia, porque temos uma exponencial dentro de
uma raiz, isto é, uma composicdo de fungoes), entao u’ e

(o termo -1 some porque é constante). A derivadadoInu é % -u’.

Para ln(v1+ef+1), com v = +/1+et +1, a derivada de v € a

mesma que a de u, pois a adicdo de 1 nao afeta a derivada. Assim,
/el q . s 1

V' =57 e aderivada do logaritmode v € 5 - v".

Portanto, a derivada de ¢(¢) € a diferenca das derivadas dos dois
termos logaritmicos:

ooy 1 e! B 1 ' el
¢(t)_(¢1+et—1 21/1+et) (1/1+ef+1 2¢1+et)

Simplificando, chegamos a

SOLUGAO 39

Para derivar h(x) = a'®("*), usamos a regra da cadeia considerando
u = tan(nx). A derivada de u em relacdo a x é u’ = nsec’(nx).
A funcdo h(x) é uma funcao exponencial com base a, entdo sua
derivada em relacdo a u é h'(u) = a"In(a).

Aplicando aregra da cadeia, a derivada de h(x)é h'(x)=h'(u)-u’ =
a?x)n(q)- nsec’(nx).
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SOLUCGAO 40

A primeira derivada de f(x) =Inx é f'(x) = % Para encontrar
a segunda derivada, aplicamos a regra de diferenciacao para
poténcias de x, obtendo f”(x) = —%. Analogamente, a terceira

derivada é f"'(x)= % e a quarta derivada é f"”(x)=— 1;62;3.

Podemos observar um padrao nas derivadas sucessivas: a n-ésima
derivada de f(x) envolve o fatorial do grau da derivada menos um
e alterna o sinal. Portanto, para n > 1, temos:

n (n—1)!

xn

fPx) =1

SOLUGAO 41

Para mostrar que S¥(x) = k!(})x"*, comecamos com a fungéo
S(x) = x". Ak-ésima derivada de S,(x), denotada por S¥)(x), é
obtida derivando S, (x) k vezes. Ao derivar x” uma vez, obtemos
nx’!. Derivando novamente, obtemos (n)(n — 1)x" 2, e assim
por diante, até a k-ésima derivada. Apés k derivacoes, a expressao
torna-se:

SH(x)=n(n—1)(n—2)..(n—k+1)x"*

Podemos reescrever isso como:

n!
S,(lk)(x) — T xn—k

21: . o !
Da analise combinatéria, sabemos que (}) = @+ Portanto, po-

demos substituir na expressao da derivada para obter:

n\ .
S,(lk)(x)zk!(k)x k

Essa é a expressao desejada, provando a afirmacao.

licensed to ANTONIO R S S|l VA - e52h849n@anonaddyv me - HP2839900606



138

SOLUGAO 42

Para provar a féormula de Leibniz para a derivada n-ésima do
produto de duas funcodes, f(x) e g(x), procedemos por indugao
matemadtica sobre 7.

Base da inducdo (n=1): A férmula de Leibniz para n = 1 se
reduz a regra do produto para derivadas, isto é, (f - g)(x) =
f(x)g(x)+ f(x)g’(x), o que é verdadeiro pela regra do produto.

Passo de inducdo: Suponha que a férmula de Leibniz seja valida
para algum n > 1, isto é, que

n

(f-8)"(x)=)_ (Z)f[k)(x)g("_k)(x)

k=0
seja verdadeiro. Precisamos mostrar que a férmula também € va-
lida para n + 1, ou seja,

n+1

(f-g)(”“)(x):Z(nH)f(k (08" M(x)

k=0
Para isso, derivamos ambos os lados da suposicdo de indugao:

d 4
ax (8= (Z(Z)f (k)(x)g(""”(x))

k=0
Aplicando aregra do produto na derivada do lado direito, obtemos:

(f .g)(n+1)(x):Z(Z)f(k+l)(x)g(n—k)(x)+z(Z) (x)g n—k+1) ( )
k=0 =
n+1

Z;(kil) k)(x) (n+1— k(x)+Z( ) x)g n+1—k)(x)

Note que no primeiro somatoério, reindexamos com k — k+1, o
que muda os limites de soma para k = 1 até n + 1. Agora, pode-
mos combinar os dois somatérios notando que eles compartilham
termos comuns para 1 < k < n. O termo k = 0 do segundo soma-
tério e o termo k = n + 1 do primeiro somatério sdo tratados se-
paradamente, pois eles ndo tém termos correspondentes no outro
somatorio:
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n

(f - &) x) =

~
o

)f‘m(x)g(”“)(x)

J6m)-()

Z)f (g (x)

n

FPx)g" 1 (x)

+

+

S s 1

A expressao acima tem trés partes: o termo inicial, a soma dos ter-
mos intermedidrios e o termo final. Para simplificar essa expres-
sdo, usamos a propriedade dos coeficientes binomiais, conhecida
como identidade de Pascal, que afirma que (,",)+ (1) =(";").
Aplicando esta propriedade nos termos intermedidrios da soma,
obtemos:

n

Z( ) ( ):|f n+l k) x):Z(nZ]‘)f (x)gn+l k( )
k=1 k=1

Agora, incorporamos o termo inicial e o termo final na soma, reco-

nhecendo que (7)=("¢") e (%) =("1}), o que nos permite escrever:

(f .g)(n+1)(x) _ (n ;— 1)f(0)(x)g("ﬂ)(x)

+Z("Zl)f(“(x)g‘"“—“(x)

k=1

+ (” " l)f (1) 1)gO)x)

n+1
Combinando todos os termos em uma tinica soma, temos:

n+1

(f-g)<"+”(x)=2(”“)f<’“ g1 (x)

k=0

Assim, concluimos que a féormula de Leibniz é valida para n + 1,
completando o passo de inducao e provando a validade da férmula
para qualquer n > 1.
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SOLUGAO 43

2
Para verificar a equacao % —2% +2y =0,onde y = e~ cos x, co-

mecamos calculando a primeira derivada de y:

d_y = i =e*cosx—e*sinx
dx dx
Entao, calculamos a segunda derivada:
d?y d
—— =—=—2¢"sinx
dx2 dx

Substituindo as derivadas na equacao diferencial, obtemos:

(—2e*sinx)—2(e* cosx —e”*sinx)+2(e* cosx)=0

Simplificando, vemos que a equacao é satisfeita, confirmando que
y = e* cos x é uma solu¢do da equacao diferencial dada.

SOLUGAO 44

A funcao é yY(t) = m Primeiro, encontramos a primeira deri-
vada y)’(¢) utilizando a regra do quociente, onde precisamos usar a
regra do produto para a derivada do termo ¢ e?’ e também da regra
da cadeia no termo In(3¢ + 1). Simplificando, obtemos:

5 (682 +5¢ +1)log(3¢ +1)—3¢
(3t + 1)10g2(3t +1)

Para encontrar y”(t), derivamos 1’(¢) em relagdo a t. Este passo
envolve a aplicacao repetlda da regra do produto, da regra do quo-
ciente e da regra da cadeia. Ap6s a derivagdo e simplificacao, che-
gamos ao resultado final para y”(¢):

Y(t)=

—3(12¢24+7t +2)In(3t + 1)+ 181 +4(¢ + 1)(3t + 1)2In?(3t +1)
(3t+12In®@Bt+1)

l/J” — 2t
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SOLUCGAO 45

Consideramos a func¢édo g(x)=In [ % “:Ei ] +2 arctan(«/ sin x). Ade-

rivada de g(x), g’(x), é calculada como segue:

, d 1+ +/sinx d -
g'(x)= i (l mD +Za (arctan(v sin x))

Para o primeiro termo, usamos a regra da cadeia na funcao logarit-
mica e a regra do quociente internamente:

d In 1++v/sinx |} 1 1_,_@
dx 1—+sinx |/ 1l+vsinx dx m
1—+/sinx
—+/sin /e COS x(1—+/sinx)+(1+ 1/smx) — Cos X
1+VSI (1_ /s1 _)2
CoS X

B v/sin x(1—sin x)

Para o segundo termo, aplicamos a regra da cadeia na funcao arco
tangente:

d 1 1
2—|arctan(v'sinx ||=2- . CcoS X
dx ( ( )) 1+(v/sinx)?2 2+sinx
_ cos X
+/sin x(1 + sin x)

Combinando ambos os termos, temos:

p COS X COS X 2secx

gx)= Vsinx(1—sin x) - Vsin x(1 +sin x) " Vsinx

SOLUGAO 46

2
Dada a elipse Z—z + 3 = 1, a equacgdo da reta tangente no ponto
(x0, ¥o) pode ser encontrada derivando implicitamente a equacao
da elipse em relacdo a x:
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2x 2ydy

=0
a? b2dx

dy .
Resolvendo para g, temos:

dy  b*x

dx a2y
Substituindo o ponto (X, };) na derivada, obtemos a inclinacao m
dareta tangente:

_ b%*x

- a? W
A equacao dareta tangente com inclinagao m que passa pelo ponto
(%0, Yo) €

Y —Yo=m(x— Xxp)
Substituindo o valor de m, obtemos:
. __b2 Xo (x_x )
Y=h=="7; n 0

Esta é a equacao da reta tangente a elipse no ponto (X, Jo)-

SOLUGAO 47

Para a curva y? = 2x3, a inclinacdo da tangente no ponto (x,y) é
obtida derivando implicitamente:

dy_

6 2
ydx .

dy 6x* 3x?
dx 2y y
A reta tangente é perpendicular a reta4x—3y +2 =0, cuja inclina-

30 é =. Para serem perpendiculares, as inclinacoes devem satisfa-
3
Zer:
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Substituindo m = ?’yiz:

x? 4
el
y 3

xzz—% = 16x* = y?

Substituindo y?=2x3 em 16x* = y2, obtemos:

16x*=2x° = 8x*=x°
Temos que x = 0 é solucao e, se consideramos x # 0, a equagao
simplifica para

1
8x=1—= x=—-
8

também é solugdo. Voltando em y? = 2x3, explicitamos os valores
de y que caracterizardo os pontos candidatos que estamos procu-
rando:

y=%v2x3

para x = 0 temos y = 0 correspondente e para x = 1/8 temos
y = £1/16. A solugao (0,0) ndo serve pois a derivada é indefinida
nesse ponto (olhe o que ocorre com % quando y = 0), portanto
deve ser descartada. Além disso, vimos que para as retas serem
perpendiculares, deve ser satisfeita a relacao

2 Yy

===
4

que s6 ocorre para y < 0. Portanto, o inico ponto que satisfaz to-
das as condicoes é P =(1/8,—1/16).

Nesse exercicio encontramos algumas solucdes andmalas que pre-
cisaram ser descartadas. E natural se perguntar o porqué de preci-
sarmos fazer isso, dado que elas satisfazem algumas das equacdes
que resolvemos. Ocorre que em um dos passos da nossa resolucao
foi necessario transformar x? = —% — 16x* = yz, aumentando
o grau da equacdo e fazendo aparecer solucdes andmalas. Sem-
pre que esse processo ocotrrer em resolucoes, é esperado que vocé
encontrard algumas solucoes indesejadas que ird descartar.
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SOLUGAO 48

Dada a hipérbole 4x? —9y? = 36, derivamos implicitamente para
encontrar a inclinagdo m da tangente em qualquer ponto (x, y):

dy
8x—18y—=0
y dx
dy 8x 4x
dx 18y 9y
As tangentes devem ser perpendiculares a reta 2y +5x = 10, cuja

inclinagdo é —g. Portanto, suas inclinacées devem satisfazer m -
(—3)=—1. Assim:

4x 5

— == || ==

9y 2

9y 10
X=—"F— <& y=—x

10 9

Substituimos em 4x%—9y?2 = 36:

102 100 25
4x2—9(§) x*=36 = 4x2—?x2:36 = xz—?x2:9

-16 , 2 81
X =9 = X =——
9 16
como nao existem solugdes reais para essa equacao, segue que nao
existem retas tangentes a curva dada que sejam perpendiculares a

reta dada.

SOLUGAO 49

Para a curva 3/xy = 14x + y, a inclinacdo da tangente no ponto
(2,—32) é encontrada derivando implicitamente a equagao:

d d
(xy)_2/3(y+x—y)= 14+—y

1
3 dx dx
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Substituindo x =2 e y =—32, resolvemos para %:

L aon2/a dy dy
S (a2) a2 w2 )= 14+

Primeiro, calculamos o termo (2 - (—32))2/3:

2-(—32)=—64 = (—64)%° = 6

Substituindo de volta:

1 dy
S 32+2— =14+ -~
3 16( ) dx

Simplificando o termo do lado esquerdo:

—32 2 dy dy
[t T A /P
48 +48 dx +dx

Multiplicando tudo por 48 para eliminar os denominadores:

dy dy
—3242—=672+48—
dx dx

dy.
Isolando g::

dy _dy
—32—672=48—- —2—
dx dx

d d 704 352
—70a=46SY S Y TR

dx dx 46 23

d
Portanto, a inclinagdo da tangente m = §£ =—%2. Usamos agora a

férmula da reta tangente ao ponto (2,—32):

4322221y
=——-|\X—
y 23

SOLUGAO 50

Paraacurva y3+x y+x® =0, ainclinagdo da reta tangente no ponto
(x0, Jo) é encontrada derivando implicitamente a equacdo:
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d d
3y2£+y+x£+3x2=0

dy
3y%+x)——=—y—3x*
By +x) =Y
dy —y—3x*
dx 3y2+x
A reta paralela a x + y = 1 tem inclinacdo —1, logo % =—1. Por-
tanto:
—y—3x% _
3y2+x

—y—3x*=-3y*—x = 3(x*—y*)=(x—y) = 3(x+y)(x—y)=(x—y)

Temos que x = y é uma solugao e, se consideramos x # y, a equa-
¢do simplifica para

1
(x+y)=1= y=—x+§

Essas duas relacoes entre x e y irdo satisfazer o fato da reta tan-
gente a curva dada ser paralela a reta x + y = 1. Ocorre que como
queremos X, < 0 e J; < 0, note que para um dado x, < 0 a relacao
Yo = —Xo + 1/3 iria impor y;, > 0. Portanto, vamos desconsidera-la
para os efeitos do que desejamos encontrar. Segue que a solucao
util para nés é a que impée x = y. Em particular, para todo
(x0, ¥o0) = (%9, Xp), com X, € R, que pertencer a curva dada, teremos
que a reta tangente a curva nesse ponto também sera paralela a
retax+y=1.

Resta encontrarmos os pontos na curva que satisfazem x = y tal
que x, y <0. Para isso, voltamos em

1
V:+xy+xP=0=2x+x=0 = 2x+1=0 = X0==3=%

Com efeito, a equacao da reta tangente procurada é dada por
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1

1
—Y=m(x—xp)y+=-=—[x+=
Y=Yo=m(x—Xp)..y 2 (x 2)

onde enfatizo que m =—1 veio da relacao de paralelismo com x +
y=1

SOLUGAO 51

Sejam as retas tangentes a pardbola y = a x* nos pontos P;(x;, a x?)
e Py(x,,ax}). A equagao da tangente a pardbola no ponto (xy, ) é
dada por y — yp = m(x — xp), onde m = f’(xy) = 2a xy.

Portanto, as equagoes das tangentes sio:

y— axf‘ =2ax;(x—x;) (Tangenteem P))
y— ax22 =2ax,(x—x,) (Tangenteem P,)

Igualando as duas equacgdes para encontrar o ponto de intersecao
I:

axi+2ax,(x—x,) = ax;+2ax,(x—x,) => 2ax,x—ax; =2ax,x—ax;

_ .2 2 _ 2 2
2ax,x—2ax,x=ax,—ax;, = 2x(x—x)=x, —x;

= x5 —x; — x:(xz—xl)(x2+x1) x:(x2+xl)

2(xp— x1) 2(x, —x1) 2
Observamos que a abscissa do ponto de intersecao I é o ponto
médio das abscissas dos pontos de tangéncia P, e P,. Portanto, o
ponto de intersecao I estd contido numa reta vertical que passa
pelo ponto médio de P, e P,.

SOLUCAO 52

Dada a equacéo implicita (x> + y?)? = 2(y?—x?), para encontrar a
inclinacdo da tangente no ponto (—1, 2), derivamos implicitamente
em relacdo a x:

dy. 25 dy )

)= 2@y —2x

2(x%+ y)2x +2y—=
(x+y)(X+ydx 3 %Y g
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Substituimos x =—1e y =2:

4((-1y° +22)((—1)+(2)j—y) ~Dppt-
X 3
Simplificamos e resolvemos para %, encontrando g_JyC =11/2. A
inclinacdo dareta 11x—2y +3=0€ m = 171 De fato, vemos que
o coeficiente angular da reta tangente que encontramos é igual ao
coeficiente angular da reta dada, portanto sdo paralelas.

SOLUGAO 53

Para a pardbola y =3x?—2x, com x(t) e y(t) sendo fungf)es deri-

vaveis do tempo ¢, queremos encontrar o ponto onde ¥ =8 dx
Diferenciando y(t) em relacdo ao tempo ¢, obtemos:

dy d, , dx _dx
== 3x°—2 6x——2—
T e
Agora, igualamos 32 a 39%.
5 dx 2dx dx
dt dt dt
(6x— 2)dx_sdx
dr dt
(6x—2)=3
Resolvemos para x:
6x=5
5
x==
6

Substituimos x = g em y =3x?—2x para encontrar y:

(2] (2)-2

O ponto na pardbola onde a velocidade da ordenada y € o triplo da

velocidade da abscissa x é (2, ).
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SOLUGAO 54

Primeiro, calculamos as derivadas de x e y em relacao a ¢:

dx d (1+t)_—2t—3

dr  dr\ t4
dy_d(s +1)_ 3 1
de  dr\2¢2 2t) 3 2r2

a

dy

A inclinagdo da tangente € dada por g = 4. Substituimos as de-

elele

=

rivadas encontradas:

dy —5—ap _ 12461

dx 23 4146

Para encontrar o valor de ¢ que corresponde ao ponto P(2,2), igua-
lamos as equacgdes paramétricas a 2:

1+1¢ 3 1
EERE TR T
Resolvendo o sistema de equacdes, encontramos o valor corres-
pondente de ¢ = 1. Com esse valor de ¢, substituimos na equac¢ao

dainclinacdo da tangente para encontrar a inclinacdo m no ponto
pP.

_ 12 +6¢
 4r+6

7

= 10

dy
dx

P(2,2)
A equacdo da tangente no ponto P(2,2) é:
7
—2=—(x—-2
y o2
Para encontrar a equacdo da normal, utilizamos a inclinacdo ne-

. P 1.
gativa reciproca =0

10
y—2=——(x—2)
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SOLUGAO 55

Considere as funcoes paramétricas dadas por:

u(s)=2In(cot(s)) e v(s)=tan(s)+ cot(s)

Primeiro, vamos calcular as derivadas de u e v em relacdo a s:

du

d 1 1 —2 —4
ds ds (2In(cot(s)) = 2(cot(s)) (_ sinz(s)) - sin(s)cos(s) - sin(2s)

dv:i(tan(s)+cot(s))=secz(8)+(_ ; )

ds  ds sin?(s)
1 __cosz(s)—sinz(s) __ cos(2s)
~ cos2(s) sin®(s)  cos?(s)sin®(s)  cos(s)sin?(s)

du - - 3s du dv.
Para calcular g, dividimos ;- por g;:
—4
du _ sin(2s)
dv T cos(2s)
cos2(s)sin?(s)

=tan(2s)

SOLUGAO 56

Seja B(t) o nimero de pessoas que ja ouviram o boato no tempo ¢
e P — B(t) as que ainda nao ouviram. A taxa de espalhamento do
boato é dada por:

_dB

UB—EZIC‘B(P—B)

onde k é uma constante de proporcionalidade. Para encontrar o
momento em que o boato se espalha com velocidade méxima, isto
é, quando vz é maximo , diferenciamos novamente em relacao a ¢
para obter a segunda derivada de B:

de 3 dZB _ d _ dB
T2 = = —k(BYP—B)=k(P—B)-B)

Igualamos a segunda derivada a zero para encontrar os pontos cri-
ticos:
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d’B dB
2 = K(P—B)=B) 7 =0 = k((P—2B))-[k- B(P—B)]=0

= B(P—2B)(P—B)=0

Como B #0 e P # B (do contrario ndo terfamos ninguém ouvindo
o boato ou todo mundo ja ouviu o boato, situagdes nas quais vy =
0), estd imposto que P =2B e portanto

B==
2

como queriamos mostrar.

SOLUGAO 57

Considerando um reservatério em forma de cone circular reto, a
relacdo entre o raio r da superficie da dgua e a altura i da 4gua é
constante e dada pela tangente do angulo formado pela altura e o
raio da base do cone. Se o cone tem altura total H = 15 m e raio da
base R =10 m, entdo:

R 10 _ 2
H 15 3
2h
r=—
3
Substituindo r na férmula do volume de um cone V = %ﬂrzh, ob-
temos:

1 (2h\? 4
V= —n(—) h=—nah®

3 3 27
Dada a taxa de enchimento do reservatorio ‘2—‘{ =0,1m3/s, diferen-
ciamos V em relacdo ao tempo ¢ para encontrar a relacao entre ({11_‘:

dh.
eﬂ.

d_vzi(i h3)=4_nh2ﬁ
dt de\27 9 dt

Substituindo ‘fi—‘t/ =0,1m?/s eisolando % quando k=5 m:
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41 dh
0,1=—(5°—
9 ®) dt
dh 0,1-9 9
= m/s

dr  4m-25 10007
Assim, a velocidade com que o nivel da 4gua estd subindo no ins-
tante em que h =5m é 1505~ m/s.

SOLUCGAO 58

Pela Lei dos Senos, temos a relagdo:
5 2

sin(a)  sin(mr—(a+0))

onde usamos que sin x = sin(7— x). Continuando a simplificar e
tendo em mente que 0 = 1/3,

= 5sin(a+ 0) =2sin(a)

) T .7 .
5(sina cos 3 +sm§ cosa)=2sina

5 4
E(sina+ V3cosa)=2sina = sina+v3cosa= gsina

5v3

como 1+ cot? @ = csc? @ e sabemos que 71/2 < a < 7 da figura, con-
cluimos que

1 1 76 . 75 1
—— =1+t —=—.sin(@)=\ - = cosa=—\ —
sin“ a 3:25 75 76 76

Agora que conhecemos a, podemos diferenciar alei dos Senos com
respeito ao tempo para encontrar a taxa de variacao de a:

4
1+1/§cota:g = cota =

d . _d .
a [5sin(a+0)]= a [2sin(a)]

= 5 (a+£)(d—a+%)—2 ad—a
cos 3)\ar Tar )T %%y

T . T\ (da da
:>5(cosacos——smasm—) — 40,01 |=2cosa—
3 3/\dt dr
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Isolando a derivada e aplicando os valores conhecidos para cosa e
sin @, encontramos o que desejavamos

da -1
a = % I'ad/s

SOLUGAO 59

Primeiro, convertemos a velocidade angular de 6°/s para radianos
por segundo:

dy v T
——=6°/s x —— = —rad/s
dat / 180> 30 /
Dado que r = ay e a = 10 cm, temos 4+ = ad—f. Substituimos os
valores de a e ’Zl—f:
dr ox E_F /
—=10x —=—cm/s
dt 30 3

Portanto, a velocidade com que se alonga o raio polar r, no mo-
mento em que r =25 cm, é 5 cm/s.

SOLUGAO 60

Dada a proporcao, podemos escrever a massa de AM como 1,y =
k- AM?, onde k é a constante de proporcionalidade. Com AM = 2
cm e myy, =10 g, temos:

10=k-(2)
10
k= i =2,5g/cm?
Para a massa total da barra AB, considerando seu comprimento
total de 12 cm, temos:

mup=k-AB*=2,5-(12)*=2,5-144=360 g
A densidade linear em qualquer ponto M é dada por %—Z’, onde x é
a distancia de M a A. Assim:
dm d

dx a(kxz) =2kx=5x g/cm
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Portanto, a densidade linear nos pontos Ae B é 0 g/cm e 60 g/cm,
respectivamente, poisem A, x =0eem B, x =12 cm.

SOLUGAO 61

Consideremos as férmulas para a drea do circulo A = 7t r? e a super-
ficie da esfera S = 4712, Se r é o comprimento do raio e 6 o erro
na determinacao do raio, o erro relativo em r é % =1%. Utilizando
diferenciais para estimar os erros relativos nas dreas, temos:

e Para a area do circulo:
O0A=2mrér

O erro relativo na area do circulo é:

5A_27rr5r _25r

A Tr2 r
¢ Para a superficie da esfera:
60S=8nror

O erro relativo na superficie da esfera é:

0S _ 8mror _26r
S 4nr2 " T r

Portanto, um erro relativo de 1% no raio leva a um erro relativo de

aproximadamente 2%, tanto na drea do circulo quanto na superfi-

cie da esfera.

SOLUGAO 62

Considere um retangulo com comprimento x e largura y, onde o
perimetro é2x+2y =1 e a drea A= x y. Para maximizar A, expres-
samos y em termosde xel: y = %—x. Substituimos y na férmula
da drea: A(x)= x(§—x)= %x— x% Maximizamos A ao encontrar
onde sua derivada é zero: A’(x) =+ —2x =0, 0 que implica x = £.

s P p 2 2 £
Portanto, a maior 4rea possivel é A = xy = (£) = &, que é um
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quadrado.

SOLUGAO 63

Considere que o raio da esfera dada seja R, que a altura do cone
seja h e o raio da sua base seja r. A geratriz do cone é dada por
Pitdgoras: g = v h2+ r2. Umarelagdo conhecida entre o raio R de
uma circunferéncia inscrita em um cone circular reto e as dimen-
soes desse cone é dada por

rh rh rh r(h—R)
R= = = Vh2+r2=——-r=——7"—
g+r JIETri+r R R
*(h—R) h—R)?
R INE Li Gi ) N hzzrz(u—l)
R? R?
z R2h? R?’h

" Th2_2Rn” h—2R
onde a relacdo R = rh/(g + r) pode ser demonstrada por seme-

lhanca de tridngulos (faca a figura, é um bom exercicio de geome-
tria). Além disso, sabemos que o volume do cone é dado por

T
V==r*h
3
Substituindo o que encontramos para 2, temos
T R?h?
V(h)=—
3 h—2R
Para encontrar o volume minimo, derivamos e igualamos a zero:

dv hR?*(h—4R)

— = - —

dh (h—2R)?
A altura do cone de volume minimo circunscrito a uma esfera de

raio R dada é h = 4R. Sabendo disso, podemos voltar em r> =
R%h/(h—2R e descobrir quem é o raio.

=0 = h=4R

R*-4R  4R®
r’=———=——=2R*=>r=Rv2
4R—2R 2R
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A razdo entre a altura e o raio, que estdvamos querendo encontrar,
é entao dada por

h 4R

—=——=2v2
r Rv2

SOLUGAO 64

0 volume do cilindro é dado por V = wr?h e a sua drea superficial é
dada pela soma da area das suas bases (topo e fundo, que sao dois
circulos) com a sua area lateral:

A=nr’+nri+2nrh=2nr*+2nrh=2nr(r +h)

Isolando a altura do cilindro na expressdao do volume e lembrando-
se que V é fixo (constante), temos:

1% 1% , 2V
h=— = A(r)=2nr|r+—|=2nr"+ —
Tr2 Tr2 r
O que garante que a drea pode ser minimizada € o teste da segunda
. . 2 . 2
derivada, isto €, verificamos que 37? =4+ 4,—‘3/ > 0Vr € R*. Sendo
maior que zero, A tem um minimo, que pode ser encontrado deri-

vando A e igualando a zero:

dA 2V 3 v
—=0=0=4nr—— = 4nr =2V = r=\| —
dr r2 21

Voltando em V = 712 h, encontramos o h respectivo:

AN 4 _Z(V)I(V)—i_qw
Tz oy o \en) \o2m) T\
(V)

21

SOLUGAO 65

Primeiro, consideramos o equilibrio de momentos em relacao ao
ponto de pivd A. A forca P atuando no extremo B da barra gera
um momento em sentido anti-horario, enquanto o peso da barra
e a carga Q geram momentos em sentido horério. Assumindo que
a barra estd em equilibrio estético, a soma desses momentos deve
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ser igual a zero. O momento gerado por P é simplesmente P - x, e
o momento devido a carga Q é Q-a. Ja o momento devido ao peso
da barra é o produto de seu peso total g - x pelo braco de alavanca,
que é a distancia do centro de massa ao ponto 4, ou seja, 5. Assim,
a equacao de equilibrio de momentos é:

q-x*

P-x=Q-a+ c
Q 2

Para encontrar o valor de x que minimiza P, isolamos P na equa-
¢do acima:

‘a X
_Qa gx
X 2
Agora, diferenciamos P em relagdo a x:
apr -a
ap__Qa g

dx  x2 2

P

Para encontrar o minimo de P, precisamos resolver 42 = 0. Por-
tanto, igualamos a derivada a zero e resolvemos para x:

_Qa a2
x2 2 q
2Qa

Assim, a distancia x para a qual a for¢a P € minima € 4/ e

SOLUGAO 66
Para calcular a derivada de uma funcao usando a definicao, consi-

deramos:
h
Aplicando essa definicao a funcdo em questdo, obtemos:

f'(x)=lim

xth X
/ . X+h+l  x+1
x)=lim —/—/————
Fx) h—0 h
Observa-se que, ao aplicarmos o limite diretamente, caimos em
uma indeterminacao do tipo % Para resolver essa indeterminacao,
manipulamos a expressao para simplificé-la.
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Primeiro, reescrevemos f(x) como:

x+1-1 1

=g =

Assim, temos f(x)=1— 1 ef(x+h)=1-
esses valores na deﬁnigao, obtemos:

sy i O~ wam) — (1~ 541)
o)==

—177- Substituindo

Simplificando o numerador, encontramos:

(x+1+h)—(x+1)
GAALER) . h 1

f(x)=1l h _h_.o(x+l)(x+l+h)‘ﬁ

Cancelando & no numerador e no denominador, obtemos:

1
h—»o(x+ 1)(x+1+h)

flx)=

Ao tomar o limite 2 — 0, chegamos ao valor da derivada da funcao:

1
/
X)=
fix) (x+1)2
SOLUCAO 67
Temos que:
Yx=x°

Assim, podemos aplicar a regra da derivada % (x™)=nx""!. Para
n = §, obtemos:

g'(x)=

Logo:
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SOLUGAO 68

Retas paralelas possuem o mesmo coeficiente angular. Como o co-
eficiente angular da reta y =4x + 2 é 4, estamos procurando uma
reta da seguinte forma:

y=4x+b

Se a reta € tangente a funcdo f, seu coeficiente angular deve ser a
derivada de f no ponto de tangéncia. Logo, temos:

f(x)=4
Sendo f(x)= x2, entdo:
flx)=2x=4
Portanto
x=2

O ponto de tangéncia é entdo (2, f(2)) = (2,4). Sabendo que
esse ponto pertence a reta, podemos encontrar b na equacgao da
mesma.

4=4.2+b

Assim, temos:
b=—4

Portanto, a equacgdo da reta procurada é dada por:

y=4x—4

SOLUGAO 69

Utilizando a regra do produto:

F(x)=u/(x)v(x)+ u(x)v'(x)
E considerando u(x)= sin(cos2 x) ev(x)= cos(sin2 x), teremos ao
aplicar a regra da cadeia:

d
u'(x)= cos(cos2 x) . E(cos2 X)
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Derivando cos? x em relacdo a x, obtemos

d
E(COSZ Xx)=2cosx-(—sinx)=—2cos xsin x

Assim, temos
1o 2 : _ 2 .
u'(x)= cos(cos x) -(—2cos xsinx)=—2 cos(cos x) cos x sin x

Agora, calculamos v’(x). Novamente, aplicamos a regra da cadeia:
’ q .2 d )
v(x)= —sm(sm x)- —(sin” x)
dx
Derivando sin® x em relacdo a x, obtemos

d, ., .
—(sin“ x)=2sin x cos x
dx
Portanto,
v’(x)=—sin(sin® x)- (2sin x cos x) =—2sin(sin? x ) sin x cos x
Substituindo u/(x), v(x), u(x) e v’(x) na férmula da regra do pro-

duto, temos:

f’(x)=(—2cos(cos’ x)cos x sin x ) cos(sin® x )+

+sin(cos? x ) (—2sin(sin® x ) sin x cos x )

Observamos que ha um fator comum de —2sin x cos x em ambos
os termos, que podemos fatorar:

f/(x)=—2sin x cos x (cos(cos® x) cos(sin® x ) + sin(cos? x ) sin(sin? x )

Utilizando a identidade trigonométrica cos Acos B + sinAsin B =
cos(A— B), reescrevemos o resultado como

f'(x)=—2sinxcos x - cos((:os2 x —sin? x)

Finalmente, aplicando a identidade sin(2x) = 2sin x cos x, chega-
mos a forma simplificada:

f/(x)=—sin(2x)cos(cos(2x))
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SoLUGAo 70

Considerando u(x) = sin” x e v(x) = cos(nx) e aplicando a regra
do produto, temos que, primeiro, calcular u’(x). Aplicando a regra
da cadeia:

d
u'(x)=nsin ! x - —(sin x)
dx
A derivada de sin x em relacdo a x € cos x, de modo que
u'(x)=nsin" ! x-cosx

Agora, calculamos v’(x), onde v(x) = cos(nx). Usando de novo a
regra da cadeia, obtemos:

V' (x)=—sin(nx)- —(nx)

X
A derivada de nx em relacao a x é n, portanto,

V' (x)=—nsin(nx)

Substituindo u’(x), v(x), u(x)e v’(x) na expressdo da regra do pro-
duto, temos:

f(x)= (n sin"! x - cos x) cos(nx)+sin” x (—n sin(n x))
Simplificando a expressao, obtemos finalmente:

f/(x)=nsin"! x cos x cos(nx)—nsin" x sin(nx)

SOLUGAO 71

Primeiro reescrevemos f(x)de uma forma mais conveniente. Mul-
tiplicando o numerador e o denominador por x—+'1 4+ x2, com isso
obtemos:

Fx) 1 X—+v14+x2 x—+/1+x2
X)= . =
\/1+x2(x+1/1+x2) x—vV/1+x2 —/1+x2

Simplificando, temos:
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Agora, derivamos cada termo separadamente. A primeira parcela,
1, tem derivada zero. Para a segunda parcela, usamos a regra do
quociente:

2
i( x )_«/H-xz-l—x' — _v1+x2——ﬁ
dx \V/1+ x2

(1+ x2) a 1+ x2
Isso simplifica para finalmente:

1
T At x2pr

f(x)

SOLUCAO 72

(a) Para encontrar o ponto da curva em que a abscissa e a orde-
nada estdo mudando na mesma taxa, consideramos as deri-
io dx  dy — 502 .
vadas temporais 77 e 7y. Como y = x°, derivamos ambos
os lados em relacao ao tempo ¢:

d dx

_y — 2x -

dat dat
Para que as taxas de variacdo de x e y sejam iguais, devemos
ter % = %. Substituindo essa condicdo na equacgao obtida,
temos:

dx 5 dx

—=2X—

at at
Dividindo ambos os lados por % (assumindo que % #0),
obtemos:

1
1=2x=>x=-
2

T ~ 2
Substituindo x = } na equagdo y = x?, obtemos y = (1) =
%. Portanto, o ponto da curva onde as taxas de variacao sao
. 9 2 11
iguais é (x,y)=(3,1)-
(b) Para determinar essa taxa de variacdao no instante em que

x =sint e y =sin® t, usamos as expressoes para x e y e de-
rivamos em relacdo a ¢:

dx t dy 2sint t
—=cost e ——=2sintcos
at dt
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= Q ] dy _ dx :
No ponto em que as taxas sao 1guais, temos ar = dar- Substi-

tuindo, obtemos:
2sintcost =cost

Dividindo ambos os lados por cos ¢ (assumindo cos ¢ # 0),
temos:

1
Zsint=1:>sint=5

O valor de ¢ que satisfaz essa condicao é t = §. Portanto, o

instante em que as taxas de variacdo de x e y sdo iguais é
=%

o
SOLUGAO 73

Primeiro, diferenciamos ambos os lados da equagéo xsin(xy)+
2x? =0 em relacgdo a x. Aplicando a regra do produto e a regra da
cadeia, obtemos:

j_x (xsin(xy))+ dd_x (2x%)=0

Calculando a derivada de cada termo separadamente, comegamos

com - (xsin(xy)). Usando a regra do produto, temos:

d d
Ix (xsin(xy))=sin(xy)+xcos(xy)- E(xy)

Agora, aplicamos a regra do produto novamente para %(x y)=y+
xy’, resultando em:

j—x (xsin(xy))=sin(xy)+xcos(xy)(y +xy")

Aplicando a propriedade distributiva:

% (x sin(xy)) = sin(xy)+ Xy cos(xy) “F xzy’cos(xy)

A derivada de 2x? é simplesmente 4x, entdo temos:

sin(xy) +xy cos(xy) + xzy'cos(xy)+4x =0
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Rearranjando novamente os termos, obtemos:
y'x? cos(xy) +xy cos(xy) I sin(xy) +4x=0

que é a expressao desejada, mostrando que o que é pedido é satis-
feito.

SOLUGAO 74

Consideremos um retangulo com lados x e y e drea fixa A. Assim,
temos:
A=xy

O perimetro P do retangulo é dado por:
P=2(x+y)

Substituindo y = % na expressdo do perimetro, obtemos:

A
P:2(x+—)
X

Para encontrar o valor de x que minimiza o perimetro, derivamos
P em relacdo a x e igualamos a zero:

P’=2(1—£):0
x2

Resolvendo para x, temos:
A 2
1:—2=>x =A=>x=vA
X

Para verificar que este valor de x minimiza P, calculamos a se-
gunda derivada de P:
, 4A

P
Como P” >0 para x >0, concluimos que x = v/A minimiza P.
Quando x = V4, o valor de y também é y = +/A, de modo que o
retangulo é, na verdade, um quadrado. Assim, provamos que, entre
todos os retangulos de uma dada 4rea, o quadrado tem o menor
perimetro.
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SOLUGAO 75

Seja x a largura perpendicular ao muro e y o comprimento para-
lelo a0 muro. Como o pasto é adjacente ao muro, a cerca é neces-
sdria para os dois lados de comprimento x e um lado de compri-
mento y. Portanto, o comprimento total da cerca é dado por:

L=2x+y
Assim, podemos expressar y em termos de x:
y=L—-2x
A area A do retangulo é dada por:
A=xy=x(L—2x)=Lx—2x*

Para maximizar A, derivamos em relagdo a x e igualamos a zero:

A L—4 0
_— —4x =
dx
Resolvendo para x, temos:
L
x=—
4

Substituimos x = % na expressao para y:

g, L_L
y= 4 2

Para verificar que esse valor de x maximiza A, calculamos a se-
gunda derivada de A:
d?A _
dx2
que é negativa, indicando que x = % proporciona um maximo para
A. Portanto, as dimensdes que fornecem a drea maxima do pasto
sdo0 x = % ey= %
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SOLUGAO 76
Definimos a fungdo f(x)= x2+ y?, onde y = S— x, de modo que:
f(x)=x2+(8—x)2
Expandindo, obtemos:
f(x)=x*+8*—2Sx+x*=2x*>—2Sx +S?

Para encontrar o valor de x que minimiza f(x), derivamos em re-
lacdo a x e igualamos a zero:

f(x)=4x—25=0

Resolvendo para x, temos:

X =

N

Para confirmar que esse valor de x minimiza f(x), calculamos a
segunda derivada:

f(x)=4

que € positiva, indicando que x = % é um ponto de minimo para
f(x). Quando x = % temos y =S—x = g também, ou seja, x = y.
Portanto, provamos que a soma x2 + y? é minima quando x = y.

SOLUGAO 77

Para determinar a equacdo dareta tangente ao graficode f(x)=e*
no ponto de abscissa 0, utilizamos a férmula da equacao da reta
tangente em um ponto x;,:

¥ — f(x0) = f'(x0)(x — o)
Primeiro, calculamos f(0) substituindo x =0 em f(x)=e*:
fO)=e’=1

Em seguida, derivamos f(x) para obter f’(x). Como f(x)=e”*, sua
derivada é f’(x)= e*. Assim, temos:

Flo=e’=1
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Substituindo f(0)=1e f’(0) =1 na férmula da reta tangente, obte-
mos:
y—1=1-(x—0)

ou simplificando,
y=x+1

Que € a equacdo de define a reta procurada.

SOLUCAO 78

A derivada de f(x) = a* em um ponto x qualquer é dada pelo li-
mite:

fx)

_ x+h _ ,x
=limf(x+h) f(x):lima a
h—0 h h—0 h

Utilizando a propriedade das poténcias a**" = a* - a", obtemos:

a*-a"—a* a"—1
f(x)= }lin(l)T =lima”*

Como a” é constante em relacao a i, podemos fatord-lo para fora

do limite:
1l

f/(x)=a”lim a

o...Q g h_1 , 0
Agora, o limite limj,_, “Tl é conhecido e resultaem Ina. Portanto,

temos:
f'(x)=a*Ina

Para a segunda parte do problema, queremos calcular a derivada
de f(x)=r". Aplicando o resultado obtido, temos:

f(x)=n*Inm

Pois 7t € uma constante real.

SoLUGAO 79

Para determinar a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) =
tan x no ponto de abscissa 0, utilizamos a férmula da reta tangente
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em um ponto xo:
¥ — f(x0) = f(%0)(x — xo)
Primeiro, calculamos f(0). Como f(x)=tan x, temos:
f(0)=tan0=0

Em seguida, derivamos f(x) para obter f’(x). Sabemos que a de-
rivada de tan x é sec? x, entdo:

f(x)=sec’x
Calculando f’(0), obtemos:
f'(0)=sec’0=1

Substituindo f(0) = 0 e f/(0) = 1 na férmula da reta tangente, te-
mos:
y—0=1-(x—0)
ou seja,
y=x
Essa é a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = tanx no
ponto de abscissa 0.

SoLucAo 80
Para calcular a derivada de f(x)= ;C:: 1L utilizamos a regra do quo-
ciente. A regra do quociente afirma que, se f(x)= %, entao:

oy W(x)g(x)—h(x)g'(x)
A= P

Derivando cada uma das funcoes e substituindo na expressao
acima, temos:

_ (2x)(sec x)—(x%+1)(sec x - tan x)

f(x)

(secx)?
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Simplificando, temos:

x—(x*+1)tanx

filx)="2

Sec x

Que € a derivada que buscadvamos.

SOLUGAO 81

Seja F(x)= f(x)g(x)h(x). Portanto, sua derivada é:

d
F'(x)= 5 [ (g(x)h(x)]

Podemos pensar em F(x) como o produto de duas fungoes: u(x)=
f(x)e v(x)=g(x)h(x). Assim,

A derivada de F(x) é entao dada por:
F/(x) = u/(x)v(x) + u(x)v'(x)
Substituindo u(x)= f(x) e v(x) = g(x)h(x), obtemos:
F'(x)= f'(x)g(x)h(x)+ f(x)v'(x)

Agora precisamos calcular v’(x), onde v(x)= g(x)h(x). Aplicamos
aregra do produto novamente para v(x):

v'(x)=g'(x)h(x)+g(x)h'(x)
Substituindo v’(x) na expressao para F’(x), temos:
F'(x)= f'(x)g(x)h(x)+ f(x)(g'(x)h(x)+ g(x)h'(x))
Distribuindo f(x) na segunda parte da expressio, obtemos:
F'(x)= f'(x)g(x)h(x)+ f(x)g'(x)h(x) + f(x)g(x)h'(x)
Assim, obtemos:

[f(x)g(x)h(x)] = f'(x)g(x)h(x)+ f(x)g'(x)h(x) + f(x)g(x)h'(x)
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SOLUGAO 82

Vamos utilizar a regra do produto para a derivada de trés funcoes,
demonstrada anteriormente nos exercicios. Se definirmos f(x) =
u(x)v(x)w(x) com:

u(x)=1++vx, v(x)=e*, w(x)=tanx,
entdo a derivada de f(x) serd dada por:
f'(0)= v/ ()v(x)w(x) + u(x)v' (x)w(x) + ulx)v(x)w'(x)

Agora, calculamos cada uma das derivadas u’'(x), v’(x) e w’(x):
1. Derivada de u(x)=1+ v/x:

, 1
u(x)= 2/
2. Derivada de v(x)=e”*:
v(x)=e”

3. Derivada de w(x)=tan x:
w’(x)=sec? x

Substituindo essas derivadas na expressao de f’(x), obtemos:

f’(x)=(%)el‘tanx+(1+ﬁ)extanx+(1+ﬁ)exseczx

Apenas sintetizando, temos:

e*tan x

——— +(1++vx)e*tanx +(1+ +v/x)e  sec’ x
2Jx

f(x)
SOLUCAO 83

Primeiro, podemos reescrever f(x) como f(x)= x"', com isso:
1. Primeira derivada f'(x):
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2. Segunda derivada f”(x):

d 2
" =— (—x2)=2x3="2
o)== (=x7)=2x7=—
3. Terceira derivada f”’(x):
d 6
7" ) -3 — 5 —4__ 0
) dx( x~) * x4
Assim, temos:
/ _ 1 7 2 " 6
F=—= == F@=—o
SOLUGAO 84

dy . g
Para encontrar ax’ aphcamos aregra do quociente:

dy @) (x+0)—t55(x+1)
dx (x+1)2

Derivando cada termo, temos:

dy _ () (x +£)—t(1+4L)
dx (x +1)2

Substituindo os valores x =1, t =2 ¢ % =4, obtemos:

dy _(4)1+2)—(2)(1+4)
dx (1+2)2

Calculando os valores, obtemos:

dy 4-3-2:5 12—10 2

dx 32 9 9
Portanto,
dy 2
dx|,_, 9
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SoLUGAO 85

A derivada de x(¢)=cos(¢) em relagdo a ¢t é dada por:

d
E(cos(t))——sm(t)

Em seguida, calculamos a segunda derivada de x(¢):

dt( sin(t)) =—cos(t)

Agora SubStltUImOS dtz € X na expressao dt2 +x:

d2
ﬁ+x =—cos(t)+cos(t)=0

Verificando o que foi pedido.

SOLUGAO 86

Calculando a derivada & o ( = ) usando a regra do produto:
d(dx) d() xd(dx)
dt\ dt dat dr\dt

Como %(x) = Z,—, obtemos

e X
dt \“dr )T dr a7 dre

Isso nos leva a expressao:

d (xdx)_(dx)2+xd2x
dt\"dt) \dt dr?

Que € a que buscdvamos encontrar.

SoLuUGAo 87

Primeiro, derivamos g(x) = f(e?*) em relacdo a x usando a regra
da cadeia:
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/

g/(x):[f(er)]/:f/(eZJC),(ezx) :f/(eZJC),zeZX :zerf/(eZX)

Agora, para encontrar g”(x), derivamos novamente g’(x) em rela-
caoax:

g"(x)=[2¢> f'(e*)]

Aplicando a regra do produto, temos:
g"(x)=(2e%) f'(e*)+2e* [f'(e*)]

Calculamos cada termo separadamente. Para o primeiro termo:

(2e2%) =2-2¢%% = 4e%*
Entao, o primeiro termo é:

482xf/(82x)
Para o segundo termo, aplicamos a regra da cadeia em f/(e?*):
[f/(eZX)]/ — f//(er) . (eZX)/ — f//(eZX) . 262){ _ 2e2x]c//(e2x)
Assim, o segundo termo é:
Zer . zerf//(er) — 4(62x)2f//(e2x)

Portanto, temos:

g//(x) — 4e2xf/(62x) +4(62x)2f//(e2x) — 4er [f/(er) + erf//(EZx)]
LOgO, verificamos que:

g//(x) — 462x [f/(er)+ eZXf//(eZJC)]

SOLUGAO 88
Sendo @ uma constante, temos ao aplicar a regra da cadeia:

dy _ d

dx dx (e™)=ae
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Agora, derivamos novamente para obter a derivada de segunda or-
dem:

d? d
Y — _(aeax)zazeax

dx2 dx

o dy  d? S 2F :
Substituimos y, 2%, e 7% na equacao diferencial:

—— —3—+2y=a"e®*—3ae**+2e¢** =0
X
Fatoramos e?*, que é sempre diferente de zero:
e (a*—3a+2)=0

Portanto, devemos resolver a equacao:

2 _

a-—3a+2=0
Essa é uma equacdo quadratica em a, cujas solucdes sao:
a=1 ou a=2

Sao esses valores que verificam a equacao.

SoLucgAo 89

Derivando y em relacao a ¢ usando a regra da cadeia:

dy Ldx
=L —4(—1 -
LT,

Como o enunciado fornece que 4* = B, temos:

dy —2
L —_1
ar - b

: = a?
Derivamos novamente em relagao a ¢ para obter 55

d*y _dx
FTAEATs

Substituindo 4% = f8, obtemos:

d*y -3
arz 8PP
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Onde finalmente, temos:

dy G

dt? x3

Assim, verificamos o que foi proposto.

SOLUCAO 90
Para verificarmos a derivada de f(x)¢*), lembremos que:
[£(x)E9] = £(x)E9 [g(x)In f(x)]

Desenvolvendo o lado direito da expressdo, aplicamos a regra do
produto para [g(x)lnf(x)]’:

[FEEW) = FED [/ (0)In f(x)+ g(x) (In f () ]

Em seguida, utilizamos a regra da cadeia para a derivadadeIn f(x):
1
[FP] = £ [ ()n f(x)+8(x) 2 ’<x>]
Distribuindo e simplificando, obtemos:

[F(x)59] = F(x)EWg’(x)In £ (x) + g(x) F(x)ED £ (x)

Assim, demonstramos a expressdo solicitada.

SOLUCAO 91

A equacao geral do polindémio de Taylor (indo até ordem 5) para a
func¢ao em torno de x, =1 é dada por:

P(x)=f)+ f()(x—1)+ %(x—l)% %(x—l)%

(
S %(1)
5!

)
4!

(x—1)°

Calculamos as derivadas de f(x)=In x e suas avaliagdes em x = 1:

(x—1)*
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f(x)=Inx= f(1)=0

/ _l / _
2= = =1

Filx) == = f(1) =1

o
=== =2
FOm=—— = ) =6
O =2 = =24

Substituindo esses valores na expressdo do polinémio de Taylor,
obtemos:

Pe)= 1+ -0+ L0124 D8y
A0 AR
= (x—1)*+ = (x—1)°
=O+1(x—1)+_?1(x—1)2+%(x—1)3+g—j(x—l)4+12740(x—1)5

Assim, o polindmio de Taylor de ordem 5 para f(x)=In x em torno
dex=1é:

P(x)=(x—1)— %(x —1)% + %(x— 15— le(x— D+ é(x —1)°

SOLUGAO 92

Calculando as derivadas até a quinta ordem e as avaliando em x;, =
0, utilizando a férmula do polinémio de Taylor:

(0 "o (4) 0 (5) 0
P(x):g(0)+g’(0)x+g2(' )x2+g3$ )x3+g4'( )x4+g5'( )xs.

Calculando as derivadas de diferentes ordens:
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g(x)=arctan(x)= g(0)=0,

§0)=——=>g0)=1,

g"(x)= _(xzsznz = g"(0)=0,

8 (0= e = 5 (0)=2,

gn)= o L2, goi0)=o,
= _24(5&:18: U, go0)=2s.

Substituindo as derivadas calculadas na expressdo do polinémio
de Taylor, obtemos:

P(x)=g(0)+g"(0)x + g"(0) 24 g"(0) B gW(0) A g(5)(0)x5

2! 3! 4! 5!
0 —2 0 24
=0+(D)x+-x*+ —x*+ —x*+ —x°
2 6 24 120
x> x°
=x—"+—=
3 5

Portanto, o polinomio de Taylor de ordem 5 para g(x) = arctan(x)
em torno de x, =0 é

3 5)

x> x
Px)=x——+—
3 5
SOLUCAO 93
. . . * o~ . X_eg— % .
Substituindo sinh x por sua defini¢do, sinh x = “5*—, nos permite
reescrever o limite como
X_p—X
L =
lim
x—0 x3

Multiplicando o numerador e o denominador por 2, obtemos
. e¥—e¥-2x
lim—
x—0 2x3
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Substituindo x = 0 diretamente na expressdo resulta na forma in-
determinada g, o que indica a aplica¢cao da regra de L'Hopital.
Derivando o numerador e o denominador com relacdo a x, temos:

d
H(e"—e—x—Zx)z e*+e -2

d
_23:62
dx(x) X

Assim, obtemos o limite
. eft+e -2
lim —
x—0 6x2

Novamente, ao substituir x = 0, obtemos a forma indeterminada
g. Prosseguimos aplicando a regra de LHopital novamente. As de-
rivadas de e* + e~* —2 e 6x2 sdo, respectivamente,

d(ex+e_x 2)=e*—e*
dx B

d
—(6x%)=12
dx(x) X

Assim, obtemos o limite
. X _p—X
lim
-0 12x
Que também € indeterminado para x = 0. Derivando novamente
o numerador e o denominador, obtemos

d
—(e*—eM)=e*+e7*
dx( )
e
d (12x)=12
—_— X)=
dx
Assim, o limite final é
.oef+e ™ 141 2 1
Iim—————=——=—=-—
x—0 12 12 12 6
Portanto,
. sinhx—x 1
lim—=—
x—0 x3 6
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SOLUGAO 94

Consideremos a mudanca de variavel ¢ = % Assim, quando x —
00, temos t — 0. A expressdo do limite entdo se transforma para

X—00 t—0 3

1
lim xtan(;) =lim tan(?)

Agora estamos diante de uma indeterminacao do tipo %, 0 que nos
permite aplicar a regra de LHopital. Derivando o numerador e o
denominador em relacdo a ¢, temos

sec?(t
lim sec(t) _ ec’(0)=1
1—0
Portanto
. 1
lim xtan| — |=1
X—00 X
SOLUCAO 95

Primeiro, utilizando a definicdo do polindmio de Taylor de ordem
n para uma funcdo f(x) em torno de x, =0:

// [n)
Px)= fO)+ O+ P L

Para encontrar as derivadas de f(x) = (1 + x)%, utilizamos a regra
da poténcia generalizada. A n-ésima derivada de f(x) é dada por:

fPx)=al@—1)(a—2)---(@a—n+1)1+x)*"

Assim, para x =0, temos:

f(k)(0)=a(a—l)(a_g)...(a_k+1)

Substituindo as derivadas no polindmio de Taylor, obtemos:

ala—1) , ala—1)a—-2) ,

P(x)=1+ax+ x“+ g7 dpooodp
2! 3!
ala—1)(a—2)---(a—n+1
. (a—=1)( )' ( ) o
n!
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O termo de erro E(x) para a aproximacao do polinomio de Taylor
de ordem n em torno de x, =0 é dado pela forma de Lagrange:

_ f(rHl)(C) n+l1
" (n+1)

para algum c entre 0 e x. Portanto, substituindo a (n + 1)-ésima
derivada:

E(x)

ala—1)(a—2)---(a—n
B(x)= (@a=1)(a—=2)--( )(1 4 o)inl
(n+1)
Por fim, para x pequeno, o valor do polinémio de Taylor pode ser
aproximado pela primeira poténcia de x, visto que as de ordem
maior sdo irrelevantes, resultando em:

Px)~1+ax

Esse é o resultado fundamental em varias analises fisicas.

SOLUGAO 96

Utilizemos a identidade trigonométrica:

z z 1+cos(2x
cos’ xdx = #dx
0 0 2

Separando a integral, temos:

17, 1(°?
=— dx+ - cos(2x)dx
2 Jo 2 Jo

A primeira integral é simples e a segunda pode ser resolvida por
uma substituicdo u=2x, du =2dx:

™

1 =z 1 . z
= - [x]5 + a [sin(2x)];
Calculando os limites de integracdo, obtemos:

= % (g —o) + % (sin(7r)— sin(0)) = g

it
Portanto, foz cos?xdx = 7%.
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SOLUGAO 97
Utilizemos a fatoracdo a® + b =(a + b)(a?—ab + b?):

¥4+l (x+1)(x*—x+1)

= =x*—x+1
x+1 (x+1)

Portanto, a integral se torna:

1 1 1 1
f(xz—x+1)dx=f xzdx—f xdx+f dx
0 0 0 0

Calculando cada integral separadamente, temos:

=] [x2]
= [— —| = +Ix]
31 L2
Substituindo os limites de integracao:
1 1 5
=——-+1l==
3 2 6

I %341 _5
Portanto, fo rdx=3.

SOLUGAO 98

Para resolver a integral f xe~*" dx, utilizamos a substituicdo u =
—52, logo du =—2x dx. Entdo, xdx = —%d u:

2 1
fxex dx:—ife”du

A integral da exponencial de u é simples:
1
=—=@"+C
2
Revertendo a substitui¢do, obtemos:
1 2

=—e* +C
2

Portanto, fxe*x2 dxz_%efxz_‘_c.
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SoLUGAo 99

Para resolver a integral f +/sin x cos x dx, podemos utilizar a subs-
tituicdo u =sin x, entdo d u = cos x dx. Assim, a integral se torna:

f\/ﬂdu

Que é uma integral basica:
2
=-u?4C
3
Revertendo a substituicdo, temos:
2
= g(sinx)s/2 +C

Portanto, f vsinxcosxdx = %(sin x)P*2+C.

SOLUGAO 100

Para encontrar a drea do conjunto de pontos (x, y) tais que x? <
¥ < V/x, primeiro determinamos os pontos de intersecdo das cur-
vas y = x? e y = /X igualando-as:

=Vx=>x'=x=>x"—x=0=>x(x*-1)=0

As solucoes sdo x =0 e x = 1. Portanto, como o gréfico de +/x esta
“por cima” do grafico de x?, a 4rea desejada é dada pela integral:

1
f (vVx—x*)dx
0

Calculando a integral, temos:

=[§x3/2]1_ <l _2 1 1
3" b [3)], 3 3 3

Portanto, a area é % unidades quadradas.
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SoLuGgAo 101

A area da regido limitada pelas curvas y =sinx, y =1, e pelo eixo
das ordenadas a direita do eixo y é dada pela integral da diferenca
entre as fun¢des no intervalo de x onde y =1 intercepta y =sin x,
que é x = g Assim, a integral torna-se:

T

f (1—sinx)dx
0

Calculando a integral, temos:

T

=[x]0%—[—cosx]g

Substituindo os limites de integracdo, obtemos:

=(§—0)—(—1—0)=g+1

Portanto, a drea da regido é 7 + 1 unidades quadradas.

SOLUGAO 102

Para calcular a drea do segmento da pardbola y = x? que corta a
reta y =3—2x, igualamos as duas equagdes para encontrar os pon-
tos de intersecao:

x2=3-2x=>x*+2x—3=0

Resolvendo a equacdo quadréatica, obtemos as raizes x =1 e x =
—3. A drea é dada pela integral da diferenca entre as funcoes no in-
tervalo entre os pontos de intersecdo (tomando cuidado para es-
crever primeiro a func¢ao cujo gréfico esta por cima):

1
(3—2x)—x?)dx
=3

Expandindo e simplificando a expressao dentro da integral, obte-

maos:
1

(—x?—2x+3)dx
-3
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Calculando a integral, temos:

1

=|———x"+3x
3

-3

Substituindo os limites de integracao, encontramos a area de apro-
ximadamente 10,67 unidades quadradas.

SOLUGAO 103

Para calcular f sec x dx, utilizamos a técnica de multiplicar e divi-
dir por sec x +tan x:

secx +tan x
secxdx= | secx———dx
secx +tan x

Fazendo a substituicio u = secx + tanx, temos que du =
(sec x tan x +sec? x)dx, que é exatamente o numerador da expres-
sdo original. Portanto, a integral se torna:

du
u

Que € a integral do logaritmo natural:
=In|u|+ C =In|secx +tan x|+ C

Portanto, f secxdx =In|secx +tan x|+ C.

SoOLUGAO 104

A integral f tan? x dx pode ser resolvida usando a identidade tri-
gonométrica tan? x = sec? x — 1. Assim, temos:

J tan® x dx = J(sec2 x—1)dx

Separando a integral, obtemos:

=Jseczxdx—fdx
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A integral de sec® x é tan x, e a integral de 1 é x, portanto:
=tanx—x+C

Portanto, f tan? xdx =tanx—x + C.

SoLUGAO 105

. dx . .
Para resolver a integral f TwTexi200 brimeiro completamos o qua-
drado no denominador:

2x2+8x+20=2(x*+4x+10)=2((x +2)*+6)

Assim, a integral se torna:

dx
f 2((x +2)2+6)
Fazendo a substituicdo u = x + 2, du = dx, e simplificando, obte-
mos:
1 du
2 f uz+6

Essa é uma integral de uma funcao racional que pode ser resolvida
como uma forma de arco tangente:

1 u
=——arctan| — |+ C
24/6 (Jé)

Revertendo a substituicdo, temos:

1 " (x+2)+c
= ——arctan
2v/6 V6

Portanto, [ rerpers = ﬁé arctan(x—‘;%z) +C.

SOLUGAO 106

Para demonstrar a férmula para fsec" x dx, comegcamos com a
integracdo por partes, onde escolhemos u = sec"?x e dv =
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sec?xdx. Assim, du = (n—2)sec” 3 xsecxtanxdx e v = tan x.
A integracgdo por partes nos da:

J sec” xdx =sec % xtan x —f tan x - (n—2)sec” 2 x tan x dx
Substituindo tan® x = sec® x — 1, a integral se torna:
=sec"?xtanx —(n —Z)J sec 2 x(sec’> x —1)dx
Separando a integral, temos:
=sec" *xtanx —(n —Z)J sec” xdx +(n —Z)J sec"* xdx

Reorganizando os termos para isolar a integral fsec" xdx, obte-
mos:

f sec” x dx+(n—2)f sec” xdx =sec” * x tan x+(n—2)f sec”* xdx

(n— 1)f sec" xdx =sec" 2 xtanx +(n —Z)J sec" 2 xdx

Dividindo ambos os lados por n—1, chegamos a férmula desejada:

1 n—2
sec" xdx = sec"? xtanx + —— | sec” % xdx
n—1 n—1

SOLUGAO 107

Aintegral f::f x3e~*’ cos(x)dx pode ser avaliada notando-se que
o integrando é uma funcao impar. Uma funcao é considerada im-
par se, para todo x, vale que f(—x)=—f(x). Neste caso, x> é uma
funcdo impar, enquanto que e* e cos(x) sdo funcdes pares. O
produto de uma funcao impar por uma funcao par resulta em uma
funcao impar.

Dado que a integral é calculada sobre um intervalo simétrico
[—00,+00], as contribuicdes de cada metade do intervalo se can-
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celam, resultando em uma integral cujo valor € zero. Portanto:

+00
f x3e ™ cos(x)dx =0

—0Q

SoLucAo 108
Vamos manipular o nosso integrando:

dr dr dao

J2Eri+2r—p2  afopez B Po
r r2+2r—py 2 2E+2-B Pe
Tomando u=1/r = du =(—1/r?)dr encontramos
dr _ —du
> 2
rz\/2E+%—’r’—§ \/2E+2u—u2p9

Completando o quadrado, temos

2E+2u—u’p; =—(u’p,—2u)+2E

2 9 1 1
=—|u'pg—2u+— |+—5+2E
Py /) Py

1y 1
=—(up9——) +—2+2E
Pe

Py
1 2
= 2E+—2 (1—Z)
Py
onde
_1 J2E+ 2
up, P
g=—— P — qu="— P4,
J2E+ L Po
Py
e, portanto,

d —d
f v zf z :fde — C+arccos(z)=0(z)
ry2Er2+2r—p} V1—2z2
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onde C €R. Seguindo,

— O(u)= C +arccos Po

2E+-L
Py

1 1
Po_ — —\|2E+= cos(d(r)—C)
r o po P;

p2

— 79=1+,/1+2Ep92003(9(r)—c)

2

Py 2
0)=—P0____ _/112E
r(9) 1+ ecos(8—C) ‘ TEEPS

Jaque E <0, temos 0 < € < 1 e, dessa forma, a conica é uma elipse.

SOLUGAO 109

A integral f = +(x +py dx pode ser resolvida utilizando a substitui-
¢do u = x+ f3, da qual segue que d u = dx. A integral se torna:

1
——du
az+ u?
Esta é uma forma padrdo da integral inversa do arco tangente:

1
= —arctan( )+ C
a

Revertendo a substitui¢do, obtemos:
1 x+p
= —arctan +C
a a

dx=1 arctan(%) +C.

Portanto, f m
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SoLugAo 110

Para a integral f
¢Oes parciais:

m, propomos a decomposicdo em fra-

1 A B C
— + +
(x—1)(x+2)(x+3) x—1 x+2 x+3

Multiplicando ambos os lados pela expressao do denominador co-
mum, obtemos:

1=A(x+2)(x+3)+B(x—1)(x+3)+ C(x—1)(x +2)

Para encontrar os coeficientes A, B, e C, utilizamos valores espe-
cificos de x que simplificam a equacgao:

1
Parax=1: IZIZA:A:E

1
Para x=—-2: 1=—SB=>B=—§

1
Para x =-3: 1=2C=>C=Z

Substituindo os valores de A, B, e C na integral, temos:

1 1 1 q
(12(x—1)_3(x T 4(x+3)) x

Resolvendo cada integral separadamente:

1 1 1
—In|x—1|—=In|x+2|+-1In|x+3|+C
12 3 4

Portanto, a integral dada é resolvida como:

dx
1 —1——1 +2 +—1 +3|+C
f( D(x+2)(x+3) 12 njx—1|=zln|x+2[+ —In|x +3]
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SoLugAo 111

Para resolver a integral f ——9% —, comegamos fatorando o deno-

minador:
x3—2x%+ x = x(x—1)?

Aplicamos a decomposicdo em fragées parciais:

1 _A B C
x(x—12 x x—1 (x—1)

Multiplicando ambos os lados pela expressao do denominador co-
mum, obtemos:

1=A(x—1°+Bx(x—1)+Cx
Para determinar A, B, e C, utilizamos valores especificos de x:
e Substituindo x =0, encontramos A:

1=A(-1P2=>A=1

e Substituindo x = 1, simplificamos para encontrar C:
1=C(1)=>C=1
e Para encontrar B, diferenciamos a equacao e substituimos

x =2 (um valor que ndo simplificaa 0 para Ae C):

d d
—(1)=—[A(x—1*+Bx(x—1)+Cx]
dx dx
0=2A(x—1)+B@2x—1)+C
Substituindo x =2, A=1, e C =1, encontramos B:

0=2(1)+ B(3)+1=>B=—1

Portanto, a integral se torna:

J(de_ xd—xl * (x(ixl)2)

Integrando termo a termo:

1
In|x|—In|x—1|———+C
x—1

Assim, [ 98— =In|x|—In|x—1|— £ + C.
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SoLuGgAo 112

Para resolver a integral

1
—dx,
1—cosx+sinx

utilizamos a identidade trigonométrica para tan(%), que nos per-
mite reescrever sin x € C0s X COmMo

Fazendo a substitui¢do u =tan(% ), obtemos d u = 3(1+ u?)dx, ea
integral se transforma em

J 2du
1—u? 2u_
ll= Tz T 1

Simplificando, chegamos a

2du
wu+1)

Decompondo em fracdes parciais, temos
1 1
(— = ) du,
u u+tl

In|u|—In|ju+1|+C.

que integra para

Revertendo a substituicdo, temos

1 X X
— dx =ln|tan(—)|—ln‘tan(—)+ 1| +C.
1—cosx +sinx 2 2

Com base na identidade

tan(%) 5 sin x
1+tan(§) " l+cosx+sinx’

finalmente, obtemos

1 sin x
————dx=In
l1—cosx+sinx

1+cosx +sinx
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SoLugAo 113

Para resolver a integral
1+sinh x
———dx
1+cosh x
Vamos distribuir o denominador nos dois termos do numerador:

1 sinh x
——dx+ | ——dx
1+ coshx 1+ coshx

A segunda integral € mais facil de resolver, pois se chamarmos u =
1 +.cosh x temos du = sinh xdx e ai fica fdu/u =Inlul+C =
In(1 +cosh x)+ C. A primeira integral € resolvida manipulando o
integrando primeiro, tendo em vista a defini¢do de cosh x:

e’ e % 1 P 2
coshx = = = = ;
2 l+coshx e*4+2+e:* (ez+e z)2
1 1
=4 —dx=2 S
1+coshx (ez+e 2)2
Chamando u=e? temos du = 3e? dx..dx = 24%  Assim,

1 du udu
2| —/———=4 ~=4
ez + ¢ 22 ulu+l) (u?+1)

Agora podemos fazer v = u?+1 de modo que d v = 2ud u e ai segue
que

udu - dv_—2+c_ —2 Fe —2 .
(uz+132 iy Tuz+1 -k
Finalmente,

1+sinh x —2
———dx= +In(1+coshx)+C
1+ coshx ex+1
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SoLUGAo 114

Para resolver a integral

Ind(w) d
w4/ In?(w)—4

realizamos a seguinte substituicdo: u = In(w), o que implica que
du= %d w. Isso simplifica a integral para uma forma em termos
de u, tornando-a mais facil de resolver:

—1n3(w) dw —f —u3 du
wy/In*(w)—4 vuz—4

Chamando ¢ = u?—4 temos 3dt = ud u de forma que a integral se

reduz a
(t+4)
—dt+2 | —dt
=3 e[

1
+C=3 (In%(w)—4)" + 4(n’(w)—4)2 + C

3 \/ In*(w)—4(In*(w)+8)+ C

1
2
SRS
2

N | —
lel —

SoLucAo 115
Para calcular

fxsinxcosxdx,

utilizamos a identidade trigonométrica sin(2x) = 2sin(x)cos(x),
simplificando a integral para

fxsm(Zx) e
2

Aplicamos a integragio por partes com u = x e dv = S22% dx, le-
vandoadu=dxev= M . A aplicacdo da férmula de integra-
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¢do por partes f udv = uv—f vdu nos da

_xcos(2x)+f cos(2x) o
4 4

que pode ser integrada diretamente para obter o resultado final:

X cos(2x) sin(2x)

+ +C
4 8

SoLUGAO0 116

A integral

f In(ln x) .
x

é resolvida através da substituicdo u = Inx, com du = +dx. A
integral se torna

f In(u)du=uln(u)—u+ C =In(x)(In(In(x))—1)+ C

onde fln(x)dx = xIn(x)— x + C pode ser demonstrado fazendo
integracao por partes tomando u =In(x)e dv =1dx.

SOLUGAO 117

. . (2 a
A integral dada é fonv1+cosxdx. Para resolvé-la, usa-
mos a identidade trigonométrica cosx = 2cos?(%)— 1, entdo

VI+cosx=q/2cos?(3)=v2|cos(3)|.

No intervalo de 0 a 7, cos($) > 0 e no intervalo de 7 a 27 a fungdo
serd negativa. Entdo a integral torna-se

foﬂ ﬁcos(g)dx—J:n «/Ecos(;)dx
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2

T T
(X
—2s1n(—)
2
T

0

2| 2un(3)

]:4«/5

A respeito da verificagdo, derivando 2+2 sin(%) recuperamos
v/ 1+ cos x — aplique as regras de derivacao que estudamos!

SOLUCAO 118

VIR
V4—x4

o denominador como uma diferenca de quadrados: v4—x% =

v (2+ x2)(2—x2). Distribuimos o denominador pelos termos do

numerador e separamos a integral em duas partes:

V2+ x2 d— V2—x2 .
V(2+ x2)(2—x2) V(2+ x2)(2—x2)

Simplificamos cada integral:

Para resolver a integral dx, comecamos fatorando

1 1
———dx— | ——=dx
f V2—x2 f v2+x2
A primeira integral pode ser resolvida por uma substituicao tri-
gonomeétrica, x = v2sin(0), que nos d4 dx = v2cos(0)d 0, trans-
i . — = =
formando a integral em f N v/2cos(0)d 0 fd@ 0+C.

Voltando para a variavel original, 6 = arcsin | -

ﬁ), entdo a integral

. X
se torna arcsin ( Ti) +C.

A segunda integral, fﬁ dx, pode ser resolvida com a subs-
tituicdo x = +/2tan(f), o que implica dx = v2sec?(0)dd. A
integral torna-se f V2secl0) 70 Simplificando e utilizando a

4/ 2+2tan?(0)

identidade trigonométrica sec?(0) = 1+ tan?(), a integral se torna
fsecHdH =In|secO +tanf|+ C.

Portanto, a integral é:

arcsin(x) In X + 1+x2 +C
V2 V2 2
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SoLugAo 119

. z in3 . . . . .
A integral dada é [ %X dx. Primeiro, usamos a identidade tri-

gonomeétrica para decompor o sin® x como sin x - sin® x, e entdo
aplicamos a identidade sin® x = 1 —cos? x. Isso nos d4:

. 1_ 2
fsmx( cos? x) e

2+cosx

Expandimos o numerador e distribuimos o denominador, resul-
tando em duas integrais:

. . 2
sin x sin x cos* x
——dx— | ——dx
2+cosx 2+cosx
Para a primeira integral, fazemos a substitui¢do u =2+cos x, o que
implica d u =—sin x dx. A integral torna-se:

1
—f —du=—In|u|+C=—In|2+cosx|+ C
u
Para a segunda integral, ap6s a substituicao u =2+ cos x, temos:

—f(u_2)2du=—f(uz_4u+4)du
u u

Expandindo e separando os termos, obtemos:

_J(u—4+%)du

Integrando termo a termo, temos:

u?
— ?—4u+4ln|u| +C

Substituindo u de volta por 2 + cos x, a expressao se torna:

((2+cosx)2
==

—4(2+cosx)+4ln|2+cosx|)+ C

Expandindo e simplificando, chegamos a:

1
—(5 cos?x+2cosx +2—8—4cosx +41n|2+cosx|)+C
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1
=—5c032x+2cosx+6—4ln|2+cosx|+C

Portanto, juntando as contribuicées das duas partes da integral
original, obtemos:

1
:31n|2+cosx|+Ecoszx—ZCosx—6+C

SoLucgAo 120

Para encontrar os valores de @ e # na expressdo sin6xcosx =
%(sin ax + sinfx), utilizamos a identidade trigonométrica
sinacosbh = %(sin(a + b)+sin(a— b)). Assim, coma=6xe b = x,
temos:

1 1
sin6x cos x = E(sin(Gx + x)+sin(6x — x)) = E(sin?x +sin5x)

Portanto, ¢ =7 e B =5. A integral f sin6x cos x dx pode ser resol-
vida diretamente a partir da expressdo encontrada:

1 1/ 1 1
—(sin7x +sin5x)dx = - (—— cos7x—— cosSx) +C
2 2\ 7 5

SOLUGAO 121

Para resolver a integral f m, aplicamos a substituicdo x =
2 smh(t) onde sinh(¢) é a funcdo seno hiperboélico. Isso nos da

dx == cosh (¢)dt e aintegral se transforma em:

J b cosh(t)dt 2 cosh(t)d ¢
\/b2+a2 smh(t)) vV b2 cosh?(1)

Simplificando, obtemos:

1 1
—fdtz—tﬁ-C
a a

Voltando a varidvel original x, ¢ = sinh™! (4%), portanto:
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SOLUCAO 122

A integral dada é fj‘l In(x +2)dx. Para resolver, utilizamos a in-
tegracdo por partes, onde u = In(x+2) e dv = dx. Entdo, du
x%rzdx e v = x. A férmula de integracdo por partes é f udv

uv —f vd u, resultando em:

xln(x+2)—f xj_zdx

Para a integral f + dx, podemos simplificar usando divisao longa
ou decomposicao, resultando em:

2
fl— dx=x—-2In|x +2|
X +2

Portanto, a integral original é:

2
xln(x+2)—(x—21n|x+2|)) ~2,54
=il

SoLUGAO 123

Para calcular a integral farctan(ﬁ) dx, fazemos a substituicao
u=+x,0quenosdi x = u?edx =2udu. Assim, a integral torna-
se:

farctan(u)-Zudu

Utilizando integracdo por partes, onde v = arctan(u) e dw =
2udu, obtemos dv = '>du e w = u?. Aplicando a férmula

fvdw=vw—fwdv,temos:

u
u? arctan(u)—f

1+ u?

2
du
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Para a integral f %d u, fazemos a simplificacdo u? = (1+ u?)—1
e separamos a integral em duas partes:

1
1— du = u—arctan(u)
1+ u?

Combinando os resultados e revertendo a substitui¢ao u = /x, ob-
temos:

x arctan(v/x)—(v/x —arctan(vx))+ C

Simplificando, a integral é:

X arctan(ﬁ) —Vx+ arctan(ﬁ) +C

SOLUGAO 124

Para mostrar a integral [ ¢ cos(bx)dx = e bin(brltacoobs) yti-
lizamos integracdo por partes duas vezes. Primeiro, escolhemos
u=e**edv=cos(bx)dx, entio du = ae**dxev = %sin(bx).
Aplicando a féormula de integracdo por partes f udv=u U—f vdu,
temos:

ax qj ax q;
fe‘”‘cos(bx)dxze sm(bx)_f ae Sln(bx)dx

b b
Agora, aplicamos integracao por partes novamente na segunda in-

tegral, com u =e** e dv =sin(bx)dx. Issonos dd du = ae**dx
ev= —% cos(b x), resultando em:

_J ae’”sin(bx)d ae‘”cos(bx)_i_f a*e? cos(bx) .

b T e b2

Somando as partes, obtemos:

b b2 b2

axgj ax 2 ,ax
Je“xcos(bx)dxze Sln(bx)_(_ae cos(bx)+fa e® cos(b x)

Isolando a integral original e simplificando, chegamos a:

)
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ax b sin(b x)+acos(b x)
a2+ b2

f e cos(bx)dx=e

concluindo a demonstracao.

SOLUGAO 125
Para mostrar que f Oﬂ sin( ﬁ) dx < m, aplicamos o Teorema do Valor

Médio, que afirma que se f(x) é continua em [a, b], entado existe
pelo menos um c €[a, b] tal que:

b
f f(x)dx = f(c)(b—a)

Para f(x)= sin(ﬁ) no intervalo [0, ], temos 0 < f(x) = sin(ﬁ) <
1. Assim, para algum c € [0, 7t]:

f sin(vx)dx =sin(v¢)r
0
E como sin(+/¢) < 1, temos:

sin(vc)r<n

Portanto, fon sin( ﬁ) dx <.

SOLUGAO 126

. d fsinx
Para calcular a derivada g7 |, ¢

dt, aplicamos o Teorema

Fundamental do Célculo que nos diz que se F(x) = f f(x) f(e)dze,
entdo F'(x) = f(g(x))- g’(x). Portanto, para f(z) = ﬁ e g(x)=
sin x, temos:

d (™™ 1 1 coS X

— dt = - -COSX =
dx J, 1—1¢2 1—(sin x)? cos? x

Simplificando, obtemos:
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d sin x 1

— dt=secx
dx 3 1—1¢2

SOLUGAO 127

. earctanx 4y In(14x2)+1 .
Pararesolver a integral f + dx, distribuimos o deno-

minador entre os termos do numerador e separamos em trés inte-

grais:
parctanx xIn(1+ x2 1
——dx+ (—) dx + dx
1+ x2 1+ x2 1+ x2

Para a primeira integral, fazemos a substituicdo u = arctan x, que

nos dd d u = 1. dx, transformando a integral em:

Je”duze”+C=ea'“anx+C

Para a segunda integral, fazemos a substituicao v = ln(l I xz), 0

que nos dd d v = {2%; dx. Com isso, a integral se torna:

In(1+ x2
lde=K+D=M+D
2 2 2

A terceira integral € a integral padrdo do arco tangente:

1
dx =arctanx + E
1+ x2

Somando as partes, obtemos a solucdo para a integral original:

arctan x ln(l + xz)
e 4+ ———+4arctanx+C

onde C é a constante de integracao.

SoLUGAo 128

4(1 . s =
secllng) gy, fazemos a substituicdo u =

Inx,quenosdadu = % dx e aintegral simplifica para f sect udu.

Para resolver a integral f
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Entao, aplicamos a férmula de reducdo para integrais de poténcias
de secante, como demonstrada em exercicio anterior:

1 _ n— s
sec udu = sec"?utanu+ —— | sec"?udu
n—1 n—1

Para n =4, temos:

1 2
fsec4 uduzgseczutanu—kgfsec2 udu

A integral de sec? u é tan u, portanto:

4 1 2 2
sec uduzgsec utanu+§tanu+C

Retornando para a variavel original x, temos:

4(] 1 2
f w dx = 2 sec(Inx)tan(In x) + £ tan(In x) + C

SOLUGAO 129
Para calcular a integral f X arctan(«/ x2— l)dx, facamos a substi-

tuicdo u = x>—1, o que nos dd du = 2xdx. Isso implica que
%d u = xdx, e a integral se transforma em:

% J arctan(ﬁ)d u

Como calculamos em questdo anterior a integral de arctan(+/x),
vamos usar este resultado, que é:

f arctan(v/x)dx = x arctan(v'x) — v/ +arctan(vx) + C

Aplicando esse resultado a nossa integral com u em vez de x, te-
mos:

% (u arctan(\/ﬂ) — - arctan(ﬁ)) +C

Substituindo u de volta por x?—1, obtemos:
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%((xz— l)arctan(\/ﬂ— 1)— Vxz—1+ arctan(v x2— 1)) +C

Simplificando e distribuindo o 1, chegamos ao resultado final da
integral:

2 Vx2—1
%arctan(v x2—1)—xT +C

SOLUCAO 130

Para encontrar o comprimento do arco da catendria y = a cosh (%),

2 . X d
usamos a férmula do comprimento do arco L = fxl 1+ &
0
Primeiramente, calculamos a derivada de y em relacdo a x:

dy d X . x
ax = ax (acosh(3)) =sin(Z)

Portanto, o termo sob a raiz quadrada na férmula do comprimento

do arco é:
d 2
1+ (_y) =1 +sinh? (f) = cosh? (f)
dx a a

Isso nos permite simplificar a integral para:
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L =f cosh(f) dx.
0 a

Realizando a substituicao u = %, temos du=2dx edx=adu. A
integral se torna:

L:aJ cosh(u)duza[sinh(u)]o%=asinh(%).
0

Portanto, o comprimento do arco da catendria entre (0, a) e (x;, 1)
é L=asinh(2).

SoLugAo 131

Para determinar a drea interior a lemniscata p = a+/cos28, utili-
zamos coordenadas polares. A férmula da 4rea em coordenadas
polares é dada por A= % f 991 *p?d0. Alemniscata tem simetria, en-
tao podemos calcular a drea de uma das ‘pétalas’ e multiplicar por
2. Alemniscata é definida para cos26 > 0, entao trabalhamos com

o intervalo [, 7. A drea de uma ‘pétala’ é:
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1 (% a? (7
Apétalazéf (av c0329)2d9=?f cos20.d8.
Fazendo a substituicdo u =26, du=2d60,edf = %d u, obtemos:

2

a’ [? a? = a? a
A giala = — cosudu=—I[sinu]’*, =—[1—(-1)]= —.
pétala 4 _ 4[ ], 4[ ( )] 2

&
2

2

Portanto, a drea total da lemniscata € A=2- Apgala = a’.

SOLUGAO 132

~
=

Para encontrar a drea A limitada pelo astr6ide dado pelas equacoes
paramétricas x = acos®d e y = asin® 0, primeiro expressamos a
integral da drea em coordenadas polares, onde A é quatro vezes a
integral de y dx sobre um periodo de 6 de 0 a 7 devido a simetria

da curva:
a
A= 4f ydx
0

_ dx P dx ~
Como dx = g5d0, substituimos y e g7 pelas suas expressoes em
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termos de 0:

/2
A= 4f asin® @ -3a cos® O(—sin0)d 6
0
Simplificando, temos:
/2
A= —12a2f sin* 0 cos®>0d 6
0

Utilizando a identidade trigonométrica para sin® f cos? 8, temos:

D)
, sin“ 0

sin* 0 cos? @ = (25sin 6 cos 6)
Aplicando a férmula do angulo duplo para o seno:

2 2
sinc@ 1 sin® @
¢ =Zsin229

(2sin 8 cos 0)
Continuando a simplificacao:
sin®f _ sin’20 sin®26 cos20
2 8 8

Que pode ser reescrito usando a identidade para sin” 9:

1
—sin®260
4

sin20  sin®260 cos26  sin®260  sin®26(1—2sin”6)
8 8 ) 8
E finalmente:

sin’20  sin®260(1—2sin”0) 1—cos46 sin®26 cos20
8 8 16 8

A integral torna-se:

/2 D)
1—cos460 sin“26 cos26
A=12a* ( — )d@
. 16 8

Avaliando a integral e utilizando a linearidade e primitivas conhe-
cidas de senos e cossenos, obtemos:

_ 3ma?
-8

A
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SoLuGgAo 133

\
[4

Para encontrar o comprimento da cardidide p = a+/'1+cos 8, usa-
mos a formula do comprimento de arco em coordenadas polares,

que é
2 d0
Ll \* + d9

Aqui, p =a+v'1+cos8 e a cardiéide faz um laco completo quando
0 varia de 0 a 27t. Primeiro calculamos a derivada de p em relacdo

af:
dp d avITcos —asin@
—_— = 1+cos@
do dG( ) 2«/1+cos

—_ d p .
Agora substituimos p e 5 na férmula do comprimento de arco e
integramos de 0 a 27:

L= - (av 1+cos9)2+(ﬂ)2d0
a 2+/1+cos0

Ap6s simplificacao, o integrando se torna (1 +cos @), e a integral
se torna:

2n
L:f g(l—kcosé’)de,
Q 2
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que pode ser resolvida facilmente por integracdo direta apos
separd-la em duas para encontrar L = 8a.

SOLUGAO 134
o . 2 . 2 2
Para determinar o comprimento do astréide definido por x3+y 3
2 ~ 2 .
a3, usamos sua representacdo paramétrica x = acos’0 e y =
asin®@. O comprimento de arco em termos de uma funcéo pa-

ramétrica é dado por:
dx\> [dy)?
— — | do.
(@) (%)

0,
= f
6,

Calculamos as derivadas:

dx

dé

d
=—3acos’0sinb, % =3asin® 6 cos .

O comprimento de arco se torna:

21
L :f V9a2 cost 0 sin? 0 +9a2 sin* 6 cos? 0 d ),
0
que simplifica para:
21
L =f 3a|sinf@cosf| do.
0

Usando a identidade trigonométrica 2sin 6 cos @ = sin26 e inte-
grando diretamente (pois a integral da func¢éo seno é bem conhe-
cida), encontramos L = 6a.

SOLUGAO 135

Primeiro, identificamos as dimensdes do tridngulo isosceles.
Suponha que a altura do tridngulo seja / e a metade da base seja
b. A érea do triangulo é entdo A= 3-2b-h=Dbh.
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O baricentro de um triangulo is6sceles estd localizado a uma dis-
tancia de %h do vértice ao longo da mediana. Quando o triangulo
gira em torno do eixo x, o baricentro descreve um circulo com raio
%h e, portanto, uma circunferéncia de comprimento C = 27T§h.

O volume do sélido de revolugdo gerado pela rotacao do tridngulo
em torno do eixo x pode ser calculado pelo método dos discos:

2b 2 2 2b
h h
V=r (—x) dx=n—r x2dx
, \ap ab? |,

1 - 1 Y A I -
Resolvendo a integral, obtemos V = nm[?]o =Tgpz 5 =

%ﬂb h?. Portanto, o volume do sélido é V = %nb h?, que é igual
ao produto da 4rea do triangulo A = b h pelo comprimento da cir-
cunferéncia C = 27?% h gerada pelo baricentro.

SOLUGAO 136

O volume do toro pode ser calculado pelo método dos discos,
considerando a rota¢do do circulo x? +(y — b)? = a? em torno do
eixo O x. A distancia do centro do circulo ao eixo de rotagao é b, e
o raio do circulo é a.

N

Cada disco tem um raio que varia de 0 a a a medida que nos
movemos ao longo do eixo Ox, e cada disco estd a uma distancia
b do eixo O x. Portanto, o volume do toro € a integral do volume
de cada disco ao longo da circunferéncia completa do circulo
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central do toro, que tem raio b.

O volume de um disco individual é 772 - dx, onde r é a distancia
de um ponto no circulo ao eixo Ox, que variade b —a a b + a.
O volume total do toro é, portanto, V = fozn na®-bdl =21%a?’b,
onde 6 € o angulo que o raio do circulo central faz com o eixo O x.
Assim, o volume do toro formado pela rotacdo do circulo dado em
torno do eixo Ox é V =271%a?b.

SoLuGgAo 137

Usemos a féormula da drea de uma superficie de revolucao:

dx)?
S=2m y (E) +(E dt

As derivadas sdo & = a(1—cost) e (31—); = asint. Substituindo e

simplificando, obtemos

S= 27rf a(l1—cos )y a2(1—cos t)2 +a?sin® td t

Usando a identidade trigonométrica sin” ¢ + cos? t = 1 e simplifi-
cando, chegamos a

S=27mzj(1—cos t?dt

A integral de (1 — cos t)? pode ser resolvida como f(l —2cost +
cos?t)dt, que é igual a t —2sin 7 + %t I isinZt, apos integracdo
por partes e usando a identidade para cos® ¢. Portanto, a drea da
superficie é

3 1
S=27m2(§t—251nt+zsin2t)

avaliada nos limites do arco da cicléide, de t =0 a t = 27t para um
ciclo completo, resulta em S = 6712 a?
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SoLUGAO 138

Para calcular a drea da superficie gerada pela rotacdo da funcao
f(x) = coshx em torno do eixo x, com x € [—1,1], usamos a fér-
mula da drea de superficies de revolugao:

b
S=27‘L’J Fx)V1+(f(x))2dx

Aderivada de f(x) é f’(x)=sinh x, entdo 1 +(f’(x))? = 1 +sinh?® x.
Usando a identidade cosh? x —sinh? x = 1, obtemos 1 + sinh? x =
cosh? x. Substituindo na férmula, temos

1 1
S= 27tf coshx Vv cosh? xdx = Zﬂf cosh? x dx

-1 1

A integral de cosh®x pode ser resolvida usando a identidade
cosh2x = 2cosh? x — 1, da qual obtemos cosh? x = ©h2x+l  por.
tanto,

1

cosh2x +1 1

S =27'cf de = 7'[[5 sinh2x + x]i1
-1

Avaliando os limites, obtemos

S = nt(sinh 2 — (—sinh(—2)) + 2) = 27t(sinh 2 + 1)

ja que sinh x é uma fungao impar e sinh(—x)=—sinh x.

SOLUGAO 139

Para calcular a integral dada, fazemos uma substituicao simples
U=x-—2
portanto,

XxX=u+2 e dx=du

Substituindo, temos:
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2 2
f (u+2)2u1°du=f (u*+4u+4)udu
1 1

2 2 2
=f ulzdu+f 4u“du+f 4udu
1 1 1

Calculamos cada integral separadamente:

71
u?du=—
13

4y't?
auldu=
12

4u11
4udu=
11

Agora, revertendo a substituicdo e aplicando os limites:

zxg(x_z)mdx_ (x—2)13 +4(x_2)12 +4(x_2)11
1 13 D o

2

1
Substituindo os valores dos limites de integracao:

2
1 1 4 46
x—-2)0dx=———+—=—0
" 13 3 11 429

SOLUCAO 140

Para resolver a integral dada, aplicamos uma mudanca de variavel
adequada

u=2x—1
O que implica que du = 2dx oudx = %. A partir dos limites
de integracdo em x, encontramos que, quando x =0, u = —1, e,

quando x =1, u = 1. Com isso, a integral original pode ser reescrita
como
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1 1 1 1 (!
f f(2x—1)dx=f f(u)-—duz—f flu)du
0 -1 2 2)5

1 o =
Dado que Ll f(u)du = 5, substituimos este valor na expressao
acima para obter

5
H==
2

DN | =

1
f f2x—-1)dx=
0

Que € o resultado procurado.

SOLUCAO 141

(@)

(b)

Para isso, consideramos a troca de varidvel x — —x. Neste
caso, temos que d x — —d x. Além disso, por conta da mu-
danca de variavel feita, precisamos trocar o limite de intera-
¢do também (—r — r), resultando em:

0 0 0
f(x)dx=f f(—X)(—dX)=—J fl=x)dx

Como f é par, f(—x)= f(x). . Portanto,

0 0
f(x)dx :—f f(x)dx

—r

Podemos simplesmente remover o sinal da integral e inverter
os extremos de integracdo, portanto:

0 r
fx)dx= f flx)dx
=i 0

Que é o resultado procurado.

Decompondo a integral no intervalo [—7, r] em duas partes e
usando o resultado do item (a), temos:
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r 0 r
f f(x)dx = f(x)dx+f f(x)dx

r 0
7

=J f(x)dx+f f(x)dx
0 0

:ZJ f(x)dx
0

Graficamente, isso significa que a area sob a curva de f(x)
no intervalo [—r,0] € igual a 4rea no intervalo [0, ], devido a
simetria de f(x) em torno da origem.

SOLUGAO 142

Observemos que a fungao a ser integrada € f(x)=sin(nx)cos(mx).
Como estamos integrando de —r a 7, podemos verificar se a fun-
¢ao é impar, o que facilitaria muito os calculos. Para determinar se
f(x) é impar, calculamos f(—x):

f(—x)=sin(—nx)cos(—mx)
Sabendo das identidades trigonométricas, temos:
sin(—nx)=—sin(nx) e cos(—mx)=cos(mx)

Assim,
f(—x)=—sin(nx)cos(mx)=—f(x)

Portanto, f(x) é impar. Como a integral de uma funcdo impar em
um intervalo simétrico em relacao a origem é zero, segue que

f sin(nx)cos(mx)dx =0

—T
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SoLUGAO 143
Vamos utilizar a identidade trigonométrica de produto para seno:
. . 1
sin(a)sin(b) = Z (cos(a— b)—cos(a + b))

Aplicando essa identidade, obtemos

f sin(nx)sin(mx)d x =J

= %f cos((n—m)x)dx— %f cos((n+m)x)dx

—T

(cos((n—m)x)—cos((n+m)x))d x

AN =

Analisamos agora dois casos para n e m:

e Casol: n#m

Para n # m, temos duas integrais de cossenos com frequén-
cias ndo nulas. Ambas as integrais resultam em zero devido
a simetria da fungdo cosseno em torno de x =0:

J cos((n—m)x)dx =0

f cos((n+m)x)dx =0

—T

Assim,

T
f sin(nx)sin(mx)dx=0 para n#m
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e Caso2: n=m

1 (" 1 ("
_Ef_n dx—zf_ncos((n+m)x)dx

1 sin(n+m)x|”

n+m

—T

=n—0

O segundo termo é nulo, pois sin (k) = sin(—k7m)=0. Assim:

T
f sin(nx)sin(mx)dx=mn para n=m
—T

Portanto, concluimos que

f sin(nx)sin(mx)dx = {O, sen#m

r T, Ssen=m
SOLUGAO 144

Fazendo a substituicdo u = 5x, obtemos du = 5d x e, portanto,
dx = %. Assim,

f cosZ(u)% = %f cos?(u)du

Utilizamos a identidade trigonométrica cos?(u) =
nos da

cos(2u)+1
— > —, 0que

1 1 2 1
gfcosz(u)duzgfwdu

2
1 1
=—fcos(2u)du+—f du
10 10

f sin(nx)sin(mx)dxz%f cos(O)dx—%f cos((n+m)x)dx
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Integrando cada termo separadamente, obtemos

1 sm2u)
— | cos(2u) du+— = +1—0+C

Voltando a varidvel original x, temos u =5x, logo,

10
f cos?(5x)dx —sm( x) — + C
20 2

SOLUGAO 145

Fazendo a substituicdo u = sin(x), temos d u = cos(x)d x e rees-
crevemos a integral como

f(1+1/ﬁ)cosz(x)cos(x)dx:J(1+ﬁ)cosz(x)du
Utilizando cos?(x)=1—sin?(x) = 1— u?, obtemos
f(1+ﬁ)(1—uz)du=f(1—u2+ﬁ— uwHdu
Integrando termo a termo,
f(l—u2+ u2—uS?ydu= u—u?3+§u3/2—§u7/2+c

Voltando para a varidvel x, temos o resultado final:

f cos® (x) (1 + 4/sin x) dx =sin(x)— sin (x gx/sin3(x)—§\/sin7(x)+c

SOLUGAO 146

Usando a equacao apresentada na teoria do Livro:
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Calculando a derivada de y em relagdo a x:

dy _4

dx 3

Substituimos essa derivada na férmula do comprimento de arco:

Simplificamos o termo dentro da raiz:

Agora, como g é uma constante, podemos fatora-la para fora da

integral:
2
5
S= —f dx
3 0

Calculamos a integral restante:

5
S=§X|§

10
"3

Portanto, o comprimento do gréfico da fun¢do no intervalo dado

e:
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SOLUGAO 147

Usando a substituicdo x = atan(0), temos dx = asec’(0)d0.
Substituindo na integral, obtemos:

a’?tan?(0) )
J (x2+a2 3/2 f (aztan2(9 +a2)3/2 -asec (e)dg

Simplificando o denominador usando aidentidade trigonométrica
1+ tan?(0) = sec?(0), temos:

2 tan? ’tan®
f @an’(0)  ceck(9)d0 = f @ 1010 sec(0) o

a3sec3(0) a3sec3(0)

Cancelando a® e simplificando, obtemos:

tan?(0)
f sec(0) a6

Usando tan?(0) = sec?(6)— 1, reescrevemos a integral como:

f%d@:fsec(e)de—fcosw)de
sec(0)

Integrando termo a termo, obtemos:

=In|sec(0)+tan(@)|—sin(@)+ C

Retornando a variavel original, lembrando que x = atan(@), te-
mos:

VxZ+az?
tan(9)=2 e sec(0)=xT+a

Portanto, a solugao final é (notemos que temos um tridngulo re-
tangulo de catetos a e x, e de hipotenusa v x2 + a2):

x?2 e Vx2+a2+x X v
—_— XxX=n|———— —_— - ——
(x2+ a2)3/2 a a| +x2+a?
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SOLUGAO 148

A férmula para o volume de um sélido de revolu¢do em torno do
eixo x, que foi desenvolvida no Livro, é dada por:

b
Vznf (f(x) dx

V=n ( ) dx
Q X249

Simplificando a expressao dentro do integrando:

S|
v=8lr| — d
ﬂfo z+op

Aplicando a substituicdo x = 3tanf, temos dx = 3sec’>0d0.
Substituindo também os limites de integracgao:

Assim, temos:

x=0<0=0 x:3<=>0:%

Substituindo na integral, obtemos:

/4
1
V =8ln ——.3sec’0d0=3n cos’0do
o (9sec?0)? 0

Usando a identidade cos®’6 = H%S(zg), reescrevemos a integral
como:
/4 /4
1+ cos(20 3n
V=3r #dez— (1+cos(268))do
0 2 2 Jo

Integrando termo a termo:

3 1 e
V=— [9 + = sin(20)]

2 2 0
Substituindo os limites:

3n(mt 1 3n(mt 1
2\4 2 2\4 2

Simplificando, obtemos o volume final do sélido:
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SOLUGAO 149
Para resolver a integral f x?sin? x d x por partes, comegamos es-
crevendo a expressao de sin? x em termos de cosseno duplo:

1—cos2x
2

sin® x =

Assim, substituimos na integral original:

1—cos2x 1 1
J.xzsinzxdxzf sz dx= Ej dex_Ef x%cos2xdx

A primeira integral é direta:

+C1=—+C1

x3 x3
3 6

DN =
—
=
no
Q
=
Il
N | =

Pararesolver a segunda integral f x% cos2x d x, utilizamos integra-
¢do por partes, com u = x? e dv =cos2x d x. Assim, temos:

sin2x
du=2xdx e v=
2
Portanto,
sin2x sin2x
J‘x2c032xdx:x2- > —f > 2xdx

x?%sin2x .
= - xsin2xdx

Agora, aplicamos novamente integracao por partes na integral
f xsin2xdx,tomando u=xedv=sin2xdx:

coS2x
2

du=dx e v=—

Portanto,

. X Cos2x cos2x
xsin2xdx=— > + > dx
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